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Homologia de caminhos de Digrafos



Espaco de caminhos e o operador bordo

Fixe G = (V, E) um digrafo finito e K um corpo de escalares.
Definicido

Dado um inteiro ndo negativo p, um p-caminho elementar de G
é uma sequéncia de p + 1 vértices {ik}’zzo. Para p = —1 fixe um
caminho como sendo o conjunto vazio .

O p-caminho {ix};_, sera denotado também por iy - - ip (sem

delimitadores entre os vértices) ou por ej,...; ; de modo que e = @.

iy
Além disso, i - - - ip € dito permitido em G se ix — ix41 para todo
k=0,...,p—1.



Espaco de caminhos e o operador bordo

Definicdo
O K-espaco vetorial das K-combinacdes lineares formais de todos
os p-caminhos elementares sera denotado por A, = A,(V,K) e

seus elementos serdo chamados por p-caminhos em V.

Segue da definicdo que {ej,...;, : o, - -+ , ip € V} & uma base para A,
de modo que cada p-caminho v tem uma Gnica representacio da

v — Z Viomipeio---ip (1)

g, ipEV

forma

na qual v s € K. Deste modo, A_; = K.



Espaco de caminhos e o operador bordo

Para que possamos introduzir o conceito de homologia faz-se
necessaria a seguinte definicio:

Definicdo

Dado um inteiro p > 0, o operador bordo 0 : A, = A, é0
operador linear que definimos sobre os p-caminhos elementares de

seguinte maneira:

p

Oejg...j, = Z(—l)qeio.,.f.,s (2)

Iq Ip
q=0

em que o circunflexo iq denota a omissdo do indice ig.



Exemplo bordo

@O®© 0 . W
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Espaco de caminhos e o operador bordo

Note que o bordo de um p-caminho permitido n3o precisa,
necessariamente, ser um p — l-caminho permitido. Nos
restringiremos ao espaco dos caminhos de bordo permitido,

Qp={veA,:0veA, 1}



Espaco de caminhos e o operador bordo

Lema
92 =0.

Deste modo temos o complexo de cadeia bem definido
0+ K—Qp¢ - Qp 1Qp--- (3)

em que as setas s3o dadas pelo operador 0.

E sua vers3o truncada

0+ Qo ¢Qp 1Qp--- (4)



Homologias

Sobre tais complexos definimos os espacos (grupos) homolégicos

H, por
ker 0,

Hy, = ———.
! Im anJrl
Também chamados de homologias.

Nosso principal objeto de estudos é dim H,,, que nos retorna
invariantes topolégicos do digrafo. Como por exemplo, o niamero
de “buracos” dele.
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Formas diferenciais e o diferencial exterior

Definicdo
Considere o inteiro p > —1. Denote por AP = AP(V) o K-espa¢o
vetorial das aplicacdes de
VPl — vV x ... x V

W

p + 1 termos
sobre o corpo. Deste modo, A® = {aplicacdes de V em K}, e,
fixando V© := {0}, identificamos A~ com K.
Os elementos de AP sdo denominados por p-formas sobre V.
A imagem do ponto (ig, i1, ,ip) € VPT1 pela forma w € AP sera

denotada por wj,...,.
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Formas diferenciais e o diferencial exterior

Fixando as p-formas ditas elementares como as da forma
el +p — Lt(jo,-- jp)y: €M que I4 € a funcdo indicadora do conjunto
A, temos claramente que uma dada forma w € AP pode ser escrita

como
0= ¥ e
Jo, e Jp€V
donde extrai-se que {e0" % : jo,- -+, j, € V} figura uma base para
AP,

12



Formas diferenciais e o diferencial exterior

Sejam agora w € AP e v € A,. Definimos o pareamento natural
entre p-formas e p-caminhos da seguinte maneira:

(w,v):= Z w;o.._;pvi°"'ip, (5)

o, ipEV

Donde A, e AP sdo duais com respeito a este pareamento.
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Formas diferenciais e o diferencial exterior

Definicio

Definimos o operador diferencial exterior d : AP — AP*1 por

p+1

e =) (1w (6)

q=0

(dw)j,

para cada w € AP.

Dadas estas definicdes concluimos:

Lema
Os operadores 9 : Api1 — Ap e d: AP — APTL sdo duais, i.e.,
dado p > —2 vale que para cada p-forma w e para cada
(p + 1)-caminho v,
(dw,v) = (w, ov)

14



Formas diferenciais e o diferencial exterior

Disso segue que d? = 0.

Novamente podemos definir uma forma permitida como sendo

uma forma w tal que
Wig-riy =08l - ip & Qp.
E definimos os espacos das formas de diferencial permitido QF.
Deste modo temos o complexo de cocadeia
0K—0%—... 5 0F 5 0P ... (7)

cujas setas sdo dadas pelo operador d. Este complexo é dual ao

complexo (3).
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Cohomologias

Sobre tais complexos definimos os espacos (grupos) cohomolégicos
H" por
o kerd”
" Imdn1’

Também chamados de cohomologias.

Novamente, nosso interesse é estudar a dimensdo destes espacos.
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Caso localmente finito

e Note que, analogamente ao feito pro caso finito, dado um
conjunto enumeravel V podemos definir sobre ele o K-espaco
dos p-caminhos como sendo o espaco das K-combinacdes
lineares formais das sequéncias de p + 1-vértices sobre V.
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Caso localmente finito

e Note que, analogamente ao feito pro caso finito, dado um
conjunto enumeravel V podemos definir sobre ele o K-espaco
dos p-caminhos como sendo o espaco das K-combinacdes
lineares formais das sequéncias de p + 1-vértices sobre V.

e Definimos o espago (médulo) das p formas AP, os operadores
bordo e diferencial exterior e todo o resto da teoria
homolégica, podendo agora falar de digrafos localmente finitos.
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Caso localmente finito

Definimos entdo, paracada x € V, m(x) =|{y € V:y ~x}|; em
que y ~ x quer dizer que (x,y) € E. m(x) é dita a valéncia de x,

ou o grau de x.

Restringiremos ao caso de digrafos de valéncia limitada (localmente
finito).
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Espacos /2 e Cc

Para todo inteiro p > —1, defina AP = AP(V) como sendo o
espaco dual ao A,. Este espaco sera denominado espago das
p-formas, cujos elementos serdo chamados por p-formas,
obviamente. Fixamos A~! = {0}.

Nos restringiremos aos dois seguintes subespacos (que sdo Hilbert):

P(Ap) ={f: Ay 2 K; ) f2(x) < oo}
xXENp

Cc(Ap) =1{f : Ap = K; [{x: f(x) # 0} < oo}

Em que fixamos o seguinte produto interno:

(f.g) =) f(x)g(x).
xe/\p
20



Operadores bordo

E os operadores d : AP~ — AP e d: AP — AP~! da seguinte

maneira:

P
df (ip ’p) = Z(—l)qf(lo Iq ’p)v
q=0
p+1
Of(ig-+ip) = > Y (=1)F(io-+ig1kiq-+ip);
keV q=0

Logicamente, os operadores d : A=t =+ A% e 9: A? — A~1 sd0
identicamente nulos.

Segue destas definicdes que tais operadores sdo adjuntos, com
respeito ao produto interno fixado. Isto &, (df, g) = (f,0g).
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Laplaciano

Defina o operador Laplaciano, denotado por A, sobre o espaco das
p-formas da seguinte maneira:

A =do+0d.

Segue do fato de d e @ serem adjuntos que A é autoadjunto.
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Formas harmonicas

Proposicdo
Seja f uma p-forma. Af = 0 se, e somente se, df =0 e of =0.

Definicdo
Defina
HP ={p € QF : Ap =0}

Dito espa¢o das p-formas harménicas.

Lema

Seja f uma p-forma. f € HP se, e somente se, f € (Imd)- Nkerd.
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Teorema de decomposicdo de Hodge [Novo]

Estamos finalmente em condicdes de enunciar o

Teorema de decomposicdo de Hodge

Existem operadores lineares H (proje¢cdo harménica) e G
(operador de Green) de QP, para todo p, caracterizados pelas
seguintes propriedades

e H(x) & harménica;
e G(o) é ortogonal ao espaco das formas harménicas;

e o= H(x)+AG(x).

Note que isso implica que QP = A(QP) @ HP =
do(QP) ® od(QP) @ HP = d(QP) ® 9(QP) & HP.
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Roteiro da Demonstracao

e Existéncia e unicidade de solucdo, T:(ug) = u(t, x) do
problema de Cauchy.

o |lu(t, x)||* & nfo crescente.

e Propriedade de semigrupo: Tiis = T: Ts.

e T; é autoadjunto.

e T:x converge para uma forma harménica Ho.
e Compacidade de T;.

e Existéncia do operador de Green (ortogonal ao espaco das

formas).
AG(a) =a— Hx

25



Problema de Cauchy

Fixaremos, de agora em diante, G localmente finito e conexo.

Problema de Cauchy (PC)

%u—FAu = 0
u(0, x) = up(x)

em [0, T[xV com condic3o inicial up: V — R; com T €]0, col.

26



Solucdo fundamental

Dizemos que uma funcio p :]0, co[xV x V — R é uma solucio
fundamental da equac3o do calor

0
au+Au: 0

se para qualquer condicio inicial limitada ug: V — R a funcédo
u(t,x) =) plt.x,y)uly), t>0xeV

yev

for diferenciavel em relacio a t, for solucdo da equacdo do calor e
para todo x € V

lim wu(t,x) = ug(x).
t—0"

27



Defina sobre G a métrica usual d : V x V — Z da seguinte
maneira: d(x,x) =0 e, se x # y, existe um namero finito de
vértices x =xg~x1 ~ -+ ~Xxx =y € V que conectam x e y. Fixe
d(x, y) como sendo o menor niimero k de tais vértices — ressalta-se

a conexidade de G.
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Teorema

Seja G = (V/, E) um grafo tal que existem xg € V e C > 0 com
Ad(-, xp) = —C (curvatura de Ricci). Entdo as seguintes
afirmacdes sdo verdadeiras:

e Existe um anica solucio fundamental p:]0, c0[xV x V — R
da equacdo do calor.

e G & estocasticamente completo, i.e.,

Zp(tvxyy)zl

yev

para todost >0e x € V.
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Teorema

e Para todo up € /*(V) e para toda solucdo correspondente de
(PC) u, temos que

Z u(t,x) = Z ug(x)

xeVv xeV

para todo t > 0. Ainda,

u(t,x) =Y p(t,x, y)uoly).

yev
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Nas afirmacdes que seguem fixaremos um grafo G que satisfaz as
condicdes do teorema acima.
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Proposicao

Proposicio
Se u(t, x) é solugdo de (PC), entdo ||u(1.“,x)\|2 é nio crescente.

Prova

0 0
o7 100t X% =250, u) = —2(Au, u) = =2(||dul® + [[3u]*) < 0.
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Defina
Te(w) = ) plt,x,y)uoly)

yev

com p como no Gltimo teorema. Esta & como vimos, a nica
solugdo de (PC).
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Proposicao

Proposicio

Vale a propriedade de semigrupo Ty 4v, = Ty, Tt,-

Prova: Note que u(t; + t», x) pode ser obtido resolvendo a
equacio do calor com condic3o inicial u(t,, x) e entdo calculando-a

em tj.
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Proposicao

Proposicoes
T; é autoadjunto.

Prova: Note que

0 0

ot ot

0

= _<TtOC,ATTB> = <Tt(xv aT’r{” = d

*<Tt0(, TT[5> = <7Tto@ TTB> =

_<ATt0(: TTB>

0
7<thxy TTB>,

de sorte que podemos escrever (T;x, Tf3) = g(t + T). Assim,

(Tio, B) = g(t+0) =g(0+t) = (x, T:B).
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Proposicao

Proposicao

T:o converge a uma forma harménica H(«).

Prova: Temos que

o I Tesona — Teot|® = || Tesonal|? + || Teaxl|® — 2| Ternex]®.

36



Proposicao

Proposicao

T:o converge a uma forma harménica H(«).
Prova: Temos que
2 2 2 2
o || Teronx — Teat||” = || Tegonex||” + || Teox||” — 2| Teqpex|| .

e Como o quadrado da norma da solugdo de (PC) é positivo e
T:a||? converge.

nao crescente,
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Proposicao

Proposicao

T:o converge a uma forma harménica H(«).
Prova: Temos que
2 2 2 2
o || Teronx — Teat||” = || Tegonex||” + || Teox||” — 2| Teqpex|| .

e Como o quadrado da norma da solugdo de (PC) é positivo e

T:a||? converge.

nao crescente,

o Assim, || Tiiopot — TtocH2 pode ser tomado arbitrariamente

pequeno. l.e., T;ox &€ Cauchy.
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Proposicao

Proposicao

T:o converge a uma forma harménica H(«).
Prova: Temos que
2 2 2 2
o || Teronx — Teat||” = || Tegonex||” + || Teox||” — 2| Teqpex|| .

e Como o quadrado da norma da solugdo de (PC) é positivo e

| T:x||* converge.

nao crescente,

o Assim, || Tiiopot — TtocH2 pode ser tomado arbitrariamente

pequeno. l.e., T;ox &€ Cauchy.

e % & completo, entdo T:x converge, no sentido /%, para uma
forma H(x) € I2.
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Continuacao da demonstracao

e Para provar que H(x) é de fato harménica, basta tomar T > 0
e notar que a relacdo Tyox = T T o implica no limite que
T H(x) = H(x).
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Continuacao da demonstracao

e Para provar que H(x) é de fato harménica, basta tomar T > 0
e notar que a relacdo Tyox = T T o implica no limite que
T H(x) = H(x).

e Entdo T;H(«) & constante em t. Assim,

0= %TtH(cx) = %H(cx) = —AH(«). Logo, H(«x) é de fato
harménica.

37



Continuacao da demonstracao

e Para provar que H(x) é de fato harménica, basta tomar T > 0
e notar que a relacdo Tyox = T T o implica no limite que
T H(x) = H(x).

e Entdo T;H(«) & constante em t. Assim,

0= %TtH(CX) = %H(oc) = —AH(«). Logo, H(«x) é de fato
harménica.

e (Ha, B) = tILm (Teex, B)
é autoadjunto.

(, T¢eB) = (&, HB). Assim, H

= lim
t—o00
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Proposicao

T: & compacto para todo t.

A demonstracdo é usual.
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Operador de Green

Proposicio
O operador de Green, dado pela integral

G(a) = J:O(Ttoc— Ho)dt

esta bem definido. E vale a seguinte igualdade

AG(x) = — Ha.

Ainda, G(«) é ortogonal ao espaco das formas harménicas qualquer

que seja K.

39



Prova

Mostremos que a norma || T(x) — H(x)|| decai rapidamente a
ponto de que a integral estd bem definida.

E um resultado classico em espacos de Hilbert que se T é um
operador compacto autoadjunto num espaco de Hilbert, H, e

m(T) :=sup{|{Tx, x)| : x € H, ||x|| <1},
entdo m(T) ou —m(T) é o maior autovalor de T e vale que

[Tl =1m(T)I.
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Prova

Dessa forma para o maximo do problema variacional:
m(Te) == sup{[{Teex, )| : [l|| < 1 e Hx =0},

tem solucdo. Denominaremos por 3(t) o maximo e A(t) o
correspondente valor maximo.
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Continuacao da prova

Note que, pela propriedade de semigrupo temos que

T2: = A2(t)B. Mas, por outro lado, To:p = A(2t)p. Logo,
At +t) =A(t) - A(t). Portanto a funcdo A(t) & multiplicativa e
assim A(t) = e Mt com A; > 0.

Como || Trox — Ha|| = || Te(ox — Ha)|| < || TeB ]|, temos que

| Tex — Holl| < et ||B|| < e Mt. E assim decai rapidamente.

42



Continuacao da prova

Agora,

AG(x) = J A(Teo— Hoo)dt = J AT,odt =
0 0

—J OTe& 1 o — Hiw).

o Ot
Por altimo, seja 3 harménica. Entdo
o

(o), B) = jw«n — Hy B)de = [ (o (Ti = HIB) =0,

0 0
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Digrafos aleatérios
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Digrafo aleatério

Definicio

Definimos como (di)grafo aleatério um (di)grafo G(p) obtido a
partir de um grafo G pré-fixado pelo processo aleatério de remover
cada elo (aresta) com probabilidade 1 — p ou de manté-lo com
probabilidade p (percolagdo de elos independente). Tais grafos
sdo também conhecidos como (di)grafos de Erdds-Rényi.

Figura 1: (Di)grafos Aleatérios Modelo de Percola¢do de Bernoulli para
p=0331
45



Toros discretos

Fixamos, A" como sendo os digrafos de Cayley associados aos

grupos abelianos de ordem n com respeito a um conjunto gerador
+1 Sedl
{n=",....n )
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Toros aleatérios encaixantes

Para cada p € [0, 1] defina [A"]? como sendo o subdigrafo aleatério
de A" dado pelo processo de percolacdo de elos {Xf}eeE(An), de
modo que, para cada aresta e de A", p > p’ = X2 > XP'. Note
que isso garante que [A”];J C [A"],. Nessas condi¢des, dizemos que
{lA"]5}p € uma familia de subdigrafos aleatérios encaixantes de
A",

Figura 2: (Di)grafos Aleatérios Modelo de Percolacido de Bernoulli para
12
p=033
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Toros aleatérios encaixantes

Na Figura abaixo apresentamos um exemplo comparando a média
das dimensdes do segundo grupo de homologia dos grafo aleatérios
obtidos a partir Zi1, com geradores {3, 4} efetivamente calculadas e
a curva tedrica esperada se fosse valido o Teorema do Limite
Central. No eixo x temos 30.p e no y dim Ha([Z12],).

Figura 3: Dimens3o de H, para o grupo abeliano Z;, com geradores
3,41 .



Teorema do Limite Central

As mais diversas simulacdes nos fizeram crer que

. (n) . (n) u
dim H, (T — E,(dim H, (T,
1 im Hy( d ) p( im H( d ) <u _)J

\/Varp(dim Hi(T)"))

para todo u e para todo k=0,1,...,d, quando

min{ny, -+, ng} — oo.
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Teorema do Limite Central

Com efeito, como corolario direto do teorema central de [15],

temos que
. (n)y - (n) u
P, dimHo(T, ") — Ep(dim Ho(T, ™)) -y _>J 12 e%ﬁdx
\/Varp(dim Ho(TS™)) 00 V270
para todo u quando min{ny, -+, ng} — oo.
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Caminhos orientados

Dado um d-caminho orientado (com sinal +) v =¢j, ;, em G,
dizemos que w ~ v (w é vizinho de v) se para algum k € V e para
alguns r,q €{0,1,---, p}

+ N .
W (—1)9 reiO"'ir"'iq—lkiq"'id’ ifr<gq
(—1)atrtle. .~ o ifr>aq.

Denotamos por m(v) a valéncia ou nimero de vizinhos de v em G.

Nos restringiremos a grafos de d-valéncia limitada
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Passeio p-preguicoso

O passeio aleatério p-preguicoso em G partindo do d-caminho

elementar v* é a cadeia de Markov em Q4(G) com probabilidades
de transic3o:

p, vi=v
1—p

P(Xnt1 = v'|X, = v) = m(v)’ '~
0,

caso contrario.

Denotamos a probabilidade de que um passeio aleatério comecando
em v atinja w no tempo n por p),(w).
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Processo esperanca

Para d > 2, o processo esperanca em G partindo de v € a
sequéncia de d-formas {€}}°° ; definidas por

En(w) = py(w) —py(—w).

O nome “esperanca” se da pelo fato de que para qualquer d-forma
f,

Elfl= ) prw)f(w)= ) ppw)f(w)= ) Er(w)f(w).

WeGdi we Gdi weGy
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Convergéncia do processo esperanca normalizado

Existe uma constante M, que depende da valéncia maxima dos
d-caminhos em G, t.q. o processo normalizado
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