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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo vamos exibir algumas definições, resultados e exemplos da teoria básica de

geometria Riemanniana, os quais serão utilizados no decorrer deste curso. Mais especifica-

mente, vamos relembrar os conceitos de variedades diferenciáveis, campos de vetores tan-

gentes, métricas e conexões. Para maiores detalhes recomendamos ao leitor as referências

[12, 26, 28].

Nestas notas utilizamos a convenção de Einstein da soma, segundo a qual estará implícita

uma soma sempre que houver índices repetidos e em posições invertidas.

1.1 Variedades Diferenciáveis

Definição 1.1. Dizemos que um conjunto M é uma variedade diferenciável (Hausdorff e

com base enumerável) n-dimensional se existir uma família de aplicações diferenciáveis e

injetivas xα : Uα ⊂ Rn →M de abertos Uα de Rn em M , tais que:

(i) M =
⋃
α

xα(Uα);

(ii) Para todo par α, β, com xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W 6= ∅, os conjuntos x−1
α (W ) e x−1

β (W )

são abertos em Rn e as aplicações x−1
β ◦ xα e x−1

α ◦ xβ são diferenciáveis;

(ii) A família {(Uα, xα)} é máxima em relação as condições (i) e (ii).

Dado p ∈ xα(Uα), a aplicação xα ou o par (Uα,xα) é uma parametrização (ou sistema de

coordenadas) deM em p e xα(Uα) uma vizinhança coordenada em p. Uma família {(Uα,xα)}
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satisfazendo (i) e (ii) é uma estrutura diferenciável em M . Denotaremos apenas por Mn

uma variedade diferenciável M de dimensão n.

Observação 1.1. (a) M ser Hausdorff significa que quaisquer dois pontos de M têm vizi-

nhanças disjuntas; (b) Dizemos que M possui base enumerável para sua topologia se M pode

ser coberto por uma quantidade enumerável de vizinhanças coordenadas.

Definição 1.2. Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação ϕ : M → N é

diferenciável em p ∈M se dada uma parametrização y : V ⊂ Rn → N em ϕ(p), existe uma

parametrização x : U ⊂ Rm → M em p tal que ϕ(x(U)) ⊂ y(V ) e a aplicação y−1 ◦ ϕ ◦ x :

U ⊂ Rm → Rn é diferenciável em x−1(p). Dizemos que ϕ é diferenciável em um aberto de

M se é diferenciável em todos os pontos deste aberto.

Decorre da condição (ii) da Definição 1.1 que a Definição 1.2 independe da escolha das

parametrizações x e y .

Definição 1.3. Um difeomorfismo entre duas variedades diferenciáveis M e N é uma apli-

cação ϕ : M → N diferenciável com inversa diferenciável. Neste sentido, ϕ é um difeomor-

fismo local em p ∈ M se existem vizinhanças U de p e V de ϕ(p) tais que ϕ : U → V é um

difeomorfismo.

Definição 1.4. Diz-se que uma variedade diferenciável M é orientável se admite uma es-

trutura diferenciável {(Uα, xα)} tal que:

(i) Para todo par α, β, com xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W 6= ∅, a diferencial da mudança de

coordenadas x−1
β ◦ xα tem determinante positivo.

Caso contrário, diz-se que M é não-orientável. Se M é orientável, a escolha de uma

estrutura diferenciável satisfazendo a condição (i) é uma orientação paraM . Duas estruturas

diferenciáveis satisfazendo a condição (i) determinam a mesma orientação se a união delas

ainda satisfaz a condição (i).

Definição 1.5. Uma aplicação diferenciável α : (−ε, ε) → M de um intervalo aberto

(−ε, ε) ⊂ R sobre uma variedade diferenciável M , é uma curva diferenciável em M . Su-

ponha que α(0) = p ∈ M , e seja C∞(M) o conjunto das funções diferenciáveis em M . O

vetor tangente à curva α em t = 0 é a função α′(0) : C∞(M)→ R dada por

α′(0)f =
d(f ◦ α)

dt

∣∣∣
t=0
.
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Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva diferenciável

α : (−ε, ε) → M com α(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p com as

operações usuais de funções é um espaço vetorial n-dimensional que é denotado por TpM .

Escolhendo uma parametrização x : U → Mn em p = x(0) as representantes locais da

função f ∈ C∞(M) e da curva α nesta parametrização são respectivamente

f̃(q) = f ◦ x(q), q = (x1, . . . , xn) ∈ U e α̃(t) = x−1 ◦ α(t) = (x1(t), . . . , xn(t)).

Restringindo f a α e notando que f ◦ α = f̃ ◦ α̃ : (−ε, ε)→ R, obtemos

α′(0)f =
d(f ◦ α)

dt

∣∣∣
t=0

=
d(f̃ ◦ α̃)

dt

∣∣∣
t=0

=
d

dt
f̃(x1(t), . . . , xn(t))

∣∣∣
t=0

=
n∑
i=1

x′i(0)
( ∂f̃
∂xi

)
0

=
( n∑
i=1

x′i(0)
( ∂

∂xi

)
0

)
(f̃).

Logo, a expressão local de α′(0) em termos da parametrização x é:

α′(0) =
n∑
i=1

x′i(0)

(
∂

∂xi

)
0

.

Note que
(

∂
∂xi

)
0
∈ TpM , pois é o vetor tangente em p à curva coordenada xi 7→

x(0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0). O fato de
{

∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn

}
ser linearmente independente juntamente

com a expressão local de α′(0), prova que o conjunto
{

∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn

}
forma uma base coor-

denada para TpM . O espaço vetorial TpM é o espaço tangente de M em p.

Proposição 1.1. Seja ϕ : Mm → Nn uma aplicação diferenciável entre as variedades

diferenciáveis M e N . Para cada p ∈ M e cada v ∈ TpM , escolha uma curva diferenciável

α : (−ε, ε) → M tal que α(0) = p, α′(0) = v. Faça β = ϕ ◦ α. A aplicação dϕp : TpM →
Tϕ(p)N dada por dϕp(v) = (ϕ ◦ α)′(0) é uma aplicação linear que não depende da escolha de

α. Esta aplicação é a diferencial de ϕ em p.

Demonstração. Sejam x : U → M e y : V → N parametrizações em p e ϕ(p), respectiva-

mente. A expressão local de ϕ é dada por:

ϕ̃(q) = y−1 ◦ ϕ ◦ x(q) = (y1(x1, . . . , xm), . . . , yn(x1, . . . , xm))

q = (x1, . . . , xm) ∈ U e (y1, . . . , yn) ∈ V

Por outro lado, a expressão local de α é dada por:

α̃(t) = x−1 ◦ α(t) = (x1(t), . . . , xm(t)).

3



Portanto,

y−1 ◦ β(t) = ϕ̃ ◦ α̃(t) = (y1(x1(t), . . . , xm(t)), . . . , yn(x1(t), . . . , xm(t))).

Assim a expressão de β′(0) na base
{

∂
∂yi

}
de Tϕ(p)N é dada por:

β′(0) =
( n∑
i=1

∂y1

∂xi

∣∣∣
q
x′i(0), . . . ,

n∑
i=1

∂yn
∂xi

∣∣∣
q
x′i(0)

)
, q = x−1(p).

Isto mostra que β′(0) não depende da escolha de α. E também podemos escrever

dϕp(v) = β′(0)

=



∂y1
∂x1

∣∣∣
q

∂y1
∂x2

∣∣∣
q
· · · ∂y1

∂xm

∣∣∣
q

∂y2
∂x1

∣∣∣
q

∂y2
∂x2

∣∣∣
q
· · · ∂y2

∂xm

∣∣∣
q

...
... . . . ...

∂yn
∂x1

∣∣∣
q

∂yn
∂x2

∣∣∣
q
· · · ∂yn

∂xm

∣∣∣
q




x′1(0)

x′2(0)
...

x′n(0)



Portanto, dϕp é uma aplicação linear de TpM em Tϕ(p)N cuja matriz nas bases associadas

às parametrizações x e y é precisamente a matriz
(
∂yi
∂xj

)
.

Definição 1.6 (Fibrado tangente). SejaMn uma variedade diferenciável. O fibrado tangente

de M é a união disjunta de todos os espaços tangentes. Formalmente,

TM :=
⋃
p∈M

{p} × TpM

O conjunto TM definido acima tem uma estrutura diferenciável, ver por exemplo [12].

Agora faz sentido considerarmos a seguinte aplicação entre variedades diferenciáveis como

segue. Seja X : M → TM uma aplicação diferenciável que a cada ponto p ∈ M associa um

vetor X(p) ∈ TpM . Para esclarecermos a diferenciabilidade de X no sentido da Definição

1.2, convém considerarmos uma parametrização x : U ⊂ Rn → M para então escrevermos

para cada p ∈ x(U),

X(p) = ai(p)
∂

∂xi
,

onde cada ai : U → R é uma função em U e
{

∂
∂xi

}
é a base associada a x, i = 1, . . . , n. Isso

permite afirmarmos que X é diferenciável se, e só se, as funções ai são diferenciáveis para
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alguma (e portanto para qualquer) parametrização. Assim podemos considerar X como um

operador atuando em funções f ∈ C∞(M) do seguinte modo

(Xf)(p) = X(p)(f) = ai(p)
∂f̃

∂xi
(p)

onde f̃ = f ◦x é a expressão local de f na parametrização x. Sendo assim, X é diferenciável

se, e só se, Xf ∈ C∞(M) para toda f ∈ C∞(M). Vamos nos referir a aplicação X como um

campo de vetores em M e denotaremos X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe

C∞. Neste contexto, é importante observar que cada campo de vetores é uma aplicação

X : C∞(M)→ C∞(M), R-linear, tal que X(fh) = fXh+ hXf, para toda f, h ∈ C∞(M).

Definição 1.7. Sejam X e Y campos de vetores em X(M). Definimos o colchete de Lie dos

campos X e Y , denotado por [X, Y ] como

[X, Y ]f := X(Y f)− Y (Xf), f ∈ C∞(M)

A partir de agora escreveremos por simplicidade ∂i para indicar os campos coordenados
∂
∂xi

associados a um sistema de coordenadas locais (x1, . . . , xn). Observemos que o colchete

de Lie dos campos de vetores coordenados é:

[∂i, ∂j] f = ∂i (∂jf)− ∂j (∂if) = 0

Proposição 1.2. Sejam X e Y campos diferenciáveis de vetores em uma variedade diferen-

ciável M e sejam X = ai∂i e Y = bj∂j as expressões de X e Y associadas a um sistema de

coordenadas locais x : U → M . Então existe um único campo de vetores [X, Y ], dado pela

Definição 1.7, cuja expressão em coordenadas locais é:

[X, Y ] =
(
ai∂ib

j − bi∂iaj
)
∂j (1.1)

Demonstração. Para todo f ∈ C∞(M), temos

X(Y f) = ai∂i(b
j∂jf) = ai∂ib

j∂jf + aibj∂i∂jf.

Analogamente,

Y (Xf) = bi∂i(a
j∂jf) = bi∂ia

j∂jf + biaj∂i∂jf.

Trocando i por j e j por i na segunda parcela da equação anterior e usando o fato que

∂i∂jf = ∂j∂if , teremos

[X, Y ]f =
(
ai∂ib

j − bi∂iaj
)
∂jf. (1.2)
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Isso mostra a unicidade local de [X, Y ] e portanto podemos defini-lo globalmente, bastando

considerar suas expressões locais como em (1.2). Consequentemente, [X, Y ] ∈ X(M).

É imediato da definição acima as propriedade seguintes do colchete de Lie.

Proposição 1.3. Se X, Y, Z ∈ X(M), a, b ∈ R e f, g ∈ C∞(M), então:

(a) Bilinearidade:

[aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z]

[X, aY + bZ] = a[X, Y ] + b[X,Z]

(b) Anticomutatividade:

[X, Y ] = −[Y,X]

(c) Identidade de Jacobi:

[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0

(d) [fX, gY ] = fg[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X

Definição 1.8. Chamaremos de semi-espaço Hn ao conjunto dado por

Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn;x1 ≥ 0}.

Um subconjunto aberto V no semi-espaço Hn tem a forma V = U ∩Hn, onde U é aberto

em Rn.

Diremos que uma função f : V → R, definida em um aberto V de Hn é diferenciável se

existir uma função diferenciável f : U → R de um aberto U ⊃ V de Rn, tal que a restrição

de f a V seja igual a f . Se f é diferenciável em V a diferencial dfp é definida por dfp = dfp.

Uma definição que generaliza a Definição 1.1 é a de variedade com bordo. Sua definição

é praticamente a mesma das variedades sem bordo com a diferença que as parametrizações

têm como domínios conjuntos abertos em semi-espaços do espaço Euclidiano, isto é:

Definição 1.9. Uma variedade diferenciável de dimensão n com bordo é um conjunto M e

uma família de aplicações fα : Uα ⊂ Hn →M de abertos Uα de Hn em M tais que

(i)
⋃
α

(Uα) = M ;

(ii) Para todo par α, β, com fα(Uα) ∩ fβ(Uβ) = W 6= ∅, os conjuntos f−1
α (W ) e f−1

β (W )

são abertos em Hn e as aplicações f−1
β ◦ fα e f−1

α ◦ fβ são diferenciáveis.
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Definição 1.10. Um ponto p ∈ M é dito ponto de bordo de M se para um sistema de

coordenadas f : U → M em torno de p se tem f(0, x2, . . . , xn) = p. O conjunto dos pontos

de bordo de M , é chamado o bordo de M e indicado por ∂M .

Além disso, é possível provar que a definição de ponto de bordo independe do sistema

de coordenadas e que o bordo de uma variedade diferenciável de dimensão n com ∂M 6= ∅ é
uma variedade diferenciável (sem bordo) de dimensão n − 1. Para mais detalhes consultar

[13].

As definições de diferenciabilidade de funções, plano tangente, orientabilidade, etc., para

variedades com bordo são introduzidas de maneira inteiramente análoga às correspondentes

definições para variedades diferenciáveis (sem bordo).

Definição 1.11. SejaM uma variedade diferenciável. O suporte de uma função f : M → R,

denotado por supp(f), é o fecho do conjunto dos pontos onde f não se anula, isto é,

supp(f) = {p ∈M ; f(p) 6= 0}.

Se supp(f) é compacto, dizemos que f tem suporte compacto.

Diz-se que uma cobertura X = {Xα}α∈A de uma variedade diferenciável M é localmente

finita se qualquer ponto p ∈ M possui uma vizinhança que intersecta apenas um número

finito de conjuntos da cobertura X . Em particular, p pertence somente a um número finito

de conjuntos de X .

Definição 1.12. Seja M uma variedade diferenciável e X = {Xα}α∈A uma cobertura aberta

de M . Uma partição diferenciável da unidade com relação a X é uma família de funções

diferenciáveis {fα : M → R}α∈A tais que, para todo α ∈ A,

1. Para todo α, fα ≥ 0.

2. Para todo α, supp (fα) ⊂ Xα.

3. Cada ponto p ∈M possui uma vizinhança na qual apenas um número finito de funções

fα são diferentes de 0.

4.
∑
α∈A

fα(p) = 1, ∀p ∈M .
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Note que as condições 3 e 4 garantem que a coleção {supp (fα)}α∈A é localmente finita.

Costuma-se dizer que a partição diferenciável da unidade {fα} está subordinada à cobertura

X .

Teorema 1.1. Uma variedade diferenciável M possui uma partição diferenciável da unidade

se, e só se, toda componente conexa de M é de Hausdorff e tem base enumerável.

Demonstração. Ver [10] ou [38].

1.2 Métrica Riemanniana

Definição 1.13. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M é uma cor-

respondência que associa a cada ponto p ∈M um produto interno gp : TpM×TpM → R (uma

forma bilinear, simétrica, positiva definida) no espaço tangente TpM , que varia diferenci-

avelmente no seguinte sentido: Considere um sistema de coordenadas locais (U, x) e sejam

X, Y ∈ TpM . Temos que,

g(X, Y ) = 〈X, Y 〉 = 〈ai∂i, bj∂j〉 = aibj〈∂i, ∂j〉.

Portanto, dizer que a métrica varia diferenciavelmente é dizer que as funções coordenadas

gij : U → R, dada por gij = 〈∂i, ∂j〉, são funções diferenciáveis em U . Uma variedade

diferenciável M com uma dada métrica Riemanniana g chama-se variedade Riemanniana

(M, g).

Utilizando a partição da unidade podemos ver que toda variedade diferenciávelM possui

uma métrica Riemanniana. De fato, seja {fα} uma partição diferenciável da unidade de M

subordinada a cobertura {Xα} de M por vizinhanças coordenadas. Logo, podemos definir

uma métrica Riemanniana 〈, 〉α em cada Xα: a induzida pelo sistema de coordenadas, isto

é, considere uma métrica no aberto da respectiva parametrização e defina 〈, 〉α induzida pela

diferencial desta parametrização. Façamos então

〈u, v〉p = fα(p)〈u, v〉αp (1.3)

para todo p ∈M e u, v ∈ TpM . A verificação da simetria, bilinearidade e diferenciabilidade

são imediatas. Agora, se u ∈ TpM é um vetor não nulo, então 〈u, u〉 = fα(p)〈u, u〉αp é uma

soma não-negativa, pois cada termo é não-negativo. Além disso, cada 〈u, u〉αp > 0 e uma
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das funções fα é estritamente positiva (pois a soma delas é um), portanto 〈u, u〉 > 0, o que

mostra a positividade. Assim (1.3) define uma métrica Riemanniana em M .

Definição 1.14 (Isometria). Um difeomorfismo F : M → N entre duas variedades diferen-

ciáveis é uma isometria se

〈u, v〉 = 〈dFp(u), dFp(v)〉,∀p ∈M e u, v ∈ TpM.

Definição 1.15 (Isometria Local). Dizemos que a aplicação diferenciável F : M → N é

uma isometria local em p ∈M se existe uma vizinhança U ⊂M de p tal que F : U → F (U)

é um difeomorfismo de acordo com a definição anterior.

1.3 Conexão Riemanniana

Definição 1.16. Uma conexão de Levi-Civita (ou Riemanniana) ∇ em uma variedade Rie-

manniana é uma aplicação

∇ : X(M)× X(M)→ X(M)

definida por ∇(X, Y ) := ∇XY que satisfaz as seguintes propriedades:

(1) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ (C∞(M)-linear na primeira variável)

(2) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ (R-linear na segunda variável)

(3) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y (regra de Leibniz)

(4) ∇XY −∇YX = [X, Y ] (simetria)

(5) X〈Y, Z〉 = 〈∇XY , Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 (compatibilidade com a métrica)

onde X, Y, Z ∈ X(M) e f, g ∈ C∞(M).

Uma correspondência em uma variedade diferenciável que satisfaça as três primeiras

propriedades é chamada conexão afim.

Para provar a existência de uma conexão afim, consideremos dois campos de vetores

X, Y ∈ X(M) e um sistema de coordenadas locais (U,x) em torno de um ponto p ∈ M , de

modo que X = ai∂i e Y = bj∂j. Utilizando as propriedades da conexão afim, deve ocorrer

∇XY = ∇ai∂ib
j∂j = ai∇∂ib

j∂j = ai(∂ib
j∂j + bj∇∂i∂j).
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Para cada i, j escolhemos n-funções Γ1
ij, . . . ,Γ

n
ij diferenciáveis em U para definirmos ∇∂i∂j :=

Γkij∂k, logo

∇XY = ai(∂ib
j∂j + bjΓkij∂k) = (ai∂ib

k + aibjΓkij)∂k = (X(bk) + aibjΓkij)∂k. (1.4)

Isso mostra que ∇XY só depende de ai(p), bk(p), das derivadas X(bk) e da escolha de funções

Γkij. Em outra palavras, se α : I → M é uma curva diferenciável tal que α′(0) = Xp, then

∇XY depende apenas dos valores de Y ao longo de α, isto é, se Y ◦ α = Z ◦ α, então

∇α′Y = ∇α′Z. Portanto, podemos definir a conexão afim localmente como em (1.4), que é

única fixada as funções Γkij, donde podemos defini-la globalmente em M .

Observe que a primeira parcela da conexão é exatamente a derivada direcional do Rn,

enquanto que a segunda se destaca pelo aparecimento das funções Γkij que são os símbolos

de Christoffel da conexão.

Teorema 1.2. Em uma variedade Riemanniana (M, g) existe uma única conexão Rieman-

niana ∇.

Demonstração. Provaremos inicialmente a unicidade. Sejam X, Y, Z ∈ X(M). Suponha que

exista uma conexão Riemanniana ∇. Utilizando a equação de compatibilidade, obtemos:

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY , Z〉+ 〈Y,∇XZ〉

Y 〈Z,X〉 = 〈∇YZ,X〉+ 〈Z,∇YX〉

Z〈X, Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉.

A simetria de ∇ no último termo de cada uma das igualdades acima, permite reescrevê-las

como

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY , Z〉+ 〈Y,∇ZX〉+ 〈Y, [X,Z]〉 (1)

Y 〈Z,X〉 = 〈∇YZ,X〉+ 〈Z,∇XY 〉+ 〈Z, [Y,X]〉 (2)

Z〈X, Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇YZ〉+ 〈X, [Z, Y ]〉 (3)

Somando (1) e (2) e subtraindo (3), obtemos:

X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉 = 2〈∇XY , Z〉+ 〈Y, [X,Z]〉+ 〈Z, [Y,X]〉 − 〈X, [Z, Y ]〉.

Portanto,

2〈∇XY , Z〉 = X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 −Z〈X, Y 〉 − 〈Y, [X,Z]〉 − 〈Z, [Y,X]〉+ 〈X, [Z, Y ]〉. (1.5)
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Logo, se existem duas conexões Riemaniannas ∇1 e ∇2, elas devem ser dadas por (1.5),

donde 〈∇1
XY − ∇2

XY, Z〉 = 0, para todo X, Y, Z ∈ X(M). Como a métrica é uma forma

bilinear não-degenerada, ∇1
XY = ∇2

XY , para todo X e Y , o que implica ∇1 = ∇2.

Para provar a existência, basta observar que o lado direito de (1.5) só depende da métrica

e dos valores de X, Y e Z, logo podemos definir ∇ por esta equação. É imediato verificar

que ∇, assim definida, satisfaz as propriedades desejadas.

A equação (1.5) é conhecida como fórmula de Koszul.

Em um sistema de coordenadas (U,x), temos para todo i, j = 1, . . . , n

(Γkij − Γkji)∂k = ∇∂i∂j −∇∂j∂i = [∂i, ∂j]
(1.1)
= 0. (1.6)

Isto equivale a Γkij = Γkji, o que justifica o nome simetria no item (4 ) da Definição 1.16. Além

disso, aplicando a fórmula de Koszul aos campos de vetores coordenados, obtemos:

2〈∇∂i∂j, ∂l〉 = ∂i〈∂j, ∂l〉+ ∂j〈∂l, ∂i〉 − ∂l〈∂i, ∂j〉.

Reescrevendo, temos

Γmijgml =
1

2
(∂igjl + ∂jgli − ∂lgij).

Como a matriz (gij) é positiva definida, segue que ela admite uma inversa (gij). Multiplicando

ambos os lados da igualdade acima por glk, e observando que gmlglk = δkm, encontramos

explicitamente

Γkij =
1

2
glk(∂igjl + ∂jgli − ∂lgij) (1.7)

que é a expressão para os símbolos de Christoffel da conexão Riemanniana em um sistema

de coordenadas qualquer.

Alternativamente, podemos obter a conexão Riemanniana, bastando definir uma conexão

afim por meio da expressão em (1.7), esta por sua vez está unicamente determinada e cumpre

as propriedades desejadas.

Definição 1.17. Sejam Mn uma variedade Riemanniana, p ∈ M e U uma vizinhançaa de

p em M onde é possível definir campos ∂1, . . . , ∂n ∈ X(U), de modo que em cada q ∈ U ,

os vetores {∂i}, i = 1, . . . , n, formam uma base de TqM , dizemos que {∂i} é um referencial

móvel. Se o conjunto de campos {∂1, . . . , ∂n} formam uma base ortonormal de TqM para

cada q ∈ U , dizemos que {∂i}, i = 1, . . . , n, é um referencial ortonormal.
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Capítulo 2

Tensores em Variedades Riemannianas

Para um maior aprofundamento dos assuntos que abordaremos neste capítulo recomendamos

ao leitor as referências [26, 32, 38].

Definição 2.1. Um (1, r)-tensor em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

T : X(M)× . . .× X(M)︸ ︷︷ ︸
(r)

−→ X(M)

multilinear sobre o anel C∞(M) das funções diferenciáveis em M . Enquanto que, num

(0, r)-tensor, o contradomínio é C∞(M). Formalmente,

T (Y1, . . . , fX + hY, . . . , Yr) = fT (Y1, . . . , X, . . . , Yr) + hT (Y1, . . . , Y, . . . , Yr)

para todos X, Y ∈ X(M) e f, h ∈ C∞(M).

O valor do campo T (Y1, . . . , Yr) (ou da função no caso de (0, r)-tensores) num ponto

p ∈ M depende unicamente dos valores dos campos de vetores Y1, . . . , Yr ∈ X(M) no ponto

p. Isto é, se Z1, . . . , Zr ∈ X(M) são tais que Yj(p) = Zj(p) (1 ≤ j ≤ r). Então

T (Y1, . . . , Yr)(p) = T (Z1, . . . , Zr)(p).

Com efeito, para provar este fato, primeiramente vamos considerar campos X1, . . . , Xr ∈
X(M) e supor que para algum j, Xj(p) = 0. Em uma vizinhança coordenada U de p, temos

Xj = ai∂i. Seja ψ uma função bump em p, com suppψ ⊂ U e ψ(p) = 1. Assim, a função

ψai ∈ C∞(M) e o campo de vetores ψ∂i ∈ X(M), para cada i = 1, . . . , n. Consequentemente,

ψ2T (X1, . . . , Xj, . . . , Xr) = T (X1, . . . , ψ
2Xj, . . . , Xr) = T (X1, . . . , ψa

iψ∂i, . . . , Xr)

= ψaiT (X1, . . . , ψ∂i, . . . , Xr).
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Como cada ai(p) = 0 e ψ(p) = 1, segue que T (X1, . . . , Xj, . . . , Xr)(p) = 0. Agora por

hipótese Yj(p) = Zj(p) para todo j, isso vai implicar pelo fato anterior e pela multilinearidade

de T que

T (Y1, . . . , Yr)(p)− T (Z1, . . . , Zr)(p) = 0,

conforme havíamos afirmado. A este fato vamos nos referir como o caráter pontual dos

tensores.

Exemplo 2.1. O tensor métrico g : X(M)× X(M)→ C∞(M) que faz corresponder a cada

ponto p ∈M e a cada par X, Y ∈ TpM , o produto interno de X e Y na métrica Riemanniana

de M , isto é, gp(X, Y ) = 〈X, Y 〉p, é um (0, 2)-tensor e suas componentes no referencial {∂i}
são os coeficientes gij da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas dado.

Exemplo 2.2. Toda k-forma diferencial ω em M é automaticamente um (0, k)-tensor em

M .

Observação 2.1. Em uma variedade Riemanniana a métrica Riemanniana faz corresponder

a cada campo diferenciável X ∈ X(M) a 1-forma diferencial ωX ∈ X∗(M) dada por

ωX(Y ) = 〈X, Y 〉, para todo Y ∈ X(M).

É imediato que ωX está unicamente determinada. Neste sentido, temos um (0, 1)-tensor

X[ : X(M)→ C∞(M), dado por

X[(Y ) = 〈X, Y 〉, para todo Y ∈ X(M).

Também será conveniente considerarmos o isomorfismo musical ] : X∗(M) → X(M), ou

seja, a inversa da aplicação canônica [ : X(M)→ X∗(M) que associa cada campo X ∈ X(M)

ao seu dual X[.

Mais geralmente, dado um (0, r)-tensor T em uma variedade Riemanniana (M, 〈, 〉), pode-
mos identificá-lo com um (1, r − 1)-tensor T̃ mediante a métrica Riemanniana 〈, 〉, fazendo

〈T̃ (Y1, . . . , Yr−1), Yr〉 := T (Y1, . . . , Yr). (2.1)

Por simplicidade de notação, e desde que não teremos perigo de confusão, omitiremos o

“ ã ” no (1, r − 1)-tensor correspondente ao (0, r)-tensor T . Em particular, o tensor métrico

g, será identificado com o (1, 1)-tensor identidade I em X(M).

Em uma variedade diferenciável é possível estender a noção de derivada covariante a

tensores como veremos agora.
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Definição 2.2. A derivada covariante de um (1, r)-tensor T é um (1, r+1)-tensor ∇T dado

por

∇T (X,Y1, . . . , Yr) = ∇X(T (Y1, . . . , Yr))− T (∇XY1, . . . , Yr)− . . .− T (Y1, . . . ,∇XYr) (2.2)

Para cada X ∈ X(M), define-se a derivada covariante ∇XT de T em relação a X como

um tensor de mesma ordem que T dado por

∇XT (Y1, . . . Yr) := ∇T (X, Y1, . . . , Yr).

Analogamente a derivada covariante de um (0, r)-tensor T é um (0, r+1)-tensor ∇T dado

por (2.2).

Observação 2.2. Dizemos que um tensor é paralelo quando ∇T ≡ 0.

Exemplo 2.3. Em uma variedade Riemanniana (M, g) com a conexão de Levi-Civita ∇,
temos que ∇g ≡ 0. (A derivada covariante do tensor métrico é o tensor nulo). Com efeito,

dados Y1, Y2, X ∈ X(M), teremos

∇g(X, Y1, Y2) = (∇Xg)(Y1, Y2)

= ∇X(g(Y1, Y2))− g(∇XY1, Y2)− g(Y1,∇XY2)

= g(∇XY1, Y2) + g(Y1,∇XY2)− g(∇XY1, Y2)− g(Y1,∇XY2) = 0

Exemplo 2.4. Utilizando a Observação 2.1, a derivada covariante de ωX em relação ao

campo Z ∈ X(M) é tal que, para todo Y ∈ X(M),

(∇ZωX)(Y ) = Z(ωX(Y ))− ωX(∇ZY ) = Z〈X, Y 〉 − 〈X,∇ZY 〉

= 〈∇ZX, Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉 − 〈X,∇ZY 〉

= 〈∇ZX, Y 〉 = 〈∇X(Z), Y 〉.

Decorre daí que ∇ZωX pode ser identificado ao campo ∇ZX, ou equivalentemente, ∇ωX pode

ser identificado ao operador ∇X. Isto mostra que a derivada covariante de tensores é uma

generalização da derivação covariante de campos (derivar um campo é o mesmo que derivar

covariantemente o seu dual).

Definição 2.3. Seja T um (1, 1)-tensor. Define-se a derivada covariante de segunda ordem

∇2T = ∇∇T como o (1, 3)-tensor, dado por

∇2T (X, Y, Z) = (∇X∇Y T )(Z)− (∇∇XY T )(Z).

14



Isso se justifica pelos cálculos seguintes:

∇∇T (X, Y, Z) = (∇X∇T )(Y, Z)

= ∇X∇T (Y, Z)−∇T (∇XY, Z)−∇T (Y,∇XZ)

= ∇X∇Y T (Z)−∇XT (∇YZ)−∇∇XY T (Z) + T (∇∇XYZ)

−∇Y T (∇XZ) + T (∇Y∇XZ).

Reagrupando as duas primeiras parcelas com as duas últimas, temos

∇∇T (X, Y, Z) = {∇X∇Y T (Z)−∇XT (∇YZ)−∇Y T (∇XZ) + T (∇Y∇XZ)}

−{∇∇XY T (Z)− T (∇∇XYZ)}

= {∇X(∇Y T )(Z)− (∇Y T )(∇XZ)} − {∇∇XY T (Z)− T (∇∇XYZ)}

= (∇X∇Y T )(Z)− (∇∇XY T )(Z),

que está de acordo com a definição.

Para cada X, Y ∈ X(M), define-se a derivada covariante de segunda ordem ∇2
X,Y T em

relação a X, Y como um tensor de mesma ordem que T , dado por

∇2
X,Y T (Z) := ∇2T (X, Y, Z).

Novamente, observamos que quando T é um (0, 1)-tensor, o processo descrito da Definição

2.3 até aqui, é análogo.

Motivados pelo resultado do Exemplo 2.4, para cada Z ∈ X(M), convém considerar o

(1, 1)-tensor ∇Z : X(M) → X(M) dado por ∇Z(X) = ∇XZ. Assim, pela Definição 2.2,

teremos o (1, 2)-tensor dado por

∇2
X,YZ := ∇∇Z(X, Y )

= ∇X(∇Z(Y ))− (∇Z)(∇XY )

= ∇X∇YZ −∇∇XYZ, (2.3)

para todo X, Y ∈ X(M). Analogamente,

∇2
Y,XZ = ∇Y∇XZ −∇∇YXZ. (2.4)

Subtraindo (2.4) de (2.3) obtemos, para cada Z ∈ X(M), o (1, 2)-tensor dado por

∇2
X,YZ −∇2

Y,XZ = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z. (2.5)
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Fazendo Z variar na equação (2.5) obteremos um (1, 3)-tensor, bastando provar a lineari-

dade em Z. O que motiva a definição seguinte.

Definição 2.4. Seja M uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de Riemann é o

(1, 3)-tensor

R : X(M)× X(M)× X(M)→ X(M)

dado por

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z. (2.6)

Observemos que a notação R(X, Y, Z) também é adequada para este tensor. Além disso,

alertamos que alguns autores costumam considerar o tensor curvatura com um sinal trocado

de (2.6). Neste caso as definições que dependem do sinal deste tensor devem ser trocadas

de acordo com a definição escolhida, tomando por referência que a curvatura seccional (cf.

Def. 2.5 à frente) da esfera canônica unitária seja 1.

Exemplo 2.5. Seja M = Rn, então R(X, Y )Z = 0 para todo X, Y, Z ∈ X(M). De fato,

seja Z = (z1, . . . , zn), então ∇XZ = (Xz1, . . . , Xzn) e ∇YZ = (Y z1, . . . , Y zn). Logo,

∇X∇YZ = (XY z1, . . . , XY zn), ∇Y∇XZ = (Y Xz1, . . . , Y Xzn)

e

∇[X,Y ]Z = ([X, Y ]z1, . . . , [X, Y ]zn).

Portanto, R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z = 0.

Usando o tensor métrico podemos definir o tensor curvatura como sendo o (0, 4)-tensor

R : X(M)× X(M)× X(M)× X(M)→ C∞(M)

dado por

R(X, Y, Z,W ) = 〈R(X, Y )Z,W 〉

Proposição 2.1. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as seguintes propriedades:

1. R(X, Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W ) = R(Y,X,W,Z).

2. R(X, Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y ).

3. R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0 (primeira identidade de Bianchi).
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4. (∇XR)(Y, Z,W ) + (∇YR)(Z,X,W ) + (∇ZR)(X, Y,W ) = 0 (segunda identidade de

Bianchi).

Observemos que no item 4, às vezes, será mais conveniente que o tensor curvatura seja

considerado com a notação R(X, Y, Z). Mas, independentemente disto, sempre teremos o

(1, 4)-tensor (∇XR)(Y, Z,W ) = ∇R(X, Y, Z,W ).

Dizemos que um referencial ortonormal {e1, . . . , en} em um aberto U ⊂ M é geodésico

em p ∈ U se (∇eiej)(p) = 0 para todos i, j = 1, . . . , n.

Para uso posterior vamos estabelecer as seguintes notações:

R(ei, ej, ek) = Rijk e ∇ei = ∇i.

Deste modo, vamos escrever X = ajej, onde {e1, . . . , en} é um referencial geodésico em

p ∈M , para observar que o caráter pontual de ∇ei nos permite deduzir que, em p,

(∇ei)(X) = (∇Xei) = aj(∇ejei) = 0.

Assim podemos reescrever (em p) a segunda indentidade de Bianchi, como segue

∇iRjkl +∇jRkil +∇kRijl = 0.

Às vezes, também será conveniente reescrever o tensor curvatura R na bem adequada notação

seguinte:

R(X, Y, Z) = [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z.

Então, para um referencial geodésico {e1, . . . , en} em um ponto p ∈ M , temos para todos

i, j, k, l = 1, . . . , n (em p)

Rjkl = R(ej, ek)el = [∇j,∇k]el

e

[∇i, R(ej, ek)]el := ∇iR(ej, ek)el −R(ej, ek)∇iel = ∇iRjkl = [∇i,∇j∇k −∇k∇j]el

= [∇i, [∇j,∇k]]el.

Além disso, vamos observar que Identidade de Jacobi ainda é válida na forma

[[∇X ,∇Y ],∇Z ] + [[∇Y ,∇Z ],∇X ] + [[∇Z ,∇X ],∇Y ] = 0.

Alertamos que estas observações serão de extrema importância para a prova do item 4 da

proposição anterior.
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Demonstração da Proposição 2.1. A primeira parte de 1 segue diretamente da definição

de R. Para provarmos a segunda parte, note que a linearidade nas duas últimas parcelas,

nos permite afirmar que segunda igualdade é equivalente a 〈R(X, Y )Z,Z〉 = 0, uma vez que

podemos usar a identidade de polarização em Z para obter o resultado desejado, deste modo

vamos calcular

〈R(X, Y )Z,Z〉 = 〈∇X∇YZ,Z〉 − 〈∇Y∇XZ,Z〉 − 〈∇[X,Y ]Z,Z〉

= X〈∇YZ,Z〉 − 〈∇YZ,∇XZ〉 − Y 〈∇XZ,Z〉+ 〈∇XZ,∇YZ〉

−1

2
[X, Y ]〈Z,Z〉

=
1

2
X(Y 〈Z,Z〉)− 1

2
Y (X〈Z,Z〉)− 1

2
[X, Y ]〈Z,Z〉

=
1

2
[X, Y ]〈Z,Z〉 − 1

2
[X, Y ]〈Z,Z〉 = 0.

Agora vamos provar 3, para isso usamos a definição para escrevermos

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y

= ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z +∇Y∇ZX −∇Z∇YX −∇[Y,Z]X

+∇Z∇XY −∇X∇ZY −∇[Z,X]Y

= ∇X(∇YZ −∇ZY ) +∇Y (∇ZX −∇XZ) +∇Z(∇XY −∇YX)

−∇[X,Y ]Z −∇[Y,Z]X −∇[Z,X]Y.

Em seguida, usamos a simetria da conexão e a identidade de Jacobi para campos de vetores

como segue:

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y

= ∇X [Y, Z] +∇Y [Z,X] +∇Z [X, Y ]−∇[X,Y ]Z −∇[Y,Z]X −∇[Z,X]Y

= [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0.

O item 2 é uma consequência puramente algébrica de 1 e 3, vejamos:

R(X, Y, Z,W ) = −R(Y, Z,X,W )−R(Z,X, Y,W )

= R(Y, Z,W,X) +R(Z,X,W, Y )

= −R(Z,W, Y,X)−R(W,Y, Z,X)−R(X,W,Z, Y )−R(W,Z,X, Y )

= 2R(Z,W,X, Y ) +R(W,Y,X,Z) +R(X,W, Y, Z)

= 2R(Z,W,X, Y )−R(Y,X,W,Z).
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Assim, R(Z,W,X, Y ) = R(Y,X,W,Z).

Para a prova de 4, basta considerar um referencial geodésico {e1, . . . , en} em um ponto

p ∈M . Neste caso, para todos i, j, k, l = 1, . . . , n, temos (em p)

(∇iR)(ej, ek, el) = ∇iRjkl = [∇i, R(ej, ek)]el = [∇i, [∇j,∇k]]el.

Então,

∇iRjkl +∇jRkil +∇kRijl = [∇i, [∇j,∇k]]el + [∇j, [∇k,∇i]]el + [∇k, [∇i,∇j]]el

=
(
[∇i, [∇j,∇k]] + [∇j, [∇k,∇i]] + [∇k, [∇i,∇j]]

)
el = 0.

A partir do tensor curvatura definiremos os seguintes entes geométricos:

Definição 2.5. A curvatura seccional Kp(σ) no ponto p ∈ M segundo um subespaço bidi-

mensional σ ⊂ TpM , é definida por

Kp(σ) =
〈R(x, y)y, x〉
|x ∧ y|2

,

onde x, y ∈ σ são vetores linearmente independentes e |x ∧ y|2 = |x|2|y|2 − 〈x, y〉2. Convém

considerarmos também a notação Kp(x, y) = Kp(σ).

Segue-se da Álgebra linear que esta definição não depende da escolha dos vetores x, y que

geram σ. Além disso, note que, se {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM , temos

Kij := K(ei, ej) = 〈R(ei, ej)ej, ei〉 = R(ei, ej, ej, ei) =: Rijji.

Fixemos um vetor v ∈ TpM , de modo que {v, e1, . . . , en−1} seja uma base ortonormal de

TpM . Vamos considerar todas as possíveis curvaturas seccionais dos planos que podemos

gerar com v e tomar a média

Ricp(v) :=
1

n− 1

n−1∑
i=1

Kp(v, ei).

Esta é a que chamaremos de curvatura de Ricci no ponto p segundo v. Deste modo, podemos

novamente considerar a base ortonormal {e1, . . . , en} ⊂ TpM , para calcularmos a média

s :=
1

n

n∑
j=1

Ricp(ej) =
1

n(n− 1)

∑
i,j

Kp(ej, ei).

Associado a estas funções curvaturas temos.
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Definição 2.6. Definimos o tensor de Ricci como o traço do tensor curvatura de Riemann.

Isto é, se {e1, . . . , en} ⊂ TpM é uma base ortonormal e u, v ∈ TpM , então para cada p ∈M
o tensor de Ricci é dado por

Ric(u, v) =
n∑
i=1

〈R(ei, u)v, ei〉 =
n∑
i=1

〈R(ei, v)u, ei〉 = Ric(v, u),

onde a segunda igualdade segue da Proposição 2.1 e prova que o tensor de Ricci é simétrico.

Retornando à base ortonormal {v, e1, . . . , en−1} ⊂ TpM , vamos deduzir que

Ric(v, v) =
n∑
i=1

〈R(ei, v)v, ei〉 =
n−1∑
i=1

K(ei, v) = (n− 1)Ric(v). (2.7)

Tomando o traço na equação (2.7), obtemos

S :=
n∑
j=1

Ric(ej, ej) = (n− 1)
n∑
j=1

Ric(ej) = n(n− 1)s,

isto é,
S

n(n− 1)
= s.

Por isso, chamaremos S de curvatura escalar, enquanto que s será chamada de curvatura

escalar normalizada.

Recordemos agora o seguinte fato sobre EDO: Seja X um campo diferenciável de vetores

em M . Dado p ∈ M , existe uma vizinhança U ⊂ M de p, um intervalo (−ε, ε), ε > 0, e

uma aplicação diferenciável ϕ : (−ε, ε) × U → M tais que a curva t 7→ ϕ(t, q), é a única

curva diferenciável satisfazendo ∂ϕ(t,q)
∂t

= Xϕ(t,q) e ϕ(0, q) = q, para todo t ∈ (−ε, ε) e q ∈ U .

Observemos que este resultado é apenas uma extensão para Mn do teorema fundamen-

tal de existência, unicidade e dependência das condições iniciais das equações diferenciais

ordinárias. De fato, basta observar o caráter local deste último, juntamente com o difeomor-

fismo local de Mn com Rn.

Sejam X, Y ∈ X(M) e ϕ : (−ε, ε) × U → M o fluxo de X. Consideremos, para cada

t ∈ (−ε, ε), o difeomorfismo ϕt : U → ϕt(U) dado por ϕt(q) = ϕ(t, q). A derivada de Lie de

Y com respeito a X é o campo de vetores que a cada p ∈M associa ao vetor tangente dado

por

(LXY )p =
d

dt

∣∣∣
t=0
dϕ−1

t Yϕ(t,p) = lim
t→0

1

t

[
dϕ−1

t Yϕ(t,p) − Yp
]
. (2.8)
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Como ϕ−1
t = ϕ−t e ϕt ◦ ϕ−t = id, temos a seguinte equivalência com a definição (2.8)

(LXY )p = lim
t→0

1

t
dϕ−t

[
(Yϕt(p)− dϕtY )

]
= lim

t→0
dϕ−t

[1
t
(Yϕt(p)− dϕtY )

]
= lim

t→0

1

t

[
Yϕt(p)− dϕtY

]
.

Na última igualdade utilizamos que lim
t→0

dϕ−t = id. Este fato segue da definição de vetor

tangente e da dependência contínua de ϕ(t, q) com relação a t e q.

Fato 2.1. Para todo X, Y ∈ X(M) vale a igualdade:

LXY = [X, Y ].

Este fato mostra que o campo de vetores [X, Y ] também pode ser interpretado como

uma derivação de Y ao longo das trajetórias de X. Para prová-lo, convém alertarmos para

o seguinte resultado.

Fato 2.2. Sejam U um aberto de M , ψ : (−ε, ε)×U → R uma função diferenciável, tal que

ψ(0, p) = 0, para todo p ∈ U . Então, existe uma função diferenciável h : (−ε, ε) × U → R,

satisfazendo

ψ(t, p) = th(t, p) e
∂ψ

∂t

∣∣∣
t=0

= h(0, p) (2.9)

Demonstração.

h(t, p) :=

∫ 1

0

∂ψ(st, p)

∂(st)
ds ⇒ th(t, p) =

∫ 1

0

∂ψ(st, p)

∂(st)
d(st) = ψ(t, p).

Fato 2.3. Sejam ϕ : M → M um difeomorfismo, p ∈ M e f uma função diferenciável em

uma vizinhança de ϕ(p). Então para todo X ∈ X(M) vale a regra da cadeia

(dϕpXp)ϕ(p)(f) = Xp(f ◦ ϕ)

Demonstração. Seja α uma curva diferenciável em M tal que α(0) = p e α′(0) = Xp. Pela

definição apresentada na Proposição 1.1, temos

(dϕpXp)ϕ(p)(f) := (ϕ ◦ α)′(0)(f) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(f ◦ ϕ ◦ α) = Xp(f ◦ ϕ).
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Demonstração do Fato 2.1. Para cada f ∈ C∞(M), consideremos a seguinte função diferen-

ciável ψ : (−ε, ε)× U → R, dada por ψ(t, p) = f ◦ ϕ(t, p)− f(p). Note que ψ(0, p) = 0 para

todo p ∈ U , então pelo Fato 2.2, existe h satisfazendo (2.9) e como ∂ϕ(t,p)
∂t

= Xϕ(t,p), teremos

f ◦ ϕt(p) = f(p) + th(t, p) e Xp(f) =
∂

∂t

∣∣∣
t=0

(f ◦ ϕ) = h(0, p).

Assim,

(LXY )p(f) = lim
t→0

1

t

[
(dϕ−tYϕt(p))(f)− Yp(f)

]
= lim

t→0

1

t

[
Yϕt(p)(f ◦ ϕ−t)− Yp(f)

]
= lim

t→0

1

t

[
Yϕt(p)(f − th)− Yp(f)

]
= lim

t→0

1

t

[
Yϕt(p)(f)− Yp(f)

]
− lim

t→0
Yϕt(p)(h).

Agora basta usar a definição de vetor tangente para concluir que

(LXY )p(f) = Xp(Yp(f))− Yp(Xp(f)).

A derivada de Lie pode ser estendida para tensores. Para tanto, vamos focar nossa

atenção para os (0, r)-tensores T . Os resultados para os (1, r)-tensores são análogos.

Novamente vamos considerar um campo de vetores X ∈ X(M), o seu fluxo ϕ : (−ε, ε)×
U → M , e para cada t ∈ (−ε, ε), o difeomorfismo ϕt : U → ϕt(U) dado por ϕt(q) = ϕ(t, q).

A derivada de Lie de T com respeito a X é o (0, r)-tensor LXT que a cada p ∈ M associa

ao operador dado por

(LXT )p =
d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕ∗tT )p = lim
t→0

1

t

[
ϕ∗tTϕ(t,p) − Tp

]
.

Para o caso de funções f ∈ C∞(M), devemos interpretá-las como 0-tensores, de modo

que ϕ∗tf = f ◦ ϕ implica

(LXf)p =
d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕ∗tf)(p) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(f ◦ ϕt(p)).

Ademais, é válida a seguinte propriedade da derivada de Lie para um (0, r)-tensor T em M

(LXT )(Y1, . . . , Yr) = X(T (Y1, . . . , Yr))−T ([X, Y1], Y2, . . . , Yr)− . . .−T (Y1, . . . , Yr−1, [X, Yr]).
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Por simplicidade, façamos a prova deste fato para um (0, 2)-tensor T . Vejamos:

(LXT )p(Y, Z) = lim
t→0

1

t

[
ϕ∗tTϕ(t,p)(Y, Z)− Tp(Y, Z)

]
= lim

t→0

1

t

[
Tϕt(p)(dϕtY, dϕtZ)− Tp(Y, Z)

]
= lim

t→0

1

t

[
Tϕt(p)

(
dϕtY − Yϕt(p) + Yϕt(p) , dϕtZ − Zϕt(p) + Zϕt(p)

)
− Tp(Y, Z)

]
.

Pela bilinearidade de T ,

(LXT )p(Y, Z) = lim
t→0

Tϕt(p)
(1

t
(dϕtY − Yϕt(p)), dϕtZ − Zϕt(p)

)
+ lim

t→0
Tϕt(p)

(1

t
(dϕtY − Yϕt(p)), Zϕt(p)

)
+ lim

t→0
Tϕt(p)

(
Yϕt(p),

1

t
(dϕtZ − Zϕt(p))

)
+ lim

t→0

1

t

[
Tϕt(p)(Yϕt(p), Zϕt(p))− Tp(Y, Z)

]
= −Tp([X, Y ], Z)− Tp(Y, [X,Z]) +X(T (Y, Z)).

Em particular:

(i) Para um (0, 2)-tensor métrico g em M

(LXg)(Y, Z) = g(∇YX,Z) + g(∇ZX, Y ). (2.10)

(ii) Para o (0, 1)-tensor dado pela diferencial df de uma função f ∈ C∞(M)

LXdf = dLXf.

Relembremos que a diferencial exterior dω de qualquer 1-forma diferencial ω em M é dada

por

dω(X, Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ]). (2.11)

Portanto, a Fórmula de Koszul (1.5) da conexão Riemanniana de (M, g) pode ser reescrita

como uma equação entre os (0, 2)-tensores:

2∇Y = dωY + LY g.

Para maiores detalhes sobre derivada de Lie recomendamos o livro de John Lee [26].
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2.1 Operadores Diferenciais

A derivação covariante de tensores permite estender às variedades Riemannianas certos ope-

radores diferenciais (gradiente, laplaciano, etc.) de uso frequente no Rn. Passaremos a uma

exposição de alguns destes operadores. Em tudo que segue, (M, 〈, 〉) denotará uma variedade

Riemanniana de dimensão n com métrica 〈, 〉 e conexão de Levi-Civita ∇.

Relembremos que um referencial ortonormal {e1, . . . , en} em um aberto U ⊂M é geodésico

em p ∈ U se (∇eiej)(p) = 0 para todos 1 ≤ i, j ≤ n.

Definição 2.7. Seja f : Mn → R uma função diferenciável. O gradiente de f é o campo

vetorial diferenciável ∇f , definido sobre M por

〈∇f,X〉 = ∇Xf = X(f) = df(X) (2.12)

para todo X ∈ X(M).

Relembremos que todo campo de vetores Y ∈ X(M) pode ser escrito localmente em

termos dos campos coordenados ∂1, . . . , ∂n como segue:

Y = gijyi∂j,

em que yi := 〈Y, ∂i〉. De fato, primeiro escreva Y = ak∂k, em seguida note que 〈Y, ∂j〉 = akgkj

implica ai = gij〈Y, ∂j〉. Em particular, escrevendo fj := 〈∇f, ∂j〉 = ∂jf , a expressão local

para o campo de vetores gradiente é:

∇f = gijfj∂i. (2.13)

Se {e1, . . . , en} é um referencial ortonormal local. Então, fi = ei(f) e

∇f =
n∑
i=1

fiei. (2.14)

Além disso, é imediato das propriedades de derivação, que para f, h ∈ C∞(M), vale:

∇(f + h) = ∇f +∇h e ∇(fh) = h∇f + f∇h.

Definição 2.8. Seja X um campo de vetores diferenciável em M . A divergência de X é a

função diferenciável divX : M → R, definida por

divX(p) = tr{v 7→ ∇vX(p)}, (2.15)

onde tr denota o traço do operador linear v ∈ TpM 7→ ∇vX(p).
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Seja X um campo diferenciável em M e {e1, . . . , en} um referencial ortonormal em uma

vizinhança aberta U ⊂M . Se X =
n∑
i=1

aiei em U , então

divX(p) =
n∑
i=1

(ei(ai)− 〈∇eiei, X〉). (2.16)

Em particular, se o referencial for geodésico em p ∈ U , temos que

divX(p) =
n∑
i=1

ei(ai). (2.17)

De fato,

divX =
n∑
i=1

〈∇eiX, ei〉 =
n∑
i=1

(ei〈X, ei〉 − 〈X,∇eiei〉) =
n∑
i=1

(ei(ai)− 〈∇eiei, X〉),

o que prova nossa afirmação. Além disso, uma conta direta, prova que para todo X, Y ∈
X(M) e f : M → R, vale:

div(X + Y ) = divX + divY e div(fX) = fdivX + 〈∇f,X〉.

Definição 2.9. Seja f : M → R uma função diferenciável. O laplaciano de f é a função

∆f : Mn → R dada por

∆f = div∇f. (2.18)

Sendo assim, para f, h ∈ C∞(M), tem-se

∆(fh) = div(∇(fh)) = div(h∇f) + div(f∇h)

= h div∇f + 〈∇h,∇f〉+ f div∇h+ 〈∇f,∇h〉

= h∆f + f∆h+ 2〈∇f,∇h〉. (2.19)

Definição 2.10. Seja f : M → R uma função diferenciável. Definimos o hessiano de f

como o (1, 1)-tensor, dado por

(∇2f)(X) = ∇X∇f, ∀X ∈ X(M). (2.20)

Ou como (0, 2)-tensor, dado por

∇2f(X, Y ) = 〈∇X∇f, Y 〉 = ∇2
X,Y (f). (2.21)
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A última igualdade em (2.21) é motivada pela definição apresentada na equação (2.4) e

do fato a seguir:

〈(∇2f)(X), Y 〉 = 〈∇X∇f, Y 〉 = X〈∇f, Y 〉 − 〈∇f,∇XY 〉

= X(Y (f))− (∇XY )(f) = ∇2
X,Y (f). (2.22)

Além disso, também teremos

〈(∇2f)(Y ), X〉 = Y (X(f))− (∇YX)(f) = ∇2
Y,X(f). (2.23)

Subtraindo (2.23) de (2.22) obtemos

∇2
X,Y (f) = 〈(∇2f)(X), Y 〉 = 〈(∇2f)(Y ), X〉 = ∇2

Y,X(f),

ou seja, “o (0, 2)-tensor ∇2f : X(M)× X(M)→ C∞(M) é simétrico”. Ademais, é imediato

de (2.20) que para cada p ∈M , vale

tr{v 7→ (∇2f)(v)(p)} = div∇f(p) = ∆f(p). (2.24)

Outros três fatos importantes são:

∇df = ∇2f,

R(X, Y )∇f = (∇X∇2f)(Y )− (∇Y∇2f)(X), (2.25)

L∇fg = 2∇2f.

Os dois primeiros seguem imediatamente da definição de derivada covariante de tensores

e da definição do operador hessiano, enquanto que o terceiro é imediato da equação (2.10).

Finalizando esta secção, afirmamos que uma conta direta prova a próxima equação

1

2
d|∇f |2 = ∇2f(∇f, ·). (2.26)

2.1.1 Orientação e o Teorema da Divergência

SejamMn uma variedade Riemanniana orientável, vi ∈ TpM e {e1, . . . , en} uma base ortonor-

mal positiva de TpM . A n-forma diferencial w definida em cada ponto p ∈M por

wp(v1, . . . , vn) = det(〈vi, ej〉) = volume orientado {v1, . . . , vn}, (2.27)
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é chamada o elemento de volume (ou forma volume) de M , o qual também denotaremos

por dM . É imediato que w está bem definida, isto é, wp(v1, . . . , vn) não depende da base

ortonormal positiva escolhida.

Suponha agora que M é uma variedade com bordo ∂M . Denotamos por ν o campo

unitário normal exterior a M ao longo de ∂M . A orientação de M induz uma orientação em

∂M como segue: dado p ∈ ∂M e dada uma base β = {u1, . . . , un−1} ⊂ Tp∂M , dizemos que

β é positiva se {ν, u1, . . . , un−1} é uma base positiva de TpM.

Definição 2.11. Seja Mn uma variedade Riemanniana orientada e X ∈ X(M). O produto

interior de uma k-forma ω na direção de X é a (k−1)-forma ιXω definida através da seguinte

regra:

(ιXω)p(v1, . . . , vk−1) = ωp(Xp, v1, . . . , vk−1) (2.28)

para todo p ∈M e v1, . . . , vk−1 ∈ TpM . Também denotamos ιXω por Xyω.

Por exemplo, se w é a forma volume de M e ν o normal unitário exterior a M ao longo

de ∂M , segue de (2.27) que νyw é a forma volume de ∂M induzida por M .

Proposição 2.2. Seja Mn uma variedade Riemanniana orientada, com elemento de volume

dM . Então

d(XydM) = (divX)dM (2.29)

para todo X ∈ X(M)

Demonstração. ver [13]

Precisaremos da seguinte versão do teorema da divergência:

Teorema 2.1. Seja Mn uma variedade Riemanniana compacta orientada e X ∈ X(M). Se

o bordo de M é munido com a orientação e a métrica induzidas por M e ν denota o normal

unitário exterior a M ao longo de ∂M , então∫
M

(divX)dM =

∫
∂M

〈X, ν〉d(∂M)

Demonstração. Segue da Proposição 2.2 e do teorema de Stokes, ver por exemplo [26], que∫
M

divX dM =

∫
M

d(XydM) =

∫
∂M

XydM =

∫
∂M

(X> +X⊥)ydM

=

∫
∂M

(〈X, ν〉ν)ydM =

∫
∂M

〈X, ν〉νydM =

∫
∂M

〈X, ν〉 d(∂M).
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Note que no caso de ν ser o normal unitário interior a M ao longo de ∂M , o segundo

membro da igualdade no Teorema 2.1 muda de sinal.

As fórmulas da proposição a seguir são conhecidas como as identidades de Green.

Proposição 2.3. Sejam f, h : M → R funções suaves e ν o campo de vetores normais

unitários exterior a M ao longo de ∂M , então:

(a) (Primeira identidade de Green)∫
M

h∆fdM = −
∫
M

〈∇f,∇h〉dM +

∫
∂M

h
∂f

∂ν
d(∂M) (2.30)

(b) (Segunda identidade de Green)∫
M

(h∆f − f∆h)dM =

∫
∂M

(h
∂f

∂ν
− f ∂h

∂ν
)d(∂M). (2.31)

Demonstração. Para o item (a) aplicamos o teorema da divergência ao campo X = h∇f . O
item (b) segue agora imediatamente de (a), trocando h por f em (a) e subtraindo membro

a membro as duas identidades assim obtidas.

2.1.2 Tensores e os Operadores Diferenciais

Nesta seção veremos algumas importantes propriedades dos tensores as quais envolvem os

operadores diferenciais e são úteis em análise geométrica. Nosso primeiro trabalho será

definir um produto interno entre tensores.

Seja (x1, . . . , xn) um sistema de coordenadas locais em uma variedade diferenciável Mn

com métrica Riemanniana g = 〈, 〉, {∂1, . . . , ∂n} o referencial coordenado e {e1, . . . , en} um
referencial ortonormal. O traço de um (0, 2)-tensor T é dado por

tr(T ) =
∑
i

T (ei, ei),

ou ainda,

tr(T ) = gijT (∂i, ∂j) = gijg(T (∂i), ∂j). (2.32)

Observemos que T (∂i) = gklg(T (∂i), ∂k)∂l = gklg(∂i, T
∗(∂k))∂l, onde T ∗ é o operador adjunto

de T. Consideremos outro (0, 2)-tensor S e seus respectivos (1, 1)-tensores, dados por

T (X, Y ) = 〈T (X), Y 〉 e S(X, Y ) = 〈S(X), Y 〉. (2.33)
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Desta forma, temos T : X(M) → X(M) e S : X(M) → X(M). Além disso, S∗ : X(M) →
X(M) é tal que 〈S(X), Y 〉 = 〈X,S∗(Y )〉. Vamos procurar uma expressão para tr(TS∗).

Vejamos:

tr(TS∗)
(2.32)
= gijg ((TS∗)(∂i), ∂j) = gijg (T (S∗(∂i)) , ∂j)

= gijg(T (gklg(∂i, S(∂k))∂l), ∂j)

= gijgklg(S(∂k), ∂i)g(T (∂l), ∂j) = gijgklSkiTlj.

A simetria da matriz (gij) e uma renumeração nos índices permite-nos escrever

tr(TS∗) = gikgjlTijSkl. (2.34)

Assim, em {e1, . . . , en},

tr(TS∗) =
∑
i,j

TijSij =
∑
i,j

g(T (ei), ej)g(S(ei), ej)

=
∑
i

g(T (ei),
∑
j

g(S(ei), ej)ej) =
∑
i

g(T (ei), S(ei)),

tr(TT ∗) =
∑
i

g(T (ei), T (ei)) =
∑
i

|T (ei)|2 (2.35)

e

tr(Tg∗) =
∑
i

g (T (ei), I(ei)) =
∑
i

g (T (ei), ei) = tr(T ). (2.36)

As relações (2.34) e (2.35) nos mostram que podemos definir um produto interno entre

os (0, 2)-tensores T e S, fazendo

〈T, S〉 := tr(TS∗). (2.37)

Este é conhecido como produto interno de Hilbert-Schmidt.

Independentemente da equação (2.34), podemos escrever

tr(TS∗) =
∑
i

〈TS∗(ei), ei〉 =
∑
i

〈S∗(ei), T ∗ei〉

=
∑
i

〈∑
j

〈S∗ei, ej〉ej,
∑
k

〈T ∗(ei), ek〉ek
〉

=
∑
i,j

〈ei, Sej〉〈ei, T ek〉δkj =
∑
i,j

〈ei, Sej〉〈ei, T ej〉

=
∑
j

〈∑
i

〈ei, T ej〉ei, Sej
〉

=
∑
j

〈Tej, Sej〉. (2.38)
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Exemplo 2.6. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional. Definimos o tensor

sem traço de um tensor T por

T̊ := T − tr(T )

n
g.

Então

0 ≤ |T̊ |2 =
∣∣∣T − tr(T )

n
g
∣∣∣2 = |T |2 − tr(T )2

n
.

Assim,

|T |2 ≥ tr(T )2

n
,

ocorrendo a igualdade se, e só se,

T =
tr(T )

n
g.

Em particular, se T = ∇2f , temos

|∇2f |2 ≥ (∆f)2

n
. (2.39)

Proposição 2.4. Para todo campo de vetores diferenciável X e Y em uma variedade Rie-

manniana (Mn, g = 〈, 〉), são válidas as seguintes fórmulas:

1. ∆〈X, Y 〉 = div
(
(LXg)(Y )

)
+ div

(
(LY g)(X)

)
− div(∇XY )− div(∇YX).

2. Ric(X, Y ) = div(∇XY )− 〈X,∇(divY )〉 − 〈∇X,∗∇Y 〉.

Em que ∗∇Y é o dual de ∇Y . Consequentemente,

∆〈X, Y 〉 = div
(
(LXg)(Y )

)
+ div

(
(LY g)(X)

)
− 〈X,∇(divY )〉 − 〈Y,∇(divX)〉

−2Ric(X, Y )− 〈∇X,∗∇Y 〉 − 〈∇Y,∗∇X〉. (2.40)

Demonstração. Seja {e1, . . . , en} um referencial geodésico em um ponto p ∈Mn, então

∆〈X, Y 〉p =
∑
i

eiei〈X, Y 〉 =
∑
i

ei(〈∇eiX, Y 〉+ 〈X,∇eiY 〉)

=
∑
i

(〈∇ei∇eiX, Y 〉+ 〈∇eiX,∇eiY 〉) + 〈∇eiX,∇eiY 〉+ 〈X,∇ei∇eiY 〉).

Relembremos a propriedade da derivada de Lie

〈(LXg)(Y ), ei〉 = (LXg)(Y, ei) = 〈∇YX, ei〉+ 〈∇eiX, Y 〉 (2.41)
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para deduzirmos que

div
(
(LXg)(Y )

)
p

=
∑
i

〈∇ei(LXg)(Y ), ei〉

=
∑
i

(〈∇ei∇YX, ei〉+ 〈∇ei∇eiX, Y 〉+ 〈∇eiX,∇eiY 〉)

= div(∇YX) +
∑
i

(〈∇ei∇eiX, Y 〉+ 〈∇eiX,∇eiY 〉).

Analogamente,

div
(
(LY g)(X)

)
p

= div(∇XY ) +
∑
i

(〈∇ei∇eiY,X〉+ 〈∇eiY,∇eiX〉).

Assim,

div
(
(LXg)(Y )

)
+ div

(
(LY g)(X)

)
= div(∇YX) + div(∇XY ) + ∆〈X, Y 〉.

O que prova o item 1.

Para o item 2, alertamos para o usando do fato de que (∇Xei)(p) = 0. Vejamos:

Ric(X, Y ) =
∑
i

〈R(ei, X)Y, ei〉

=
∑
i

〈∇ei∇XY −∇X∇eiY −∇[ei,X]Y, ei〉

= div(∇XY )−
∑
i

〈∇X∇eiY, ei〉 −
∑
i

〈∇∇eiXY, ei〉

= div(∇XY )−X
(∑

i

〈∇eiY, ei〉
)
−
∑
i

〈∇Y (∇eiX), ei〉

= div(∇XY )−X(divY )−
∑
i

〈∇eiX,
∗∇Y (ei)〉

= div(∇XY )− 〈X,∇(divY )〉 − 〈∇X,∗∇Y 〉.

O que prova o item 2. Analogamente,

Ric(Y,X) = div(∇YX)− 〈Y,∇(divX)〉 − 〈∇Y,∗∇X〉.

Pela simetria do tensor de Ricci, deduzimos que

2Ric(X, Y ) = div(∇XY ) + div(∇YX)− 〈X,∇(divY )〉 − 〈Y,∇(divX)〉 − 〈∇X,∗∇Y 〉

−〈∇Y,∗∇X〉.

Observe que esta última equação, juntamente com o item 1, é suficiente para provar a equação

(2.40).
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Proposição 2.5. Para todo campo de vetores diferenciável X em uma variedade Rieman-

niana (Mn, g = 〈, 〉) e funções f, ` ∈ C∞(M), são válidas as seguintes fórmulas:

1. 1
2
div
(
(L∇fg)(X)

)
= Ric(X,∇f) + 〈X,∇(∆f)〉+ 〈∇2f,∇X〉.

2. 1
2
∆|∇f |2 = Ric(∇f,∇f) + |∇2f |2 + 〈∇f,∇(∆f)〉.

3. ∆〈∇f,∇`〉 = 2Ric(∇f,∇`) + 2〈∇2f,∇2`〉+∇f,∇(∆`)〉+ 〈∇`,∇(∆f)〉.

Demonstração. Seja {e1, . . . , en} um referencial geodésico em um ponto p ∈Mn, então pela

simetria de ∇2f deduzimos que

1

2
div
(
(L∇fg)(X)

)
p

=
1

2

∑
i

〈∇ei(L∇fg)(X), ei〉
(2.41)
=
∑
i

〈∇ei∇X∇f, ei〉

=
∑
i

〈R(ei, X)∇f +∇X∇ei∇f +∇[ei,X]∇f, ei〉

= Ric(X,∇f) +X
(∑

i

〈∇ei∇f, ei〉
)

+
∑
i

〈∇∇eiX∇f, ei〉

= Ric(X,∇f) +X(∆f) +
∑
i

〈∇ei∇f,∇eiX〉

= Ric(X,∇f) + 〈X,∇(∆f)〉+ 〈∇2f,∇X〉.

Isso prova o item 1. Em particular, para X = ∇f

1

2
div
(
(L∇fg)(∇f)

)
= Ric(∇f,∇f) + 〈∇f,∇(∆f)〉+ |∇2f |2.

Por outro lado,

1

2
div
(
(L∇fg)∇f

)
= div(∇2f(∇f)) =

∑
i

〈∇ei∇2f(∇f), ei〉

=
∑
i

ei〈∇2f(∇f), ei〉 =
∑
i

ei〈∇f,∇ei∇f〉

=
1

2

∑
i

eiei〈∇f,∇f〉 =
1

2
∆|∇f |2,

o que é suficiente para concluirmos a prova da fórmula de Bochner (item 2). Mais geralmente,

fazendo X = ∇` no item 1, temos

div
(
(L∇fg)(∇`)

)
= 2Ric(∇`,∇f) + 2〈∇`,∇(∆f)〉+ 2〈∇2f,∇2`〉.

Note que também podemos escrever

div
(
(L∇`g)(∇f)

)
= 2Ric(∇f,∇`) + 2〈∇f,∇(∆`)〉+ 2〈∇2`,∇2f〉.
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De modo que, fazendo X = ∇f e Y = ∇` na equação (2.40), obtemos

∆〈∇f,∇`〉 = div
(
(L∇fg)(∇`)

)
+ div

(
(L∇`g)(∇f)

)
− 〈∇f,∇(∆`)〉 − 〈∇`,∇(∆f)〉

−2Ric(∇f,∇`)− 2〈∇2f,∇2`〉

= 2Ric(∇f,∇`) + 2〈∇2f,∇2`〉+ 〈∇f,∇(∆`)〉+ 〈∇`,∇(∆f)〉.

Para continuarmos precisaremos da definição seguinte.

Definição 2.12. Definimos a divergência de um (1, r)-tensor T em Mn, como sendo o

(0, r)-tensor dado por

(divT )(v1, . . . , vr)(p) = tr
(
w 7→ (∇wT )(v1, . . . , vr)(p)

)
,

onde p ∈Mn e (v1, . . . , vr) ∈ TpM × . . .× TpM.

Seja T um (0, 2)-tensor em uma variedade Riemanniana (Mn, g), tomemos um referencial

ortonormal local {e1, . . . , en} em (Mn, g). Consideremos o seu (1, 1)-tensor correspondente

T . Então, divT é um (0, 1)-tensor que satisfaz, para cada Z ∈ X(M)

(divT )(Z) =
∑
i

g( (∇eiT )(Z), ei )

=
∑
i

g(∇eiT (Z)− T (∇eiZ), ei )

=
∑
i

g(∇eiT (Z), ei )− g(T (∇eiZ), ei )

= div(T (Z))−
∑
i

T (∇eiZ, ei).

Portanto, de acordo com a definição em (2.33), temos

div(T (Z)) = (divT )(Z) + 〈∇Z, T ∗〉. (2.42)

Além disso, de acordo com a Observação 2.1, a métrica Riemanniana g emM , induz em cada

espaço dual T ∗pM do espaço tangente TpM , um produto interno com propriedades análogas

a g, bastando definir para cada X[, Y [ ∈ T ∗pM

〈X[, Y [〉 = 〈X, Y 〉, (2.43)
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em que X, Y ∈ TpM são os vetores correspondentes a X[ e Y [, respectivamente. Ademais,

〈divT, Z[〉 = 〈(divT )], Z〉 =
∑
i

〈(divT )], ei〉〈Z, ei〉 =
∑
i

(divT )(ei)〈Z, ei〉

= (divT )
(∑

i

〈Z, ei〉ei
)

= (divT )(Z).

Ao se escrever esta última relação para um (0, 2)-tensor, fica implícito que estamos traba-

lhando com o (1, 1)-tensor correspondente. Ademais, quando não houver perigo de confusão,

omitiremos por simplicidade o “ ] ”.

Relembremos que o (1, 1)-tensor identidade I de X(M) está associado ao (0, 2)-tensor

métrico g, o que permite considerar divg = divI ou, mais geralmente, vamos provar o

próximo resultado bastante usado em análise geométrica.

Fato 2.4. As seguintes fórmulas são válidas em qualquer variedade Riemanniana (Mn, g):

1. div(fg) = df , para toda f ∈ C∞(M).

2. divRic = 1
2
dS (segunda identidade de Bianchi contraída).

Demonstração. Para o primeiro item basta aplicar a definição de divergência de tensores e

usar o fato que ∇g ≡ 0. Pelo caráter pontual dos tensores, é suficiente provar o segundo item

para um referencial geodésico {e1, . . . , en} em p ∈ M , para isso relembremos as seguintes

notações: R(ei, ej, ek) = Rijk, ∇ei = ∇i e a segunda identidade de Bianchi, cf. item 4 da

Proposição 2.1, a saber

∇iRjkl +∇jRkil +∇kRijl = 0.

Sendo assim, vamos calcular

dS(ek) = ek(S) = ek

(∑
i

Ric(ei, ei)
)

=
∑
i,j

ek〈Rjii, ej〉 =
∑
i,j

〈∇kRjii, ej〉.

Pela antisimetria dos dois primeiros índices do tensor curvatura e pela segunda identidade

de Bianchi

dS(ek) = −
∑
i,j

〈∇kRiji, ej〉 =
∑
i,j

〈∇iRjki, ej〉+
∑
i,j

〈∇jRkii, ej〉

=
∑
i,j

〈∇iRjki, ej〉+
∑
j,i

〈∇jRikj, ei〉,
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onde na última parcela usamos que, em p, ej〈Rkii, ej〉 = ej(Rkiij) = ej(Rikji) = ej〈Rikj, ei〉.
Por outro lado, ainda no ponto p, temos

(divRic)(ek) =
∑
i

〈(∇iRic)ek, ei〉 =
∑
i

〈∇iRic(ek), ei〉 =
∑
i

ei〈Ric(ek), ei〉

=
∑
i

ei(Ric(ek, ei)) =
∑
i,j

ei〈Rjki, ej〉 =
∑
i,j

〈∇iRjki, ej〉,

que é suficiente para concluírmos o resultado do item 2.

Em seguida vamos considerar o (1, 1)-tensor∇Z emMn, de maneira que a equação (2.42)

nos permita provar o lema seguinte, o qual veremos que sua utilidade está além da teoria

desenvolvida neste capítulo.

Lema 2.1. Seja T um (0, 2)-tensor simétrico em uma variedade Riemanniana (Mn, g).

Então vale

div(T (ϕZ)) = ϕ〈divT, Z〉+ ϕ〈∇Z, T 〉+ T (∇ϕ,Z),

para cada Z ∈ X(M) e qualquer função diferenciável ϕ em Mn. Em particular, se Z = ∇f ,
para alguma função diferenciável f em Mn, então

div(T (ϕ∇f)) = ϕ(divT )(∇f) + ϕ〈∇2f, T 〉+ T (∇ϕ,∇f).

Demonstração. Pelas propriedades do operador divergente, pela equação (2.42) e pela sime-

tria de T , teremos

div(T (ϕZ)) = div(ϕT (Z)) = ϕdiv(T (Z)) + g(∇ϕ, T (Z) )

= ϕ(divT )(Z) + ϕ〈∇Z, T 〉+ T (∇ϕ,Z),

para cada Z ∈ X(M) e qualquer função diferenciável ϕ em Mn.

Para àqueles que despertarem interesse em outras aplicações do referido lema, recomen-

damos uma breve lida em [3, 4, 22, 30]. Por exemplo, quando trabalhamos com hiper-

superfícies n-dimensionais de uma forma espacial, podemos considerar as r-ésimas funções

simétricas da curvatura Sr, os r-ésimos tensores de Newton Pr e o operador Lr. Relembre-

mos que os tensores de Newton são definidos indutivamente por: P0 = I e, para 1 ≤ r ≤ n,

Pr = SrI −APr−1, onde A é o operador de Weingartein da hipersuperfície. Enquanto que o

operador Lr : C∞(M)→ C∞(M) é definido por

Lr(f) = tr(Pr ◦ ∇2f) = 〈Pr,∇2f〉.
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Um fato importante que foi provado por Rosenberg em [37] é que cada Lr toma uma forma

divergente. Mais exatamente, temos

Lr(f) = div(Pr∇f).

Com efeito, isto segue imediatamente fazendo T = Pr e Z = ∇f no Lema 2.1, e do fato de

divPr = 0.

Para o que segue, definimos o laplaciano ∆df da diferencial df de uma função f ∈ C∞(M),

pela divergência do (1, 1)-tensor correspondente ao (0, 2)-tensor ∇df = ∇2f .

A equação a seguir, mostra a não-comutatividade do laplaciano com a diferencial. Alguns

autores se referem a ela por fórmula contraída de Bochner ou fórmula de Bochner na forma

(0, 1)-tensorial.

Corolário 2.1.

∆df = d∆f +Ric(∇f, ·), (2.44)

em que ∆df := div∇df.

Demonstração. Pelo item 2 da Proposição 2.4

Ric(X,∇f) = div(∇X∇f)− 〈X,∇(∆f)〉 − 〈∇X,∇2f〉

= div(∇2f(X))− (d∆f)(X)− 〈∇X,∇2f〉.

Reagrupando, utilizando a equação (2.42) e observando que ∇df = ∇2f , obtemos

Ric(X,∇f) + (d∆f)(X) = div(∇2f(X))− 〈∇X,∇2f〉 = (div∇2f)(X) = (∆df)(X)

para todo X ∈ X(M), que é suficiente pra concluir o resultado do presente corolário, uma

vez que o tensor de Ricci é simétrico.

Em geral, definimos o laplaciano de um (1, r)-tensor T em Mn, como sendo o (0, r + 1)-

tensor dado por

∆T = div∇T.

Se o tensor de Ricci de uma variedade Riemanniana (Mn, g) satisfaz Ric(X) = KX, ou

equivalentemente Ric(X, Y ) = Kg(X, Y ), dizemos que (Mn, g) é uma variedade Einstein

com função de Einstein K = S
n
, onde S é a curvatura escalar de (Mn, g). Em particular,

se (Mn, g) tem curvatura seccional constante k, então (Mn, g) é Einstein com constante de
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Einstein igual a (n−1)k. Ademais, uma conta direta mostra que toda superfície Riemanniana

é uma variedade Einstein. Para o caso em que Mn é conexa de dimensão n ≥ 3, o Teorema

de Schur garante que a função de Einstein é constante igual a S
n
, uma prova deste fato pode

ser encontrada em [12].

Relacionado a este tópico, vamos recordar a definição que aparece no Exemplo 2.6, para

o caso particular do tensor de Ricci, a saber

R̊ic := Ric− S

n
g.

Assim, pelo Fato 2.4 teremos

divR̊ic =
n− 2

2n
dS.

Também precisaremos do lema abaixo, que é uma propriedade geral para (0, 2)-tensores

simétricos em uma variedade Riemanniana.

Lema 2.2. Para todo (0, 2)-tensor simétrico T em uma variedade Riemanniana (Mn, g),

vale

〈LZg, T 〉 = 2〈∇Z, T 〉,

para todo Z ∈ X(M).

Demonstração. Basta tomar um referencial ortonormal local {e1, . . . , en} em (Mn, g), usar

a equação (2.10) e a simetria de T para ver que

〈LZg, T 〉 =
∑
i,j

(LZg)ijTij =
∑
i,j

(g(∇eiZ, ej) + g(∇ejZ, ei))Tij

= 2
∑
i,j

g(∇eiZ, ej)Tij = 2
∑
i,j

g(∇eiZ, ej)g(Tei, ej) = 2〈∇Z, T 〉.

2.2 Imersões Isométricas

Definição 2.13. Sejam Mn e M̄n+m variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável

F : M → M̄ é uma imersão se a diferencial dFp é injetiva para todo p ∈ M . O número m

é a codimensão da imersão F . Se, além disso, F é um homeomorfismo sobre F (M) ⊂ M̄ ,

onde F (M) tem a topologia induzida por M̄ , diz-se que F é um mergulho. Se M ⊂ M̄ e a

inclusão i : M ↪→ M̄ é um mergulho, diz-se que M é uma subvariedade de M̄ . Chamamos
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M̄ de variedade ambiente. O caso particular em que a codimensão m da imersão é 1, F (M)

é denominada uma hipersuperfície.

Definição 2.14. Sejam Mn e M̄n+m duas variedades diferenciáveis com métricas 〈·, ·〉M e

〈·, ·〉M̄ , respectivamente. Uma imersão F : Mn → M̄n+m é chamada imersão isométrica (ou

Riemanniana) se

〈X, Y 〉M = 〈dFp(X), dFp(Y )〉M̄

para todo p ∈M e todos X, Y ∈ TpM .

Seja F : Mn → M̄n+m uma imersão. Segue da forma local das imersões que para cada

p ∈M existe uma vizinhança U ⊂M de p tal que a restrição de F a U é um mergulho sobre

F (U), para uma prova precisa deste fato ver, por exemplo, [12]. Mais precisamente, existem

uma vizinhança Ū ⊂ M̄ de F (p), um aberto V ⊂ Rn+m e um difeomorfismo ϕ : Ū → V ,

tais que ϕ aplica difeomorficamente F (U) ∩ Ū em um aberto do subespaço Rn ⊂ Rn+m.

Desta forma podemos simplificar a notação identificando U com sua imagem F (U) e cada

vetor v ∈ TqM, q ∈ U, com dFq(v) ∈ TF (q)M̄ . Sendo assim, o espaço tangente de M em q

se torna um subespaço do espaço tangente de M̄ em q (aqui já estamos identificando q com

F (q)). Além disso, podemos estender (localmente) os campos de vetores em M para campos

de vetores em M̄ , isto é, os campos de vetores em M restritos a U podem ser estendidos a

campos de vetores em Ū . Ademais, assumindo a partir de agora que F seja uma imersão

isométrica, vamos observar que para cada q ∈ U , o produto interno em TqM̄ o decompõe na

soma direta

TqM̄ = TqM ⊕ TqM⊥

onde TqM⊥ é o complemento ortogonal de TqM em TqM̄ . Assim, para cada v ∈ TqM̄ ,

podemos escrever v = v> + v⊥, com v> ∈ TqM e v⊥ ∈ TqM⊥. Neste caso, denominamos v>

a componente tangencial de v e v⊥ a componente normal de v. Desta decomposição obtemos

um fibrado vetorial TM⊥ :=
⋃
p∈M

{p} × TpM⊥ chamado o fibrado normal a M . Deste modo,

o fibrado vetorial

TM̄ |F (M) = {X ∈ TM̄ : π(X) ∈ F (M), em que π : TM̄ → M̄ é a projeção canônica}

é a soma de Whitney do fibrado tangente TM com o fibrado normal TM⊥, isto é,

TM̄ |F (M) = TM ⊕W TM⊥.
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Sendo assim, podemos considerar as seguintes projeções:

( )> : TM̄ |F (M) → TM e ( )⊥ : TM̄ |F (M) → TM⊥.

Sejam ∇̄ e ∇ as conexões de Levi-Civita de M̄ e M , respectivamente. Se X e Y são

campos locais de vetores em M e X̄, Ȳ são extensões locais a M̄ temos que

∇̄X̄ Ȳ = (∇̄X̄ Ȳ )
>

+ (∇̄X̄ Ȳ )
⊥
. (2.45)

Vamos estudar cada uma dessas parcelas separadamente. Para tanto, sejam X, Y, Z

campos de vetores em U ⊂M (que estamos identificando com F (U)) e X̄, Ȳ , Z̄ as respectivas

extensões locais a M̄ . Como ∇̄X̄ Ȳ em q ∈ U só depende de X̄(q) = X(q) e dos valores de Ȳ ao

longo de qualquer curva diferenciável tangente a X(q), podemos definir (independentemente

das extensões) os dois entes geométricos a seguir:

DXY := (∇̄X̄ Ȳ )
> e α(X, Y ) := (∇̄X̄ Ȳ )

⊥
.

Pela linearidade da projeção ( )> e pelas propriedades de ∇̄, é imediato que D satisfaz as

propriedades de uma conexão afim. Além disso, em U , temos

X〈Y, Z〉 = X̄〈Ȳ , Z̄〉 = 〈∇̄X̄ Ȳ , Z̄〉+ 〈Ȳ , ∇̄X̄Z̄〉 = 〈∇̄X̄ Ȳ , Z〉+ 〈Y, ∇̄X̄Z̄〉

= 〈(∇̄X̄ Ȳ )>, Z〉+ 〈Y, (∇̄X̄Z̄)>〉 = 〈DXY, Z〉+ 〈Y,DXZ〉

e, a expressão local dos colchetes (ver (1.1)) nos permite deduzir que, em U , [X̄, Ȳ ]> = [X, Y ],

logo

DXY −DYX = (∇̄X̄ Ȳ )> − (∇̄Ȳ X̄)> = (∇̄X̄ Ȳ − ∇̄Ȳ X̄)> = [X̄, Ȳ ]> = [X, Y ].

Consequentemente, D satisfaz a expressão local da conexão Riemanniana de M , assim por

unicidade, DXY = ∇XY .

Passemos ao estudo de α(X, Y ). De acordo com este último resultado que obtivemos e

pela equação (2.45), já temos que

α(X, Y ) = ∇̄X̄ Ȳ −∇XY.

Pelas propriedades de linearidade de uma conexão, é imediato a linearidade de α em X e

Y . A partir do caráter tensorial das conexões, deduzimos que α é C∞(U)-linear em X. No
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caso de Y , consideremos f ∈ C∞(U) e f̄ uma extensão de f a Ū . Notando que, em U ,

X̄(f̄)Ȳ = X(f)Y , temos

α(X, fY ) = ∇̄X̄(f̄ Ȳ )−∇X(fY ) = X̄(f̄)Ȳ + f̄∇̄X̄ Ȳ −X(f)Y − f∇XY

= f∇̄X̄ Ȳ − f∇XY = fα(X, Y ).

Além disso, α é simétrica, pois

α(X, Y ) = [X̄, Ȳ ] +∇Ȳ X̄ − ([X, Y ] +∇YX) = ∇Ȳ X̄ −∇YX = α(Y,X).

Ou seja, α é bilinear sobre C∞(U) e simétrica. Vamos reescrever (2.45) como segue

∇̄X̄ Ȳ = ∇XY + α(X, Y ). (2.46)

Esta equação é conhecida como a fórmula de Gauss. A grosso modo, podemos dizer que a

equação (2.46) nos conduz ao estudo de duas geometrias sobre M , uma tangente dada pela

primeira parcela, e outra normal dada pela segunda parcela. Com o objetivo de estabelecer-

mos uma ligação entre elas, consideremos {ν1, . . . , νm} um referencial ortonormal local em

X(U)⊥. Então, para cada νi, temos

0 = X〈νi, Y 〉 = 〈∇̄Xνi, Y 〉+ 〈νi, ∇̄XY 〉 = 〈(∇̄Xνi)
>, Y 〉+ 〈νi, α(X, Y )〉.

Portanto, é conveniente definirmos o (1, 1)-tensor Aνi : X(U)→ X(U) por

AνiX = −(∇̄Xνi)
>.

De modo que, a equação abaixo é imediatamente satisfeita

〈AνiX, Y 〉 = 〈α(X, Y ), νi〉, (2.47)

para todos X, Y ∈ X(M). Como de praxe, podemos definir Aνi como sendo o (0, 2)-tensor

dado por Aνi(X, Y ) := 〈AνiX, Y 〉, o qual é simétrico, isto é, 〈AνiX, Y 〉 = 〈X,AνiY 〉. A

aplicação Aνi é o operador de Weingerten ou operador de forma da imersão F , enquanto que

(2.47) é a equação de Weingerten.

Com fins de formalização do operador α, indicaremos por X(U)⊥ os campos de vetores

(diferenciáveis em U) normais aos campos tangentes diferenciáveis em U .

Definição 2.15. A aplicação bilinear sobre C∞(U) e simétrica α : X(U)× X(U)→ X(U)⊥

definida por (2.46) é a segunda forma fundamental de F . Em particular, escrevendo α(X, Y )
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em coordenadas locais, para cada p ∈ M a aplicação αp : TpM × TpM → TpM
⊥ dada por

αp(X, Y ) = α(X, Y )(p) depende somente dos valores de X e Y em p, portanto o campo de

vetores normais α(X, Y ) tem caráter tensorial.

Como o operador Aνi é simétrico, convém considerarmos o seu traço, para isso vamos

definir a função curvatura média Hi na direção νi, dada por

Hi :=
1

n
tr(Aνi).

De modo que, podemos definir um campo local de vetores diferenciáveis normais a M pela

expressão H :=
m∑
i

Hiνi. Este campo independe dos νi ′s, uma vez que, para cada p ∈ M ,

temos

H =
1

n

m∑
i

tr(Aνi)νi =
1

n

m∑
i

n∑
j

〈Aνiej, ej〉νi =
1

n

n∑
j

m∑
i

〈α(ej, ej), νi〉νi =
1

n

n∑
j=1

α(ej, ej),

em que {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM . Segue que nH = tr(α), o que prova a in-

dependência afirmada. Dizemos queH é o vetor curvatura média da imersão F . Observemos

que, se M é orientável podemos definir H globalmente.

Definição 2.16. Dizemos que uma imersão isométrica F é mínima em p ∈ M quando

H(p) = 0 e que F é uma imersão mínima quando é mínima em todos os pontos de M .

Quando a codimensão da imersão F é 1, com campo de vetores ν unitários normais a M ,

basta estudarmos a função curvatura média H = 1
n
tr(Aν) de F . Neste caso, segue que

H = Hν e AνX = −(∇̄Xν)> = −∇̄Xν.

Continuando em codimensão um, vamos considerar E1, . . . , En extensões locais ortogonais

(tangentes a M) da base ortonormal {e1, . . . , en} de TpM que diagonaliza Aν . Além disso,

Ē1, . . . , Ēn serão as respectivas extensões a campos de vetores locais em M̄ , de modo que

Aνei = λiei. Então, para cada p ∈M , vale a equação de Gauss a saber:

Kij − K̄ij = λiλj. (2.48)

De fato, como Ēi = Ei em M , podemos escrever

〈R(Ei, Ej)Ej, Ei〉 − 〈R̄(Ēi, Ēj)Ēj, Ēi〉 = 〈∇Ei∇EjEj −∇Ej∇EiEj −∇[Ei,Ej ]Ei , Ei〉

−〈∇̄Ēi∇̄Ēj Ēj − ∇̄Ēj∇̄ĒiĒj − ∇̄[Ēi,Ēj ]Ēi , Ei〉.
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Note que 〈∇̄[Ēi,Ēj ]Ēi −∇[Ei,Ej ]Ei , Ei〉 = 0, e

∇̄Ēi∇̄Ēj Ēk = ∇̄Ēi

(
∇EjEk + α(Ej, Ek)

)
= ∇̄Ēi∇EjEk + ∇̄Ēi(〈α(Ej, Ek), ν〉ν) (2.49)

= ∇̄Ēi∇EjEk + Ēi〈α(Ej, Ek), ν〉ν + 〈α(Ej, Ek), ν〉∇̄Ēiν

= ∇̄Ēi∇EjEk + Ēi〈AνEj, Ek〉ν − 〈AνEj, Ek〉AνEi.

Donde

〈∇̄Ēi∇̄Ēj Ēj , Ei〉 = 〈∇Ei∇EjEj , Ei〉 − 〈AνEj, Ej〉〈AνEi , Ei〉

〈∇̄Ēj∇̄ĒiĒj , Ei〉 = 〈∇Ej∇EiEj , Ei〉 − 〈AνEi, Ej〉2.

Observe que utilizamos a simetria de Aν na segunda parcela da última equação acima.

Consequentemente, teremos

〈R(Ei, Ej)Ej, Ei〉 − 〈R̄(Ēi, Ēj)Ēj, Ēi〉 = 〈AνEj, Ej〉〈AνEi , Ei〉 − 〈AνEi, Ej〉2. (2.50)

Assim, em p, vamos obter a equação (2.48), conforme havíamos afirmado. Ademais, notando

que

〈AνEi, Ej〉〈AνEk, El〉 = 〈α(Ei, Ej), ν〉〈α(Ek, El), ν〉 = 〈α(Ei, Ej), α(Ek, El)〉,

a equação (2.50) é equivalente a

〈R(Ei, Ej)Ej, Ei〉 − 〈R̄(Ēi, Ēj)Ēj, Ēi〉 = 〈α(Ej, Ej), α(Ei, Ei)〉 − |α(Ei, Ej)|2.

Uma conta análoga a esta feita anteriormente, prova a equação de Gauss em seu formato

mais geral a seguir.

Teorema 2.2. Seja F : Mn → M̄n+m uma imersão isométrica. Para cada p ∈ M e todos

vetores ortonormais x, y ∈ TpM , é válida a seguinte fórmula:

K(x, y)− K̄(x, y) = 〈α(x, x), α(y, y)〉 − |α(x, y)|2. (2.51)

Observação 2.3. Trocando a condição de positividade de gp na Definição 1.13 pela condição

mais geral de não degenerescência (porém, não necessariamente positiva definida) em cada

espaço tangente (em p) da variedade diferenciável, teremos o que chamamos de métrica

pseudo-Riemanniana. Sendo assim, todas as definições e os resultados apresentados até
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aqui, que não dependeram da positividade da métrica, mas somente da não degenerescência

da mesma, passam a valer tomando o devido cuidado de acrescentar, quando necessário, o

sinal dos vetores envolvidos. A seguir veremos um exemplo de variedade diferenciável que

contém uma métrica pseudo-Riemanniana, mas para o nosso propósito, o interessante é que

ela contém uma variedade Riemanniana.

Denotaremos por Rn+1
τ , τ ∈ {0, 1}, o espaço vetorial Rn+1 munido com o produto interno

〈 , 〉 dado por

〈v, w〉 =
n∑
i=1

viwi + (−1)τvn+1wn+1,

em que v = (v1, . . . , vn+1) e w = (w1, . . . , wn+1) são vetores de Rn+1.

Note que Rn+1
τ tem coeficientes da métrica constantes o que vai implicar em símbolos

de Christoffel todos nulos e portanto sua conexão ∇̄ é como no espaço euclidiano. Então,

para hipersuperfícies Riemannianas isometricamente imersas em Rn+1
τ com campo de vetores

normais unitários ν, teremos

Aη(X) = −∇̄Xν = −dν(X). (2.52)

Relembremos que a esfera canônica é definida por

Sn(1) = {p ∈ Rn+1
0 ; 〈p, p〉 = 1}.

Enquanto que o espaço hiperbólico canônico é definido por

Hn(−1) = {p ∈ Rn+1
1 ; 〈p, p〉 = −1, pn+1 ≥ 1},

que é uma hipersuperfície tipo espaço de Rn+1
1 , isto é, o produto interno 〈 , 〉 restrito aHn(−1)

é uma métrica Riemanniana. Este fato segue da caracterização de seu espaço tangente em

cada ponto, conforme veremos a seguir.

Por simplicidade, vamos nos referir a estas duas variedades por Mn(c) ⊂ Rn+1
τ , com

c ∈ {−1, 1}.

Seja p ∈Mn(c) e v ∈ TpMn(c), isto é, v = β′(0) e β : I →Mn(c) é uma curva diferenciável

com β(0) = p. Então, 〈β(t), β(t)〉 = c, donde 0 = 〈β′(0), β(0)〉 = 〈v, ~p〉, em que ~p é o vetor-

posição em p. Isto prova que TpMn(c) = 〈~p〉⊥, e podemos escolher ν(p) = ~p como campo

de vetores normais unitários, com 〈~p, ~p〉 = c, de modo que, pela equação (2.52), a conexão
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Riemanniana ∇ de Mn(c) é dada por

∇XY = ∇̄XY − α(X, Y ) = ∇̄XY − c〈α(X, Y ), ~p〉~p

= ∇̄XY − c〈A~pX, Y 〉~p

= ∇̄XY + c〈X, Y 〉~p.

Outro fato a ser observado é que: Para o caso de acontecer 〈η, η〉 = −1, fazendo as

mesmas contas da prova da equação de Gauss, mas com a observação que aparecerá um

sinal trocado na segunda parcela da equação (2.49), obteremos

Kij − K̄ij = −λiλj.

Em particular, a curvatura seccional de Mn(c) ⊂ Rn+1
τ é constante igual a c.

Definição 2.17. Um referencial ortonormal {e1, . . . , en, en+1, . . . , en+m} em uma vizinhança

Ū ⊂ M̄ de p é adaptado à imersão F quando restritos a M os campos de vetores e1, . . . , en

são tangentes a M e os campos de vetores en+1, . . . , en+m são normais a M ao longo de

Ū ∩ M̄ .

Para o que segue, ∇, ∆ e ∇2 denotarão o gradiente, o laplaciano e o hessiano calculados

na métrica de M , enquanto que ∇̄, ∆̄ e ∇̄2 os respectivos entes calculados na métrica de M̄.

Lema 2.3. Seja F : Mn → M̄n+1 uma imersão isométrica. Se f : M̄ → R é uma função

diferenciável, então em cada p ∈M , vale:

1. ∇̄f = ∇f + fνν;

2. ∆̄f = ∆f − nHfν + ∇̄2f(ν, ν);

3. 1
2
〈∇̄|∇̄f |2, ν〉 = ∇̄2f(ν, ∇̄f),

onde ν é um campo de vetores unitários normais a M em uma vizinhança de p, H é a função

curvatura média da imersão com respeito a ν e fν = ν(f).

Demonstração. Seja {e1, . . . , en, en+1 = ν} um referencial ortonormal local adaptado a U ⊂
M . Para todo p ∈ U vale:

∇̄f =
n+1∑
i=1

ei(f)ei =
n∑
i=1

ei(f)ei + ν(f)ν = ∇f + fνν,
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o que prova o primeiro item. Para o segundo, basta fazer a conta seguinte

∆̄f =
n+1∑
i=1

(
ei(ei(f))− (∇̄eiei)(f)

)
=

n∑
i=1

(
ei(ei(f))−∇eiei(f)− α(ei, ei)(f)

)
+ ν(ν(f))− (∇̄νν)(f)

=
n∑
i=1

(
ei(ei(f))−∇eiei(f)

)
−

n∑
i=1

α(ei, ei)(f) + ∇̄2f(ν, ν)

= ∆f − nH(f) + ∇̄2f(ν, ν)

= ∆f − nHfν + ∇̄2f(ν, ν).

O terceiro item é um fato mais geral conforme equação (2.26). Façamos a prova deste caso

particular:

1

2
〈∇̄|∇̄f |2, ν〉 =

1

2
〈
n+1∑
i=1

ei(|∇̄f |
2
)ei, ν〉 =

1

2
ν(|∇̄f |2)

=
1

2
ν〈∇̄f, ∇̄f〉 = 〈∇̄ν∇̄f, ∇̄f〉 = ∇̄2f(ν, ∇̄f).

Proposição 2.6. Seja F : Mn → Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade compacta

Mn no espaço euclidiano Rn+1. Então existe um ponto q0 ∈ Mn e um vetor normal ν ∈
Tq0M

⊥ tais que Aν(q0) é positivo definido.

Demonstração. Seja h : M → R uma função diferenciável, dada por

h(p) =
1

2
||~p||2.

Como M é compacta, a função h assume seu valor máximo em algum ponto q0 ∈M e assim,

0 = X(h)(q0) = 〈∇̄X ~q0, ~q0〉 = 〈X(q0), ~q0〉, ∀X ∈ Tq0M,

ou seja, o vetor posição ~q0 é normal M em q0. Além disso,

0 ≥ XX(h)(q0) = 〈∇̄XX, ~q0〉+ ||X(q0)||2 = 〈α(X,X), ~q0〉+ ||X(q0)||2.

Então para ν = −~q0, temos

〈AνX,X〉 ≥ ||X||2, ∀X ∈ Tq0M.
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Capítulo 3

Método de Perron

Neste capítulo provaremos a existência e a unicidade da solução do problema de Dirichlet

para a equação de Poisson.

3.1 Método de Perron

Definição 3.1. Seja Ω ⊂ Rn um domínio (aberto e conexo) e u ∈ C2(Ω). A equação

homogênea

∆u = 0

onde ∆ é o operador laplaciano, é chamada equação de Laplace.

A equação de Laplace não-homogênea é chamada equação de Poisson:

∆u = f

onde f está no conjunto das funções contínuas em Ω, cuja notação clássica é C0(Ω).

Definição 3.2. Uma função u ∈ C2(Ω) é harmônica em Ω se satisfaz a equação

∆u = 0

• Se ∆u(x) ≥ 0 em Ω, dizemos que u é subharmônica.

• Se ∆u(x) ≤ 0 em Ω, dizemos que u é superharmônica.

Agora vamos generalizar o conceito de função subharmônica e superharmônica para o

caso em que u ∈ C0(Ω).
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Definição 3.3. Seja Ω ⊂ Rn um domínio. Uma função u ∈ C0(Ω) será dita subharmônica

(respectivamente superharmônica) em Ω, se para toda bola B ⊂⊂ Ω (isto é, o fecho de B é

compacto e está contido em Ω) e toda função harmônica h em B, satisfazendo u ≤ h(u ≥ h)

em ∂B, tivermos também u ≤ h(u ≥ h) em B.

Citaremos agora um problema relacionado com a equação de Laplace.

Problema de Dirichlet para a equação de Laplace: Dado um aberto Ω ⊂ Rn e uma

função g ∈ C0(∂Ω), o problema consiste em encontrar uma função u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) tal

que

(D)

 ∆u = 0 em Ω

u = g em ∂Ω.

Definimos também o problema de Dirichlet para a equação de Poisson de maneira análoga:

Dada uma função f ∈ C0(Ω) e uma função g ∈ C0(∂Ω), o problema consiste em encontrar

uma função u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) que satisfaça

(P )

 ∆u = f em Ω

u = g em ∂Ω.

Teorema 3.1 (Propriedade da Média). Seja u ∈ C2(Ω) harmônica. Então para toda bola

Br(x) ⊂⊂ Ω vale

u(x) =
1

nωnrn−1

∫
∂B(x,r)

u(y) dSy (3.1)

ou equivalentemente

u(x) =
1

ωnrn

∫
B(x,r)

u(y) dy (3.2)

onde ωn é o volume da bola unitária em Rn.

Demonstração. Defina a função ϕ : I → R dada por

ϕ(r) :=
1

nωnrn−1

∫
∂B(x,r)

u(y) dSy

onde I ⊂ R é um aberto tal que x + rz ∈ Ω ∀z ∈ ∂B(0, 1) e r ∈ I. Inicialmente vamos

mostrar que ϕ não depende do raio r, para isso será conveniente calcular ϕ′. Ora, lembrando

que ∂B(0, 1) = {z ∈ Rn; |z| = 1}, considere a seguinte a aplicação:

h : ∂B(0, 1) −→ ∂B(x, r)

z 7−→ x+ rz = y
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Observe que dh = rId∂B(0,1). Logo, h é um difeomorfismo com jacobiano igual a rn−1 e

∂B(x, r) = h(∂B(0, 1)). Utilizando o teorema de mudança de variáveis para integrais temos:∫
∂B(x,r)

u(y) dSy =

∫
h(∂B(0,1))

u(y) dSy =

∫
∂B(0,1)

u(x+ rz)rn−1 dSz.

Logo,

ϕ(r) =
1

nωnrn−1

∫
∂B(0,1)

u(x+ rz)rn−1 dSz

=
1

nωn

∫
∂B(0,1)

u(x+ rz) dSz.

Derivando com respeito a r, temos pelo teorema da convergência dominada e pela regra da

cadeia,

ϕ′(r) =
1

nωn

∫
∂B(0,1)

∇u(x+ rz) · z dSz.

Analogamente ao que fizemos na definição de h podemos retornar ao ∂B(x, r) para escrever

ϕ′(r) =
1

nωnrn−1

∫
∂B(x,r)

∇u(y) ·
(
y − x
r

)
dSy.

Agora vamos notar que o normal exterior unitário no ponto y ∈ ∂B(x, r) é exatamente

ν = y−x
r
. Então, pelo teorema da divergência

ϕ′(r) =
1

nωnrn−1

∫
∂B(x,r)

∇u(y) · νdSy =
1

nωnrn−1

∫
B(x,r)

∆u(y)dy = 0. (3.3)

Donde ϕ(r) = cte, ∀B(x, r) ⊂⊂ Ω. Assim,

ϕ(r) = lim
t→0

ϕ(t) = lim
t→0

1

nωn

∫
∂B(0,1)

u(x+ tz) dSz

=
1

nωn
u(x)

∫
∂B(0,1)

dSz =
1

nωn
u(x)nωn = u(x).

Utilizando coordenadas polares, teremos∫
B(x,r)

u(y) dy =

∫ r

0

∫
∂B(x,s)

u(y) dSy ds =

∫ r

0

ϕ(s)nωns
n−1 ds

=

∫ r

0

u(x)nωns
n−1 ds = u(x)nωn

rn

n
= u(x)ωnr

n.

Isto é,

u(x) =
1

ωnrn

∫
B(x,r)

u(y) dy.

48



Observação 3.1. Para o caso de funções u ∈ C2(Ω) subharmônicas (superharmônicas), a

propriedade da média é descrita como segue: para toda bola Br(x) ⊂⊂ Ω vale

u(x) ≤ (≥)
1

nωnrn−1

∫
∂B(x,r)

u(y) dSy

ou equivalentemente

u(x) ≤ (≥)
1

ωnrn

∫
B(x,r)

u(y) dy.

De fato, basta considerar a equação (3.3), um argumento de monotonicidade e continuidade

para obtermos as devidas desigualdades nas equações anteriores.

Teorema 3.2. Se u ∈ C2(Ω) satisfaz a propriedade da média em Ω, então u é harmônica.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que u satisfaça a propriedade da média em Ω mas

não seja harmônica. Então existe x ∈ Ω tal que ∆u(x) 6= 0. Podemos supor sem perda de

generalidade que ∆u(x) > 0. Como u ∈ C2(Ω), o laplaciano de u é uma função contínua.

Logo, existe r > 0 tal que B(x, r) ⊂⊂ Ω e ∆u(x) > 0 em B(x, r). De acordo com o Teorema

3.1,

ϕ(r) =
1

nωnrn−1

∫
∂B(x,r)

u(y) dSy = u(x)

e pela equação (3.3)

0 = ϕ′(r) =
1

nωnrn−1

∫
B(x,r)

∆u(y) dy > 0,

o que é absurdo. Portanto, ∆u = 0.

Teorema 3.3. Princípio do Máximo (Mínimo) Forte. Seja Ω ⊂ Rn um domínio e seja

u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) uma função subharmônica (superharmônica) em Ω e suponha que exista

y ∈ Ω tal que

u(y) = sup
Ω
u (inf

Ω
u).

Então u é contante. Consequentemente uma função harmônica não pode assumir valor

máximo (ou mínimo) em um ponto do interior de Ω, a menos que ela seja constante.

Demonstração. Provaremos o teorema para u subharmônica. A prova para funções super-

harmônicas é análoga. Considere o conjunto

Φ = {x ∈ Ω : u(x) = sup
Ω
u = A}.
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Temos que Φ 6= 0, pois y ∈ Φ. Além disso, Φ é fechado em Ω, pois Φ = u−1({A}). Ademais,

Φ é aberto em Ω. Com efeito, seja x0 ∈ Φ e r > 0 tal que Br(x0) ⊂⊂ Ω. Então,

A = u(x0) ≤ 1

ωnrn

∫
Br(x0)

u(y) dy ≤ A

ωnrn

∫
Br(x0)

dy

=
Arn

ωnrn

∫
B1(x0)

dy = A.

Isto é,
1

ωnrn

∫
Br(x0)

u(y)dy = A⇒ 1

ωnrn

∫
Br(x0)

(u(y)− A)dy = 0.

Mas u(y) − A ≤ 0, ∀y ∈ Br(x0). Logo, u ≡ A em Br(x0) e, portanto, Br(x0) ⊂ Φ. Con-

sequentemente, Φ 6= ∅ é aberto e fechado no conjunto conexo Ω, donde Φ = Ω, ou seja,

u = cte.

Teorema 3.4. Princípio do Máximo (Mínimo) Fraco. Seja Ω ⊂ Rn um domínio e seja

u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) uma função subharmônica (superharmônica) em Ω. Então desde que Ω

seja limitado, temos

sup
Ω
u = sup

∂Ω
u (inf

Ω
u = inf

∂Ω
u),

consequentemente, segue que

inf
∂Ω
u ≤ u(x) ≤ sup

∂Ω
u, para todo x ∈ Ω.

Demonstração. Segue imediatamente do princípio do máximo (mínimo) forte, uma vez que,

sendo Ω limitado teremos Ω compacto e portanto u ∈ C0(Ω) atinge um máximo e um mínimo,

os quais devem ser atingidos no ∂Ω, a menos que u seja constante.

Teorema 3.5. Sejam u, v ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) satisfazendo ∆u = ∆v em Ω um domínio

limitado e u = v em ∂Ω. Então u = v em Ω.

Demonstração. Defina w = u− v. Assim, temos ∆w = 0 em Ω

w = 0 em ∂Ω
e w ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω).

Pelo teorema anterior,

0 = inf
∂Ω
w(x) ≤ w(x) ≤ sup

∂Ω
w(x) = 0, x ∈ Ω.

Isto é, u = v em Ω.
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Corolário 3.1 (Unicidade do Problema de Dirichlet). Sejam g ∈ C0(∂Ω) e f ∈ C0(Ω). Se

existe uma solução u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) do problema

(P )

 ∆u = f em Ω

u = g em ∂Ω.

Então ela é única.

Demonstração. Suponhamos que existam u1, u2 ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) soluções de (P). Definimos

u = u1 − u2 ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω). Então ∆u = f − f = 0 em Ω

u = 0 em ∂Ω.

Pelo princínpio do Máximo e do Mínimo,

u ≤ sup
Ω
u = sup

∂Ω
u = 0 e u ≥ inf

Ω
u = inf

∂Ω
u = 0.

Logo, u = 0 em Ω, o que prova a unicidade.

Corolário 3.2. Seja Ω ⊂ Rn um domínio limitado e u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) tal que ∆u = 0 em Ω

u = g em ∂Ω com g ≥ 0.

Se existe x ∈ ∂Ω tal que g(x) > 0 então u > 0 em Ω.

Demonstração. Pelo princípio do máximo, como u é harmônica,

inf
∂Ω
u(x) ≤ u(x) ≤ sup

∂Ω
u(x),∀x ∈ Ω.

Por outro lado, u = g ≥ 0 em ∂Ω. Assim, u(x) ≥ 0, ∀x ∈ Ω. Agora, suponhamos que exista

x0 ∈ Ω tal que u(x0) = 0. Então, a função u atingiria o mínimo em Ω, logo seria constante.

Como u(x0) = 0, segue que u ≡ 0, o que é absurdo.

Observação 3.2. Um outro resultado que obtemos a partir do princípio do máximo é que se

u é subharmônica no sentido clássico, isto é, u ∈ C2(Ω) e ∆u ≥ 0, então u é subharmônica

no sentido da Definição 3.3. Com efeito, seja B ⊂⊂ Ω e h uma função tal que ∆h = 0 em B

u ≤ h em ∂B.

Então a função w := u− h satisfaz: ∆w ≥ 0 em B e w ≤ 0 em ∂B. Segue do princípio do

Máximo Fraco que w ≤ 0 em B, isto é, u ≤ h em B.
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Esta mesma observação vale para funções superharmônicas. A prova é feita de maneira

análoga.

As propriedades a seguir serão provadas apenas para as funções subharmônicas (no sen-

tido da Definição 3.3), pois a prova para as funções superharmônicas é análoga. Além

disso, segundo a observação anterior, tais propriedades serão trivialmente verificadas para

as funções subharmônicas (superharmônicas) no sentido clássico.

P1) Se u é subharmônica então −u é superharmônica.

Demonstração. Devemos provar que para toda bola B ⊂⊂ Ω e qualquer função h tal

que  ∆h = 0 em B

−u ≥ h em ∂B,

implica −u ≥ h em B. Com efeito, ∆h = ∆(−h) = 0. Como u é subharmônica, ∆(−h) = 0 em B

u ≤ −h em ∂B
⇒ u ≤ −h em B ⇒ −u ≥ h em B.

P2) Se u e v são subharmônicas em Ω, então u+ v é subharmônica em Ω.

Demonstração. Devemos provar que para todo B ⊂⊂ Ω e uma função h qualquer

satisfazendo  ∆h = 0 em B

u+ v ≤ h em ∂B
, tem-se u+ v ≤ h em B.

Com efeito, seja w solução do problema de Dirichlet ∆w = 0 em B

u = w em ∂B.

Como u é subharmônica, temos u ≤ w em B e como u = w em ∂B teremos ∆(h− w) = 0 em B

w + v ≤ h em ∂B
,
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ou seja,  ∆(h− w) = 0 em B

v ≤ h− w em ∂B
⇒ v ≤ h− w em B

pois v é subharmônica. Como u ≤ w em B e v ≤ h − w em B, segue que u + v ≤ h

em B.

P3) As funções subharmônicas verificam a Propriedade da Média. Em particular, elas

verificam o Princípio do Máximo.

Demonstração. Sejam u ∈ C0(Ω) uma função subharmônica, x ∈ Ω, B(x, r) ⊂⊂ Ω e

h uma solução do problema de Dirichlet ∆h = 0 em B(x, r)

u = h em ∂B(x, r)
⇒ u ≤ h em B(x, r).

Então,

u(x) ≤ h(x) =
1

nωnrn−1

∫
∂B(x,r)

h(y)dSy =
1

nωnrn−1

∫
∂B(x,r)

u(y)dSy.

Em particular, elas verificam o Princípio do Máximo, pois na prova deste último fato

só precisávamos da Propriedade da Média e da continuidade da u.

P4) Sejam Ω ⊂ Rn um domínio limitado, u, v ∈ C0(Ω), onde u é subharmônica e v é

superharmônica em Ω tal que u ≤ v em ∂Ω. Então u ≤ v em Ω. Em particular, segue

do Corolário 3.2, que ou u < v em Ω, ou u = v em Ω.

Demonstração. Utilizando as propriedades (P1) e (P2), temos que −v e u+ (−v) são

funções subharmônicas em Ω. Como por hipótese u−v ≤ 0 em ∂Ω, fazendo w = u−v,
temos pelo Princípio do Máximo que

sup
Ω
w = sup

∂Ω
w ≤ 0⇒ u− v ≤ 0 em Ω,

ou seja, u ≤ v em Ω.

P5) Se u1, . . . , un são funções subharmônicas em Ω então a função u : Ω ⊂ Rn → R dada

por

u(x) = max
1≤i≤n

ui(x)

é subharmônica em Ω.
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Demonstração. Observe que ui ∈ C0(Ω)⇒ u ∈ C0(Ω).

Seja B ⊂⊂ Ω e h satisfazendo

(∗)

 ∆h = 0 em B

u ≤ h em ∂B.

Devemos mostrar que (∗)⇒ u ≤ h em B. Com efeito, como para todo i, ui ≤ u, temos ∆h = 0 em B

ui ≤ h em ∂B
⇒ ui ≤ h em B.

Logo, u = maxui ≤ h em B.

P6) O limite de uma sequência uniformemente convergente de funções harmônicas é har-

mônica.

Demonstração. Sejam Ω ⊂ Rn um domínio e (uk)k∈N uma sequência de funções har-

mônicas em Ω convergindo para u. Então, para cada k ∈ N e para toda bola Br(x) ⊂⊂
Ω,

uk(x) =
1

nωnrn−1

∫
∂B(x,r)

uk(y)dSy.

Usando o fato de que a convergência uk → u é uniforme,

u(x) = lim
k→∞

uk(x) = lim
k→∞

(
1

nωnrn−1

∫
∂B(x,r)

uk(y)dSy

)
=

1

nωnrn−1

∫
∂B(x,r)

lim
k→∞

uk(y)dSy

=
1

nωnrn−1

∫
∂B(x,r)

u(y)dSy.

Logo, u satisfaz a propriedade da média, segue do Teorema 3.2 que u é harmônica.

Continuando, vamos provar o seguinte fato: o operador laplaciano é invariante por

translação e rotação. De fato, basta provar que se v(x) = u(R(x)), onde R é uma trans-

formação linear ortogonal em Rn, então ∆v(x) = ∆u(R(x)). Vejamos: Primeiro vamos

escrever

R(x) = (y1(x), . . . , yn(x)),
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onde y1 =
∑

j a1jxj, . . . , yn =
∑

j anjxj e (aij) é a matriz de R na base canônica do Rn.

Segue que v(x) = u(y1(x), . . . , yn(x)), de modo que

∂v

∂xi
(x) =

∑
k

aki
∂u

∂yk
(R(x)),

∂2v

∂x2
i

(x) =
∑
k,j

akiaji
∂2u

∂yj∂yk
(R(x)).

Como R é uma transformação linear ortogonal, vamos ter δkj =
∑

i aki(aij)
t. Portanto

∆v(x) =
∑
i

∂2v

∂x2
i

(x) =
∑
k,j

∑
i

aki(aij)
t ∂2u

∂yk∂yj
(R(x))

=
∑
k,j

δkj
∂2u

∂yk∂yj
(R(x)) =

∑
j

∂2u

∂y2
j

(R(x)) = ∆u(R(x)).

Como havíamos afirmado. Sendo assim, para analisarmos a equação ∆u = 0 nos interessa

supor que u é radial (isto é que só dependa de r = |x|, x ∈ Rn). Veremos agora que a solução

de Laplace possui uma solução radial. Para isso, seja u(x) = v(|x|) = v(r), então

∂r

∂xj
=

xj
|x|

e
∂2r

∂x2
j

=
1

r
−
x2
j

r3
.

Assim,

∂u

∂xj
=

∂v

∂r

∂r

∂xj
= v′

xj
|x|

e
∂2u

∂x2
j

= v′′
x2
j

r2
+ v′(

1

r
−
x2
j

r3
).

Donde

∆u = v′′ + n
v′

r
− v′

r
= v′′ +

(n− 1)

r
v′.

Fazendo w = v′, temos

w′ +
(n− 1)

r
w = 0.

Integrando em r, obtemos w = cr(1−n). Assim, podemos escrever

v(r) =

 a ln r + c, se n = 2

b r2−n + d, se n ≥ 3
,

onde a, b, c, d são constantes.

Mais geralmente, fixando y ∈ R e sendo r = |x− y|, teremos

v(|x− y|) =

 a ln |x+ y|+ c, se n = 2

b |x+ y|2−n + d, se n ≥ 3.

55



Definição 3.4. A função

Γ(x− y) = Γ(|x− y|) =

 1
n(2−n)ωn

|x− y|2−n, se n ≥ 3

1
2π

log |x− y|, se n = 2

definida para x 6= y (y ∈ Ω fixado) é a Solução Fundamental da Equação de Laplace.

Observação 3.3. Sejam Ω ⊂ Rn um domínio onde vale o teorema da divergência e u, v ∈
C2(Ω). Então ∫

Ω

(v∆u+ 〈∇u,∇v〉)dx =

∫
∂Ω

v
∂u

∂ν
dS,∫

Ω

(v∆u− u∆v)dx =

∫
∂Ω

(
v
∂u

∂ν
− u∂v

∂ν

)
dS,

onde ν denota a normal exterior unitária em ∂Ω, dx o elemento de volume de Ω e dS o

elemento de área de ∂Ω.

Dada uma função u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω) queremos obter uma expressão para u(y) em termos

da solução fundamental Γ(x− y) onde y ∈ Ω é um ponto arbitrário.

Como ∆Γ = 0 para x 6= y, a singularidade em x = y nos impede de usarmos diretamente Γ

no lugar de v na segunda identidade de Green. Para superarmos esta dificuldade, aplicaremos

a segunda identidade de Green na região Ω\Bε(y), onde ε > 0 é escolhido de modo que

Bε(y) ⊂⊂ Ω. Assim,∫
Ω\Bε(y)

(
Γ∆u− u∆Γ

)
dx =

∫
∂(Ω\Bε(y))

(
Γ
∂u

∂ν
− u∂Γ

∂ν

)
dS.

Como ∂(Ω\Bε(y)) = ∂Ω ∪ ∂Bε(y) e Γ é harmônica em Ω\Bε(y), segue que∫
Ω\Bε(y)

Γ∆u dx =

∫
∂Ω

(
Γ
∂u

∂ν
− u∂Γ

∂ν

)
dS +

∫
∂Bε(y)

(
Γ
∂u

∂ν
− u∂Γ

∂ν

)
dS. (3.4)

Agora, olhando apenas para a última integral e observando que o vetor normal unitário

é dado por ν = x−y
|x−y| , temos∣∣∣∣∫

∂Bε(y)

Γ(x− y)
∂u

∂ν
dS

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣Γ(ε)

∫
∂Bε(y)

∂u

∂ν
dS

∣∣∣∣ ≤ |Γ(ε)|
∫
∂Bε(y)

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣ dS

= |Γ(ε)|
∫
∂Bε(y)

|〈∇u, ν〉| dS

≤ |Γ(ε)| sup
Bε(y)

|∇u|
∫
∂Bε(y)

dS

= nωnε
n−1|Γ(ε)| sup

Bε(y)

|∇u|.
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Logo, ∣∣∣∣∫
∂Bε(y)

Γ(x− y)
∂u

∂ν
dS

∣∣∣∣→ 0 (quando ε→ 0).

Além disso, para o caso n ≥ 3 (o caso n = 2 é análogo) note que

∂Γ

∂ν
(x− y) =

∑
i

∂iΓνi =
∑
i

1

nωn
|x− y|−n(xi − yi)

(xi − yi)
ε

=
1

nωnε
|x− y|−n

∑
i

(xi − yi)2 =
1

nωnε
|x− y|−n · |x− y|2

=
1

nωnε
|x− y|−n+2.

Assim, utilizando o Teorema 3.1,∫
∂Bε(y)

u
∂Γ

∂ν
(x− y) dS =

1

nωnε

∫
∂Bε(y)

u|x− y|−n+2 dS

=
1

nωnε

∫
∂Bε(y)

uε−n+2 dS

=
1

nωnεn−1

∫
∂Bε(y)

u dS = u(y).

Portanto, tomando o limite quando ε tende pra zero em (3.4), concluímos que

u(y) = −
∫
∂Ω

(
u
∂Γ

∂ν
(x− y)− ∂u

∂ν
Γ(x− y)

)
dS −

∫
Ω

Γ(x− y)∆u dx (3.5)

que é conhecida como fórmula de representação de Green.

Observação 3.4. Note que se u for harmônica em Ω, temos a seguinte representação

u(y) = −
∫
∂Ω

(
u
∂Γ

∂ν
(x− y)− ∂u

∂ν
Γ(x− y)

)
dS

e se u possuir suporte compacto em Ω, então (3.5) resultará em

u(y) = −
∫

Ω

Γ(x− y)∆u dx

Definição 3.5 (Potencial Newtoniano com densidade f). Para uma função integrável f , a

integral

u(y) =

∫
Ω

Γ(x− y)f dx

é o potencial newtoniano de f . Note que se f ∈ C∞0 (Ω), de acordo com (3.5) a solução da

equação de Poisson −∆u = f deve ser o potencial Newtoniano de f . Denotamos por C∞0 (Ω)

o conjunto das funções suaves com suporte compacto em Ω.
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Os dois teoremas a seguir serão úteis apenas para justificar provas posteriores e as demon-

strações podem ser encontradas em [21].

Teorema 3.6. Qualquer sequência limitada de funções harmônicas em um domínio Ω contém

uma subsequência convergindo uniformemente em subdomínios compactos de Ω para uma

função harmônica em Ω.

Teorema 3.7. Seja B = BR(0) e ϕ uma função contínua em ∂Ω. Então a função u definida

por

u(x) =


R2−|x|2
nωnR

∫
∂B

ϕ(y)
|x−y|n dSy se x ∈ B

ϕ(x) se x ∈ ∂B

pertence a C2(B) ∩ C0(B) e satisfaz ∆u = 0 em B.

Sendo assim, faz sentido considerar a definição seguinte.

Definição 3.6 (levantamento harmônico). Sejam u subharmônica em Ω, B ⊂⊂ Ω uma bola

qualquer e u uma solução do problema de Dirichlet, tal que ∆u = 0 em B

u = u em ∂B.

Definimos o levantamento harmônico de u em Ω com relação a B por

U(x) =

 u(x), x ∈ B
u(x), x ∈ Ω\B.

Observação 3.5. Note que u ≤ U em Ω, pois U = u em Ω\B e como u é subharmônica,

segue que

 ∆u = 0 em B

u = u em ∂B
⇒ u ≤ u = U em B.

Proposição 3.1. O levantamento harmônico de uma função subharmônica é uma função

subharmônica.

Demonstração. Sejam U o levantamento harmônico de uma função subharmônica u em Ω

com relação a B. Considere B′ ⊂⊂ Ω e h uma função satisfazendo

(∗)

 ∆h = 0 em B′

U ≤ h em ∂B′.

Precisamos provar que U ≤ h em B′. De fato, para:
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1. B′∩B = ∅, temos: U = u em B′ e pela subharmonicidade de u em Ω, segue que U ≤ h

em B′.

2. B′ ∩B 6= ∅, temos as seguintes possibilidades:

(i) B′ ⊂ B. Dessa forma, U = u que é harmônica em B e, portanto, subharmônica

em B. Logo, U ≤ h em B′.

(ii) B′ 6⊂ B. Pela Observação 3.5 e por (∗), temos que u ≤ U em Ω que implica

u ≤ h em ∂B′ e como u é subharmônica em Ω, u ≤ h em B′. Como U = u em

Ω\B temos que U ≤ h em B′\B e como U é harmônica em B temos que U é

harmônica B ∩B′. Assim,

 ∆U = 0 em B ∩B′

U ≤ h em ∂(B ∩B′)
⇒ U ≤ h em B ∩B′,

onde a última implicação é decorrente do princípio do máximo.

Definição 3.7. Seja Ω ⊂ Rn um domínio limitado e ϕ uma função limitada em ∂Ω. Uma

função u ∈ C0(Ω) subharmônica (respectivamente superharmônica) em Ω é chamada sub-

função (respect. superfunção) com relação a ϕ, se u ≤ ϕ (respect. u ≥ ϕ) em ∂Ω.

Observação 3.6. Denotamos por Sϕ o conjunto das subfunções com relação a ϕ, isto é,

Sϕ = {u ∈ C0(Ω) : u é subharmônica em Ω e u ≤ ϕ em ∂Ω}.

Observe que este conjunto é não vazio, pois como ϕ é limitada, digamos, m ≤ ϕ(x) ≤
M,∀x ∈ ∂Ω, basta tomarmos u(x) = m, ∀x ∈ Ω.

Proposição 3.2. Toda subfunção com relação a ϕ é menor do que ou igual a qualquer

superfunção com relação a ϕ.

Demonstração. Seja u ∈ C0(Ω) uma subfunção com relação a ϕ, isto é, u é subharmônica em

Ω e u ≤ ϕ em ∂Ω e seja v ∈ C0(Ω) uma superfunção com relação a ϕ, i.e., v é superharmônica

em Ω e v ≥ ϕ em ∂Ω. Defina w := u − v. Assim, temos que w é subharmônica em Ω e

u− v ≤ 0 em ∂Ω. Pelo princípio do máximo, u ≤ v em Ω.

Definição 3.8 (Função de Perron). Seja Ω ⊂ Rn um domínio limitado. Defina u : Ω → R

por

u(x) = sup
v∈Sϕ

v(x)

que é conhecida como função de Perron.
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Teorema 3.8. A função de Perron é harmônica em Ω.

Demonstração. Inicialmente afirmamos que u está bem definida. Com efeito, para qualquer

v ∈ Sϕ vale o princípio do máximo, logo

v(x) ≤ sup
Ω
v = sup

∂Ω
v ≤ sup

∂Ω
ϕ = M ∀x ∈ Ω e ∀v ∈ Sϕ

isto é, u(x) ∈ R, ∀x ∈ Ω. Logo, u está bem definida.

Agora, mostraremos que u é harmônica em Ω. Seja y ∈ Ω fixo. Como u(y) = sup
v∈Sϕ

v(y),

então existe uma sequência (vn)n∈N em Sϕ tal que vn(y)→ u(y).

Trocando, se necessário, vn por v′n = max{vn,m = inf
∂Ω
ϕ} ainda temos que (vn)n∈N é

limitada e vn ∈ Sϕ (pois tanto vn quanto inf
∂Ω
ϕ estão em Sϕ). Além disso, como vn(y) ≤

v′n(y) ≤ u(y), temos v′n(y)→ u(y).

Escolhendo R > 0 de modo que B = BR(y) ⊂⊂ Ω e definindo para cada n ∈ N, o

levantamento harmônico de v′n em B, isto é,

Vn(x) =

 v′n(x), x ∈ B
v′n(x), x ∈ Ω\B

Temos que

• Vn ∈ Sϕ, pois Vn é subharmônica em Ω e Vn = v′n em ∂Ω.

• Vn(y) → u(y), pois v′n(y) ≤ Vn(y) ≤ sup
v∈Sϕ

v(y) = u(y), ∀n ∈ N e v′n(y) → u(y) para

cada y ∈ Ω.

Como (Vn)n∈N é limitada e Vn é harmônica em B ∀n ∈ N, pelo Teorema 3.6 temos que a

sequência (Vn)n∈N contém uma subsequência (Vnk) convergindo uniformemente em qualquer

bola Bρ(y) com ρ < R, para uma função ṽ que é harmônica em Bρ(y). Então ṽ(y) = u(y)

(unicidade do limite) e ṽ ≤ u em Bρ(y), pois Vnk(x) ≤ sup
v∈Sϕ

v(x) = u(x)⇒ limVnk ≤ u para

k suficientemente grande.

Afirmamos que: ṽ = u em Bρ(y), isto é, u será harmônica em Bρ(y) e provará o teorema.

Com efeito, suponha, por absurdo, que ṽ(z) < u(z) para algum z ∈ Bρ(y). Então, como u é

definida pelo supremo, existe ũ ∈ Sϕ tal que ṽ(z) < ũ(z) ≤ u(z).
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Definindo wk := max{ũ, Vnk} e considerando o seu levantamento harmônico em Bρ(y),

isto é,

Wk(x) =

 wk(x), x ∈ Bρ(y)

wk(x), x ∈ Ω\Bρ(y)

temos que Wk ∈ Sϕ e, como antes, obtemos uma subsequência de (Wk)k∈N convergindo

uniformemente em Br(y) (∀r < ρ), para uma função w que é harmônica em Br(y).

Escolhendo r ∈ (0, ρ) tal que z ∈ Br(y) e observando que Vnk ≤ wk ≤ Wk ≤ sup
v∈Sϕ

v =

u ∀k ∈ N chegamos a ṽ ≤ w ≤ u em Br(y) e ṽ(y) ≤ w(y) ≤ u(y) = ṽ(y), isto é, ṽ(y) = w(y)

e como ṽ é subharmônica e w é harmônica em Br(y) temos que ṽ − w é subharmônica em

Br(y). Além disso, ṽ − w ≤ 0 em ∂Br(y). Então pelo princípio do máximo, concluímos que

ṽ = w em Br(y). Absurdo, pois ṽ(z) < ũ(z) < wk(z) ≤ Wk(z), o que conclui a prova do

teorema.

Observação 3.7. Seja Ω ⊂ Rn um domínio limitado. Se w ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) é solução do

problema de Dirichlet

(P )

 ∆w = 0 em Ω

w = ϕ em ∂Ω, ϕ ∈ C0(∂Ω)

Então w é a função de Perron. Com efeito, seja v ∈ Sϕ. Por (P) temos que w ∈ Sϕ e v−w
é uma função subharmônica em Ω. Como v − w ≤ ϕ − ϕ = 0 em ∂Ω, pelo princípio do

máximo, v − w ≤ 0 em Ω. Logo, sup
Sϕ

v ≤ w e uma vez que w ∈ Sϕ segue que sup
Sϕ

v = w.

O próximo passo é estabelecer condições em ∂Ω para que a função de Perron seja solução

do problema (P).

Definição 3.9 (função barreira). Uma função w = wξ ∈ C0(Ω) é chamada barreira em

ξ ∈ ∂Ω relativa a Ω se

(i) w é superharmônica em Ω;

(ii) w(x) > 0 em Ω\{ξ} e w(ξ) = 0.

Definição 3.10 (ponto de fronteira regular). Diremos que um ponto x ∈ ∂Ω é regular se

existir uma função barreira neste ponto.
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Lema 3.1. Sejam Ω ⊂ Rn um domínio limitado, u a função de Perron e ϕ uma função

limitada em ∂Ω. Se ϕ é contínua em ξ ∈ ∂Ω e ξ é regular, então u(x) → ϕ(ξ) quando

x→ ξ.

Demonstração. Sejam ε > 0 e M = sup
x∈∂Ω
|ϕ(x)|. Como ξ ∈ ∂Ω é um ponto regular, existe

w ∈ C0(Ω) função barreira em ξ. Pela continuidade de ϕ no ponto ξ, dado ε > 0 existe

δ > 0 tal que

|ϕ(x)− ϕ(ξ)| < ε sempre que x ∈ Bδ(ξ).

Além disso, considere m = min
Ω\Bδ(ξ)

w > 0. Então w(x) ≥ m,∀x ∈ Ω\Bδ(ξ). Tomando k > 0

tal que km ≥ 2M , temos que

kw(x) ≥ 2M se |x− ξ| ≥ δ.

Agora, considere as funções

f(x) = ϕ(ξ)− ε− kw(x) e g(x) = ϕ(ξ) + ε+ kw(x)

definidas em Ω. Temos, respectivamente, uma subfunção e uma superfunção com relação a

ϕ. Provaremos que f(x) é uma subfunção com relação a ϕ. Com efeito, seja B ⊂⊂ Ω uma

bola e h uma função harmônica em B tal que

f(x) ≤ h(x), ∀x ∈ ∂B,

ou seja,

−kw(x) ≤ h(x)− ϕ(ξ) + ε, ∀x ∈ ∂B.

É imediato que h(x)−ϕ(ξ) + ε é harmônica em B e como −kw é subharmônica em Ω (uma

vez que w é superharmônica em Ω e k > 0), segue que

−kw(x) ≤ h(x)− ϕ(ξ) + ε, ∀x ∈ B,

isto é, f(x) ≤ h(x), ∀x ∈ B, o que mostra que f(x) é subharmônica em Ω.

Agora mostraremos que f(x) ≤ ϕ(x), ∀x ∈ ∂Ω. Para isso, seja x0 ∈ ∂Ω. Precisamos

analisar os seguintes casos:

• Se x0 ∈ Bδ(ξ), então para x0 = ξ, f(ξ) = ϕ(ξ)− ε− kw(ξ) = ϕ(ξ)− ε < ϕ(ξ). E para

x0 6= ξ, −ε < ϕ(x0)− ϕ(ξ). Como −kw(x0) < 0, obtemos ϕ(ξ)− ε− kw(x0) < ϕ(x0),

isto é, f(x0) < ϕ(x0).
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• Se x0 6∈ Bδ(ξ), sabemos que kw(x0) ≥ 2M ≥ −2ϕ(x0) ⇔ −kw(x0) ≤ 2ϕ(x0). Daí

concluímos que

−ε− kw(x0) ≤ 2ϕ(x0).

Por outro lado, kw(x0) ≥ 2M ≥ 2ϕ(ξ). Consequentemente,

−ε− kw(x0) ≤ −2ϕ(ξ).

Somando as duas desigualdades anteriores, obtemos

−ε− kw(x0) ≤ ϕ(x0)− ϕ(ξ)⇔ ϕ(ξ)− ε− kw(x0) ≤ ϕ(x0)

isto é, f(x0) ≤ ϕ(x0). O que conclui a prova de que f(x) é uma subfunção em relação a ϕ.

A prova de que g(x) é uma superfunção com relação a ϕ segue os passos da demonstração

anterior.

Por fim, usando a definição de u e o fato de que toda superfunção domina qualquer

subfunção, temos em Ω,

ϕ(ξ)− ε− kw(x) ≤ u(x) ≤ ϕ(ξ) + ε+ kw(x),

ou equivalentemente,

|u(x)− ϕ(ξ)| ≤ ε+ kw(x).

Como w(x) → w(ξ) = 0 quando x → ξ, (pois w ∈ C0(Ω)), obtemos u(x) → ϕ(ξ) quando

x→ ξ.

Teorema 3.9. Sejam Ω ⊂ Rn um domínio limitado e ϕ : ∂Ω→ R uma função contínua. O

problema clássico de Dirichlet

(P )

 ∆w = 0 em Ω

w = ϕ em ∂Ω,

possui solução se, e somente se, todos os pontos do bordo são regulares.

Demonstração. Suponha que todos os pontos de ∂Ω são regulares. Defina a função v : Ω→ R

por

v(x) =

 u(x) em Ω

ϕ(x) em ∂Ω
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onde u é a função de Perron. Então v é harmônica em Ω e como para todo ξ ∈ ∂Ω, u(x)→
ϕ(ξ) quando x→ ξ segue que v ∈ C0(Ω) e portanto, v ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) é solução de (P ).

Reciprocamente, fixe ξ ∈ ∂Ω e suponha que o problema de Dirichlet (P ) tenha uma

solução w para ϕ = Φξ : ∂Ω→ R, dada por Φξ(x) = |x− ξ|. É imediato que w é uma função

barreira em ξ.

Uma condição suficiente para que o problema (P ) tenha solução em um domínio limitado

Ω ⊂ Rn é que Ω verifique a condição da esfera exterior, isto é, para qualquer ξ ∈ ∂Ω existe

uma bola B = BR(y) ⊂ Rn\Ω tal que ∂B ∩ ∂Ω = {ξ}. Neste caso, a função w : Ω→ R dada

por

w(x) =

 log |x−y|
R

se n = 2

R2−n − |x− y|2−n se n ≥ 3,

é uma função barreira com relação a Ω em ξ. De fato,

• w ∈ C0(Ω), pois w ∈ C2(Rn\{y})

• w é superharmônica em Ω, pois w é harmônica em Rn\{y}.

• Para x = ξ temos R = |ξ − y|. Assim,

w(x) =

 0 se n = 2

0 se n ≥ 3

ou seja, w(ξ) = 0

• Para x ∈ Ω\{ξ} temos R < |x− y|. Assim,

|x− y|
R

> 1 para n = 2 e |x− y|2−n < R2−n para n ≥ 3.

Portanto, w(x) > 0 em Ω\{ξ}, como havíamos afirmado.

Proposição 3.3. Seja Ω ⊂ Rn um domínio limitado com bordo de classe C2. Então ∂Ω

satisfaz a condição da esfera exterior.

Demonstração. Como ∂Ω é compacto e de classe C2, vale o teorema da vizinhança tubular

para ∂Ω, ou seja, existe ε > 0 tal que Vε(∂Ω) = ∪p∈∂ΩB
⊥
ε (p) é um aberto de Rn (chamado

de vizinhança tubular de ∂Ω de raio ε), onde

B⊥ε (p) = {x ∈ Rn : 〈x− p, v〉 = 0,∀v ∈ Tp(∂Ω) com |x− p| < ε}.
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Além disso, se p 6= q em ∂Ω, então B⊥ε (p) ∩ B⊥ε (q) = ∅, e a aplicação π : Vε(∂Ω) → ∂Ω que

associa a cada q ∈ Vε(∂Ω) o pé do único segmento normal que o contém é de classe C1.

Agora, sejam η o campo normal unitário exterior a ∂Ω e ξ ∈ ∂Ω. Considere y = ξ+ ε
2
η(ξ).

Afirmamos que ∂B ε
2
(y) ∩ ∂Ω = {ξ}.

Com efeito, suponha que existe ξ 6= ξ tal que ξ ∈ ∂B ε
2
(y) ∩ ∂Ω. Então

y − ξ =
ε

2
η(ξ) e y − ξ =

ε

2
η(ξ)

daí,

|y − ξ| = ε

2
= |y − ξ|

e como 〈y− ξ, v〉 = 0 = 〈y− ξ, v〉,∀v ∈ Tξ∂Ω, segue que y ∈ B⊥ε (ξ)∩B⊥ε (ξ), o que é absurdo.

Como ξ é arbitrário concluímos que Ω verifica a condição da esfera exterior e B ε
2
(y) ⊂ Rn\Ω

é a bola procurada.

Teorema 3.10 (Existência de Solução para o Problema de Dirichlet da Equação de Poisson).

Sejam Ω ⊂ Rn um aberto limitado cuja fronteira satisfaz a condição da barreira, f ∈ C∞0 (Ω)

e g ∈ C0(∂Ω). Então o problema de Dirichlet para a equação de Poisson ∆u = −f em Ω

u = g em ∂Ω

possui uma única solução u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω).

Demonstração. Seja v o potencial Newtoniano de f . Pela Definição 3.5, ∆v = −f em Ω e

pelo Teorema 3.9 existe uma única w tal que ∆w = 0 em Ω

w = v − g em ∂Ω,

uma vez que ∂Ω é constituído de pontos regulares e v − g ∈ C0(∂Ω). Definindo u = v − w,
temos  ∆u = ∆v −∆w = −f em Ω

u = v − w = v − v + g = g em ∂Ω.

A unicidade já foi estabelecida no Corolário 3.1.
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Capítulo 4

Aplicações

4.1 Desigualdade de Heintze-Karcher e Teorema de Alexan-

drov

Neste capítulo faremos a primeira aplicação das ferramentas que apresentamos nestas notas

de aula. Para este fim, consideraremos uma variedade Riemanniana orientável, conexa e

fechadaMn mergulhada no espaço euclidiano Rn+1, além disso Ω será um domínio compacto

de Rn+1 com conexão de Levi-Civita ∇̃ tal que o bordo de Ω seja M com a orientação

dada pelo campo de vetores normais unitários ν interior a Ω ao longo de M , H denotará

a curvatura média de M com respeito a ν. Para não ter perigo de confusão, aqui vamos

denotar por ∇, ∆ e ∇2 o gradiente, o laplaciano e o hessiano calculados na métrica de M ,

enquanto que ∇̃, ∆̃ e ∇̃2 os respectivos entes calculados na métrica de Rn+1. Precisaremos

do seguinte lema:

Lema 4.1. Se f : Ω→ R é solução do problema de Dirichlet ∆̃f = 1 em Ω

f = 0 em M = ∂Ω.

Então

n

∫
M

H
(∂f
∂ν

)2

dM =

∫
Ω

(1− |∇̃2f |2) dx.

Demonstração. Sabendo que no espaço euclidiano Rn+1, R̃ic ≡ 0, substituindo f na fórmula

de Bochner, temos
1

2
∆̃|∇̃f |

2
= 〈∇̃f, ∇̃(∆̃f)〉+ |∇̃2f |2.
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Integrando ambos os membros da igualdade acima para Ω e f , obtemos

1

2

∫
Ω

∆̃|∇̃f |
2
dx =

∫
Ω

〈∇̃f, ∇̃(∆̃f)〉 dx+

∫
Ω

|∇̃2f |2 dx. (4.1)

Sendo assim, basta calcularmos separadamente cada um dos itens que não aparece na fórmula

desejada. Comecemos notando que∇f = 0 emM , então utilizando o teorema da divergência,

em seguida, os itens 1 e 3 do Lema 2.3, teremos

1

2

∫
Ω

∆̃|∇̃f |
2
dx = −1

2

∫
M

〈∇̃|∇̃f |2, ν〉 dM = −
∫
M

∇̃2f(ν, fνν) dM = −
∫
M

fν∇̃2f(ν, ν) dM.

(4.2)

Por outro lado, ∆̃f = 1 em Ω. Então, pela primeira identidade de Green, obtemos∫
Ω

〈∇̃f, ∇̃(∆̃f)〉 dx = −
∫

Ω

dx−
∫
M

fν∆̃fdM.

Como ∆f = 0 em M , vamos utilizar o item 2 do Lema 2.3 no lado direito da igualdade

acima, para obtermos∫
Ω

〈∇̃f, ∇̃(∆̃f)〉 dx =

∫
M

nHf 2
ν dM −

∫
M

fν∇̃2f(ν, ν) dM −
∫

Ω

dx. (4.3)

Por fim, substituindo (4.2) e (4.3) em (4.1), obtemos∫
M

nHf 2
ν dM =

∫
Ω

(1− |∇̃2f |2) dx.

Teorema 4.1 (Heintze-Karcher). Seja F : Mn → Rn+1 uma hipersuperfície conexa, fechada

e mergulhada, e Ω o domínio compacto de Rn+1 tal que ∂Ω = M . Consideramos sobre M a

orientação dada pelo normal unitário ν interior a Ω, e denotamos por H a curvatura média

correspondente a ν. Se H 6= 0 sobre M , então

V ol(Ω) ≤ 1

n+ 1

∫
M

1

H
dM (4.4)

ocorrendo a igualdade se, e só se, M for uma esfera.

Demonstração. Inicialmente, como H 6= 0 eM é conexa, segue da Proposição 2.6 que H > 0

sobre M . Consideremos a função f como no Lema 4.1, então

n

∫
M

H
(∂f
∂ν

)2

dM =

∫
Ω

(1− |∇̃2f |2) dx. (4.5)
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Agora utilizando a desigualdade (2.39), temos

1 = (∆̃f)2 ≤ (n+ 1)|∇̃2f |2 (4.6)

ou equivalentemente,

1− |∇̃2f |2 ≤ n

n+ 1
.

Então

n

∫
M

H
(∂f
∂ν

)2

dM ≤ n

n+ 1

∫
Ω

dx =
n

n+ 1
V ol(Ω).

Por outro lado, como ∆̃f = 1 em Ω e ν é o normal interior a Ω,

V ol(Ω) =

∫
Ω

∆̃f dx = −
∫
M

∂f

∂ν
dM.

Portanto, a desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais nos permite deduzir que

V ol(Ω)2 =
(∫

M

∂f

∂ν
dM
)2

=
(∫

M

√
H
∂f

∂ν
· 1√

H
dM
)2

≤
∫
M

H
(∂f
∂ν

)2

dM ·
∫
M

1

H
dM

≤ 1

n+ 1
V ol(Ω) ·

∫
M

1

H
dM.

Isto é,

V ol(Ω) ≤ 1

n+ 1

∫
M

1

H
dM.

Ocorrendo a igualdade se, e só se, ocorre a igualdade em (4.6), isto é

∇̃2f =
1

n+ 1
IdRn+1 .

Segue que f deve ser da forma

f(x) =
1

2(n+ 1)
|x|2 + 〈x, v〉+ c

para algum v ∈ Rn+1 e c ∈ R. Completando quadrados, temos

f(x) =
1

2(n+ 1)
|x+ (n+ 1)v|2 + c− n+ 1

2
|v|2.

Como f = 0 em M , vamos fazer a = −(n+ 1)v e d = −c+ n+1
2
|v|2, para obtermos

M = f−1(0) = {x ∈ Rn+1; |x− a|2 = 2(n+ 1)d},

ou seja, M é uma esfera de centro a e raio
√

2(n+ 1)d.
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Como aplicação do Teorema de Heintze e Karcher daremos uma demonstração do seguinte

teorema devido a Alexandrov.

Teorema 4.2 (Alexandrov). Se F : Mn → Rn+1 é uma hipersuperfície conexa, fechada e

mergulhada em Rn+1 com curvatura média constante H, então M é uma esfera.

Demonstração. Consideremos o domínio compacto Ω tal que ∂Ω = M , bem como o normal

unitário ν interior a Ω ao longo de ∂Ω = M de modo que H > 0 (ver Teorema 4.1). Também

convém estabelecermos as seguintes notações:

F (p) = (x1, . . . , xn+1), ∆F = (∆x1, . . . ,∆xn+1) e ∇F = (∇x1, . . . ,∇xn+1).

Pelo item 2 do Lema 2.3, temos para cada i = 1, . . . , n+ 1,

∆̃xi = ∆xi − nHν(xi) + ∇̃2xi(ν, ν).

Como ∆̃xi = 0 e ∇̃2xi = 0, segue que ∆xi = nHν(xi). Dessa forma, temos

∆F = nH
(
ν(x1), . . . , ν(xn+1)

)
= nHν(F ). (4.7)

Além disso, pelo item 1 do Lema 2.3, ∇̃xi = ∇xi + ν(xi)ν. Por outro lado, ∇̃xi = Ei, onde

{E1, . . . , En+1} é a base canônica de Rn+1. Assim,

|∇xi|2 = |∇̃xi − ν(xi)ν|2 = |∇̃xi|2 − 2ν(xi)〈∇̃xi, ν〉+ ν(xi)
2|ν|2

= 1− 2ν(xi)ν(xi) + ν(xi)
2 = 1− ν(xi)

2.

e

|∇F |2 =
n+1∑
i=1

(1− ν(xi)
2) = n+ 1−

n+1∑
i=1

ν(xi)
2 = n+ 1− |ν|2 = n.

O fato de ∆̃F = (0, . . . , 0) e ∇̃F = (∇̃x1, . . . , ∇̃xn+1) implica que

0 =

∫
Ω

〈F, ∆̃F 〉dx = −
∫

Ω

|∇̃F |2dx−
∫
M

〈F, Fν〉dM

= −(n+ 1) · V ol(Ω)−
∫
M

〈F, ν(F )〉dM

(4.7)
= −(n+ 1) · V ol(Ω)− 1

nH

∫
M

〈F,∆F 〉dM

= −(n+ 1) · V ol(Ω)− 1

nH

(
−
∫
M

|∇F |2dM
)

= −(n+ 1) · V ol(Ω)− 1

H
V ol(M).
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Logo,

V ol(M) = (n+ 1)HV ol(Ω). (4.8)

Finalmente, a partir do Teorema 4.1 podemos concluir que M é uma esfera.

4.2 Problema de Autovalor de Stekloff

Nesta seção vamos estudar o seguinte problema de autovalor sobre o bordo: −∆gφ = 0 in M,

∂
∂ν
φ = vφ on ∂M,

(4.9)

em que ∂
∂ν

é a derivada normal com respeito ao vetor normal unitário ν exterior a M ao

longo do bordo ∂M . Fixada uma métrica Riemanniana g em M , é bem conhecido que o

espectro do problema (4.9) é discreto bem como o traço do operador H1(M) → L2(∂M) é

compacto. Neste caso, os autovalores formam uma sequência 0 = vo < v1 ≤ v2 ≤ . . . → ∞,

ver por exemplo [19]. Historicamente, (4.9) é conhecido como o problema de Stekloff pois

foi introduzido por ele em [40] para domínios com bordo do plano. Neste caso, como tem

sido bem observado em [18], este problema tem aplicações em física. A função φ representa

o estado de temperatura sobre um domínio M tal que fluxo sobre o bordo é proporcional à

temperatura.

Em [18] Escobar discutiu algumas estimativas do primeiro autovalo não nulo v1 para o

problema (4.9) em termos da geometria da variedade (Mn, g). Por exemplo, ele provou que

um 2-dimensional disco euclidiano de raio r−1 é rígido na classe das superfícies compactas

com curvatura de Gauss não negativa e curvatura geodésica do bordo kg = r, ele também

observou que kg ≥ r implica v1 ≥ r. Enquanto que em dimensão n ≥ 3 para variedades

com curvatura de Ricci não negativa, usando a fórmula de Reilly-Bochner, ele mostrou

que v1 > k0/2, em que k0 é uma cota superior para qualquer autovalor da segunda forma

fundamental do bordo. Para mais detalhes e motivações do problema (4.9) é mais apropriado

recomendarmos os trabalhos de Escobar [18] e suas referências.

(FALTA DIGITAR OS TEOREMAS COM AS DEMONSTRAÇÕES)
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4.3 Rigidez de Quase sólitons de Ricci

Nesta seção, vamos estudar os quase sólitons de Ricci, basicamente, reescreveremos alguns

resultados de [22]. Comecemos relembrando a definição de fluxo de Ricci introduzida por

Hamilton no final do século 20. Dada uma família a 1-parâmetro de métricas g(t) em uma

variedade Riemanniana Mn, definida em um intervalo I ⊂ R, denotando por Ricg(t) o tensor

de Ricci na métrica g(t), a equação do fluxo de Ricci é

∂

∂t
g(t) = −2Ricg(t). (4.10)

Em [23] Hamilton provou que para qualquer métrica diferenciável g em uma variedade

Riemanniana compacta Mn, existe uma única solução g(t) para a equação (4.10) definida

em algum intervalo [0, ε), ε > 0, com g(0) = g. Para o caso completo não compacto, Shi

provou em [39] a existência de uma solução completa de (4.10) sob a condição da curvatura

seccional de (Mn, g) ser limitada.

Um sóliton de Ricci é um fluxo de Ricci (Mn, g(t)), 0 ≤ t < T ≤ +∞, com a propriedade

que, para cada t ∈ [0, T ), existe um difeomorfismo ϕt : Mn →Mn e uma constante σ(t) > 0

tal que σ(t)ϕ∗tg = g(t). Uma maneira para gerar sólitons de Ricci é a seguinte: considere-

mos uma variedade Riemanniana (Mn, g), com um campo de vetores X e uma constante λ

satisfazendo

Ricg +
1

2
LXg = λg. (4.11)

Em seguida, vamos definir a função σ(t) = −2λt+1, para cada t ∈ [0, T ), com T := +∞,

se λ ≤ 0, e T := 1
2λ
, se λ > 0. Finalmente, basta considerarmos ϕt como a família a 1-

parâmetro de difeomorfismos gerados pelo campo Yt(x) = X(x)
σ(t)

, para todo x ∈ Mn. Esta

caracterização permite que alguns autores considerem a equação (4.11) para definirem sóliton

de Ricci. Para maiores detalhes sobre o fluxo de Ricci, duas boas referências são [16] e [17].

Em [34] Pigola, Rigoli, Rimoldi e Setti estudaram a equação (4.11), com a condição

adicional de que o parâmetro λ seja uma função e X um campo de vetores gradiente, a esta

nova classe eles se referiram a um quase sóliton de Ricci gradiente. Posteriormente, em [5]

Barros e Ribeiro consideraram a seguinte definição geral de quase sóliton de Ricci.

Definição 4.1. Um quase sóliton de Ricci é uma variedade diferenciável Mn munida com

uma métrica Riemanniana g, um campo de vetores X e uma função sóliton λ : M → R
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satisfazendo

Ric+
1

2
LXg = λg, (4.12)

onde Ric denota o tensor de Ricci de (Mn, g) e LXg a derivada de Lie de g na direção de

X.

Quando X é o campo de vetores gradiente de alguma função diferenciável f : M → R, tal

variedade é um quase sóliton de Ricci gradiente. Neste caso, a equação fundamental (4.12)

pode ser reescrita como segue

Ric+∇2f = λg, (4.13)

onde ∇2f denota o hessiano da função potencial f.

Ressaltamos que se λ é constante, a equação (4.12) refere-se a um sóliton de Ricci. É o

que acontece quando X é um campo de vetores Killing e n ≥ 3, uma vez que neste caso a

variedade é Einstein, e portanto λ é constante. Além disso, quando o campo X é nulo ou

a função potencial f é constante, o quase sóliton de Ricci é trivial, enquanto que um quase

sóliton de Ricci não trivial está associado a um campo de vetores X não nulo ou a uma

função potencial f não constante. Por exemplo, considerando o Rn com a sua métrica usual

g◦, uma constante não nula λ e a função f(x) = λ
2
|x|2, então ∇2f = λg◦ e (Rn, g◦,∇f, λ)

é um sóliton de Ricci gradiente não trivial, este foi um dos exemplos dados por Hamilton,

o qual é conhecido na literatura como sóliton gaussiano. Quanto aos exemplos de quase

sólitons de Ricci, além dos já apresentados em [34], utilizaremos a definição da variedade

Mn(c) estudada na Secção 2.2, bem como fatos já conhecidos na literatura para escreveremos

o seguinte:

Exemplo 4.1. Seja (Mn(c), g◦) a esfera canônica Sn(1) ou o espaço hiperbólico Hn(−1),

de acordo com o número c seja 1 ou −1, respectivamente. Além disso, seja hv a função

altura com respeito a um vetor unitário v ∈ Rn+1
τ . Então para cada v, a função λv(x) :=

c(n − 1) − chv(x), define uma estrutura de quase sóliton de Ricci gradiente em (Mn(c), g◦)

com função potencial hv, uma vez que o tensor de Ricci e o hessiano de hv, ambos calculados

na métrica g◦, são dados por: Ric = c(n− 1)g◦ e ∇2hv = −chvg◦.

Assim como o sóliton de Ricci, também podemos associar um quase sóliton ao fluxo de

Ricci. De fato, sejam (Mn, g) uma variedade Riemanniana completa e g(t) uma solução de

(4.12), definida em um intervalo [0, ε), ε > 0, tal que ϕt seja uma família a 1-parâmetro de
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difeomorfismos de Mn, com ϕ0 = idM e g(t)(x) = τ(x, t)ϕ∗tg(x) para todo x ∈ Mn, onde

τ(x, t) é uma função real diferenciável e positiva em Mn × [0, ε), de modo que τ(x, 0) = 1.

Então,
∂

∂t
g(t)(x) =

∂

∂t
τ(x, t)ϕ∗tg(x) + τ(x, t)

∂

∂t
ϕ∗tg(x),

que em t = 0, se torna

−2Ricg = −2λ(x)g + LXg,

onde λ(x) = −1
2
∂
∂t
τ(x, 0) e X = ∂

∂t
ϕ(x, 0), logo (Mn, g,X, λ) é um quase sóliton de Ricci.

A seguir estabeleceremos algumas propriedades e condições de rigidez dos quase sólitons

de Ricci gradiente. Para os não gradientes, nos restringiremos ao caso compacto, conforme

Teorema 4.3. Comecemos recordando a fórmula integral abaixo, que foi provada em [5].

Contudo, apresentaremos outra prova deste fato, onde utilizaremos uma técnica que consiste

na escolha apropriada de um (0, 2)-tensor simétrico e de um campo de vetores na variedade,

para então aplicarmos o Lema 2.1. Ressaltamos ao leitor que tal técnica será aproveitada

para o estudo de quase sóliton de Ricci não gradiente compacto, conforme veremos a frente.

A partir de agora, assumiremos que todas as variedades com estrutura de quase sóliton

de Ricci serão completas, conexas e orientáveis, além disso, as compactas serão sempre sem

bordo.

Lema 4.2. Seja
(
Mn, g,∇f, λ

)
um quase sóliton de Ricci gradiente. Então,∣∣∇2f − ∆f

n
g
∣∣2 = −1

2
∆S + (n− 1)∆λ+

S

n
∆f +

1

2
g(∇S,∇f). (4.14)

Em particular, se Mn é compacta, vamos ter a seguinte fórmula integral∫
M

∣∣∇2f − ∆f

n
g
∣∣2dM =

(n− 2)

2n

∫
M

g(∇S,∇f)dM. (4.15)

Demonstração. Com efeito, segue do Lema 2.1 e da segunda identidade de Bianchi contraída

que

div(∇2f(∇f)) = (div∇2f)(∇f) + |∇2f |2

= (div(λI −Ric))(∇f) +
∣∣∇̊2f

∣∣2 +
1

n
(∆f)2

= g(∇λ,∇f)− 1

2
g(∇S,∇f) +

∣∣∇̊2f
∣∣2 +

1

n
(∆f)(nλ− S),

donde ∣∣∇̊2f
∣∣2 = div(∇2f(∇f))− div(λ∇f) +

1

2
g(∇S,∇f) +

S

n
∆f, (4.16)
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ou ainda ∣∣∇̊2f
∣∣2 = div

(
∇2f(∇f)− λ∇f +

S

n
∇f
)

+
(n− 2)

2n
g(∇S,∇f). (4.17)

Então, a fórmula integral (4.15) segue por integração de (4.17). Por outro lado, aplicando a

função potencial f na versão dual da fórmula contraída de Bochner, obteremos

−1

2
∇S +∇λ = div(−Ric+ λI) = div∇2f

(2.44)
= ∇∆f +Ric(∇f) = ∇(nλ− S) +Ric(∇f),

donde

Ric(∇f) =
1

2
∇S − (n− 1)∇λ, (4.18)

assim, pela equação fundamental (4.13),

div(∇2f(∇f)) = div(λ∇f)− div(Ric(∇f))

= λ∆f + g(∇λ,∇f)− 1

2
∆S + (n− 1)∆λ. (4.19)

Finalmente, basta substituirmos (4.19) em (4.16), para obtermos (4.14).

Prosseguindo, observemos que a equação fundamental (4.13) implica que

Ric− S

n
g +∇2f = λg − S

n
g =

∆f

n
g.

Portanto, em todo quase sóliton de Ricci gradiente, sempre teremos∣∣Ric− S

n
g
∣∣2 =

∣∣∇2f − ∆f

n
g
∣∣2. (4.20)

Em [33] Petersen e Wylie provaram que: se um sóliton de Ricci gradiente é Einstein,

então ou ∇2f = 0, ou é o sóliton gaussiano. De fato, isto segue imediatamente da equação

(4.20) e do Teorema 2 de Tashiro [41]. Contudo, para um quase sóliton de Ricci gradiente

Einstein (com curvatura escalar constante para o caso dois dimensional), o resultado é bem

diferente. Neste caso, ocorre que

∇2f =
(
− S

n(n− 1)
f + c− S

n

)
g, (4.21)

para alguma constante c. De fato, desde que (Mn, g,∇f, λ) é Einstein, pela equação (4.13)

∇2f =
(
λ− S

n

)
g. (4.22)

Por outro lado, pela equação (4.18)

∇
( S

n(n− 1)
f + λ

)
= 0.
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Donde λ+ S
n(n−1)

f = c, para alguma constante c, assim basta substituirmos o valor de λ na

equação (4.22) para obtermos (4.21).

Petersen e Wylie [33] também estudaram os sólitons de Ricci estaciorários com curvatura

escalar constante. Utilizando a mesma ideia desses autores veremos que todo sóliton de

Ricci gradiente (Mn, g,∇f, λ) estacionário, com curvatura escalar atingindo um máximo, é

Einstein com curvatura escalar nula. Portanto, a função potencial f é tal que ∇2f = 0. Com

efeito, pelo Lema 4.2 e pela equação (4.20),

1

2
∆f (−S) =

∣∣Ric− S

n
g
∣∣2 +

S2

n
≥ 0,

onde ∆fS = ∆S − g(∇S,∇f). Desde que o operador ∆f é elíptico, segue-se do princípio do

máximo forte de Hopf, que Ric = S
n
g e S = 0. Então, novamente por (4.20), ∇2f = 0, como

havíamos afirmado. Ademais, se f não é constante, isto implica |∇f | = k, para alguma

constante k 6= 0. Desta forma, através de um argumento tipo Cheeger-Gromoll usamos o

fluxo de ∇f para definirmos uma isometria entre (Mn, g) e um cilindro R×Nn−1 sobre uma

hipersuperfície totalmente geodésica Nn−1 ⊂ Mn, para maiores detalhes ver por exemplo o

item (b.2) do Teorema 1.3 em [34].

O resultado seguinte estabelece uma condição de rigidez para um quase sóliton de Ricci

gradiente com curvatura escalar constante.

Proposição 4.1. Seja (Mn, g,∇f, λ) um quase sóliton de Ricci gradiente com curvatura

escalar constante S. Suponha que λ + S
n(n−1)

f atinge um máximo, então esta função é

constante em Mn e a função sóliton λ satisfaz a seguinte equação diferencial parcial

∆λ+
S

n− 1
λ =

S2

n(n− 1)
.

Em particular, se λ ou f não for constante, então para S ≥ 0, Mn é isométrica a uma esfera

euclidiana.

Demonstração. Pelo Lema 4.2,

1

n− 1

∣∣∇2f − ∆f

n
g
∣∣2 = ∆

(
λ+

S

n(n− 1)
f
)
≥ 0.

Como estamos supondo que λ+ S
n(n−1)

f atinge um máximo, segue-se do princípio do máximo

forte de Hopf que

λ+
S

n(n− 1)
f = c, (4.23)
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para alguma constante c. Além disso, pela equação fundamental (4.13),

∆λ = − S

n(n− 1)
∆f =

S

n(n− 1)
(S − nλ) =

S2

n(n− 1)
− S

(n− 1)
λ. (4.24)

O que prova a primeira parte. Em particular, pela equação (4.23), λ não é constante se, e

somente se, f não é constante. Desde que ∇2f = ∆f
n
g, a equação (4.20) implica que (Mn, g)

é Einstein. Logo, pela equação (4.21),

∇2f =
(
− S

n(n− 1)
f + c− S

n

)
g. (4.25)

Ademais, S > 0, caso contrário por (4.23), λ seria constante. Desta forma, podemos aplicar

o Teorema 2 devido a Tashiro em [41] para concluir que Mn é isométrica a uma esfera

euclidiana.

A Proposição 4.1, permite-nos caracterizar as estruturas de quase sóliton de Ricci gradi-

ente na esfera euclidiana unitária Sn ⊂ Rn+1. Vamos escrever este fato como um exemplo.

Exemplo 4.2. Para cada vetor não nulo a ∈ Rn+1, considere as funções λa(x) = −〈x, a〉+
n−1 e fa(x) = −λa(x) + c, onde c ∈ R e x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Sn ⊂ Rn+1 é o vetor posição,

então (Sn, g,∇fa, λa) são as únicas estruturas não triviais, de quase sóliton de Ricci gradiente

em Sn.

Com efeito, suponha que (Sn, g,∇f, λ) seja um quase sóliton de Ricci gradiente não

trivial, onde g = 〈, 〉 é a métrica usual induzida de Rn+1. Como a sua curvatura escalar S é

constante e igual a n(n− 1), segue da Proposição 4.1, que λ+ f é constante e

∆λ+ nλ = n(n− 1). (4.26)

Por outro lado, já é conhecido que ∇2〈x, a〉 = −〈x, a〉g (ver, por exemplo [2]). Logo, a função

λa descrita neste exemplo é tal que, ∆λa = n〈x, a〉 = n(n − 1 − λa), isto é, λa satisfaz a

equação (4.26). Em verdade, qualquer outra solução de (4.26) tem esta forma. Para ver isto,

suponha que λ̃ seja outra solução de (4.26), defina ψ = λ̃− λa e note que ∆ψ = −nψ, então
para algum vetor não nulo b ∈ Rn+1 teremos ψ(x) = 〈x, b〉 (ver, por exemplo [7]). Assim

λ̃ = 〈x, b〉+ λa = 〈x, b〉 − 〈x, a〉+ n− 1

= −〈x, ã〉+ n− 1,
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onde ã = a − b, como havíamos afirmado. Ademais, se c é uma constante, então para as

funções λa e fa = −λa + c, teremos

∇2fa = −∇2λa = ∇2〈x, a〉 = −〈x, a〉g,

logo

Ricg +∇2fa = (n− 1)g − 〈x, a〉g = {(n− 1)− 〈x, a〉}g = λag.

Consequentemente, λ = λa e f = fa, para cada vetor não nulo a ∈ Rn+1.

Nosso próximo objetivo será estender o Lema 4.2 para quase sólitons de Ricci não ne-

cessariamente gradientes. Para isto, precisaremos do resultado a seguir, o qual será uma

ferramenta fundamental para aplicarmos as técnicas que já começamos a desenvolver na

prova do referido lema.

Lema 4.3. Para um quase sóliton de Ricci (Mn, g,X, λ), vale

div
(
(LXg)Z

)
= 2div(λZ)− g(∇S,Z)− 2〈∇Z,Ric〉,

para todo Z ∈ X(M).

Demonstração. Fazendo T = LXg e ϕ = 1 no Lema 2.1, e posteriormente usando a equação

fundamental (4.12) e a segunda identidade de Bianchi contraída, teremos para todo Z ∈
X(M)

div
(
(LXg)Z

)
=

(
div(2λI − 2Ric)

)
Z + 〈∇Z, 2λI − 2Ric〉

= 2g(∇λ, Z)− g(∇S,Z) + 〈∇Z, 2λI − 2Ric〉

= 2g(∇λ, Z)− g(∇S,Z) + 2λdivZ − 2〈∇Z,Ric〉,

que finaliza a prova o lema.

No caso compacto, podemos usar o teorema da decomposição de Hodge-de Rham para

decompor o campo X como segue:

X = Y +∇h,

onde Y ∈ X(M) é tal que divY = 0, e h é a função potencial de Hodge-de Rham. Então,

teremos a proposição seguinte.
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Proposição 4.2. Para um quase sóliton de Ricci compacto
(
Mn, g,X, λ

)
, vale∫

M

∣∣Ric− S

n
g
∣∣2dM =

n− 2

2n

∫
M

g(∇S,X)dM. (4.27)

Demonstração. Desde que X = Y + ∇h, onde Y é um campo de vetores em Mn com

divergente nulo e h é a função potencial de Hodge-de Rham, podemos reescrever a equação

fundamental (4.12) da seguinte forma:

Ric+ Th = λI, (4.28)

onde Th = 1
2
LY g+∇2h. Além disso, tomando o traço na equação (4.28), temos ∆h = nλ−S.

Em seguida, pelo Lema 2.1 e pela segunda identidade de Bianchi contraída,

div(Th(∇h)) = (divTh)(∇h) + 〈∇2h, Th〉

= (div(λI −Ric))(∇h) + 〈∇2h,
1

2
LY g +∇2h〉

= g(∇λ,∇h)− 1

2
g(∇S,∇h) + |∇2h|2 + 〈∇2h,

1

2
LY g〉.

Como |∇2h|2 =
∣∣∇̊2h

∣∣2 + 1
n
(∆h)2, teremos

div(Th(∇h)) = g(∇λ,∇h)− 1

2
g(∇S,∇h) +

∣∣∇̊2h
∣∣2 +

1

n
(∆h)2 + 〈∇2h,

1

2
LY g〉

= g(∇λ,∇h)− 1

2
g(∇S,∇h) +

∣∣∇̊2h
∣∣2 +

1

n
(∆h)(nλ− S) + 〈∇2h,

1

2
LY g〉

= g(∇λ,∇h) + λ∆h− 1

2
g(∇S,∇h)− S

n
∆h+

∣∣∇̊2h
∣∣2 + 〈∇2h,

1

2
LY g〉,

que integrando obtemos∫
M

∣∣∇2h− ∆h

n
g
∣∣2dM =

n− 2

2n

∫
M

g(∇S,∇h)dM − 1

2

∫
M

〈∇2h,LY g〉dM. (4.29)

Em seguida, a partir de equação (4.28), obtemos

∇2h− λg +
S

n
g = −Ric+

S

n
g − 1

2
LY g.

Então, ∣∣∇2h− ∆h

n
g
∣∣2 =

∣∣Ric− S

n
g
∣∣2 +

〈1

2
LY g,

1

2
LY g

〉
+ 〈Ric,LY g〉, (4.30)

ou ainda, novamente pela equação (4.28)∣∣∇2h− ∆h

n
g
∣∣2 =

∣∣Ric− S

n
g
∣∣2 − 1

2
〈∇2h,LY g〉 −

1

2
〈Ric,LY g〉+ 〈Ric,LY g〉

=
∣∣Ric− S

n
g
∣∣2 − 1

2
〈∇2h,LY g〉+

1

2
〈Ric,LY g〉. (4.31)
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Por outro lado, o teorema da divergência combinado com os Lemas 4.3 e 2.2 mostram que

0 = 2

∫
M

〈∇Y,Ric〉dM =

∫
M

〈LY g,Ric〉dM. (4.32)

Finalmente, a equação (4.27) segue por integração da equação (4.31) combinada com a

equação (4.32) e a equação (4.29).

Note que, fazendo X = ∇f na equação (4.27), obteremos o caso compacto do Lema

4.2. Ademais, a referida equação também foi provada por Barros, Ribeiro e Batista em [6],

onde eles utilizaram uma técnica diferente da aplicada acima, e obviamente, eles também

obtiveram o resultado do teorema abaixo.

Teorema 4.3. Um quase sóliton de Ricci compacto não trivial
(
Mn, g,X, λ

)
, n ≥ 3, com

curvatura escalar constante S, é isométrico a uma esfera euclidiana Sn(r). Além disso, ele é

gradiente e a função potencial é uma autofunção correspondente ao primeiro autovalor não

nulo de Sn(r), onde r =
√
n(n− 1)/S é o raio da esfera.

Demonstração. Como S é constante, segue da equação (4.27) que (Mn, g) é Einstein e por-

tanto X é um campo de vetores conforme não trivial (não homotético), uma vez que λ é não

constante. Então, podemos escrever

LXg = 2ρg, (4.33)

em que

ρ =
divX

n
=

(
nλ− S
n

)
. (4.34)

Além disso, o fator conforme ρ satisfaz a seguinte equação (ver por exemplo p.28 em [42]):

∇2ρ = − S

n(n− 1)
ρg. (4.35)

Como ρ é não constante, segue que S
n−1

é um autovalor não nulo do laplaciano, donde S > 0.

Consequentemente, Mn é isométrica a uma esfera Sn(r), em que r =
√
n(n− 1)/S é o raio

da esfera, conforme [31]. Ademais, ρ é uma autofunção correspondente ao primeiro autovalor

não nulo λ1 = S/(n− 1) da esfera Sn(r). Escrevendo

u = −n(n− 1)

S
ρ, (4.36)

obtemos,
1

2
L∇ug = ∇2u = −n(n− 1)

S
∇2ρ = ρg =

1

2
LXg. (4.37)
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Isso completa a prova do teorema. Cabe ressaltar que, a menos de constantes e homotetia,

o resultado do presente teorema é exatamente como no Exemplo 4.2.
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