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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo vamos exibir algumas defini¢oes, resultados e exemplos da teoria basica de
geometria Riemanniana, os quais serao utilizados no decorrer deste curso. Mais especifica-
mente, vamos relembrar os conceitos de variedades diferencidveis, campos de vetores tan-
gentes, métricas e conexoes. Para maiores detalhes recomendamos ao leitor as referéncias
[12, 26, 28].

Nestas notas utilizamos a convencao de Finstein da soma, segundo a qual estard implicita

uma soma sempre que houver indices repetidos e em posigoes invertidas.

1.1 Variedades Diferenciaveis

Definigao 1.1. Dizemos que um conjunto M ¢é uma variedade diferencidvel (Hausdorff e
com base enumerdvel) n-dimensional se existir uma familia de aplicagoes diferencidveis e

mjetivas ., : Uy, CR™ — M de abertos U, de R™ em M, tais que:
(i) M = z(Us);

(ii) Para todo par «, 3, com z,(Uy) Nxs(Us) = W # 0, os conjuntos x* (W) e a:gl(W)

sao abertos em R™ e as aplicacoes :L‘El oz, e T, omxs sio diferencidveis;
(i7) A familia {(Uy, To)} € mdzima em relagdo as condigoes (i) e (i7).

Dado p € x,(U,), a aplica¢ao x,, ou o par (Uy, X,) é uma parametrizagao (ou sistema de

coordenadas) de M em p e X,(U,) uma vizinhanga coordenada em p. Uma familia {(U,, X,)}



satisfazendo (i) e (i) é uma estrutura diferenciavel em M. Denotaremos apenas por M"

uma variedade diferenciavel M de dimensao n.

Observacao 1.1. (a) M ser Hausdorff significa que quaisquer dois pontos de M tém wvizi-
nhangas disjuntas; (b) Dizemos que M possui base enumerdvel para sua topologia se M pode

ser coberto por uma quantidade enumerdvel de vizinhancas coordenadas.

-

Definicao 1.2. Sejam M™ e N" variedades diferencidveis. Uma aplicacao ¢ : M — N é
diferencidvel em p € M se dada uma parametriza¢io y: V C R" — N em ¢(p), eziste uma
parametriza¢io T : U C R™ — M em p tal que o(x(U)) C y(V) e a aplicagio y " opo x:
U CR™ — R" ¢ diferencidvel em x'(p). Dizemos que p € diferencidvel em um aberto de

M se € diferencidvel em todos os pontos deste aberto.

Decorre da condicao (7i) da Definigao que a Definicao independe da escolha das

parametrizagoes T e y.

Definigao 1.3. Um difeomorfismo entre duas variedades diferencidveis M e N € uma apli-
cagao p : M — N diferencidvel com inversa diferencidvel. Neste sentido, p € um difeomor-
fismo local em p € M se existem vizinhangas U de p e V de p(p) tais que o : U =V € um

difeomorfismo.

Definicao 1.4. Diz-se que uma variedade diferencidvel M € orientdvel se admite uma es-

trutura diferencidvel {(Uy, z4)} tal que:

1) Para todo par o, 3, com x,(Uy,) Nxg(Ug) = W 0, a diferencial da mudanca de
B\YB

coordenadas xgl o x, tem determinante positivo.

Caso contrario, diz-se que M é nao-orientéavel. Se M é orientavel, a escolha de uma
estrutura diferenciavel satisfazendo a condicao (i) é uma orientagao para M. Duas estruturas
diferenciaveis satisfazendo a condigao (i) determinam a mesma orientagdo se a uniao delas

ainda satisfaz a condicao (7).

Definigao 1.5. Uma aplica¢io diferencidvel o : (—€,€) — M de um intervalo aberto
(—e€,€) C R sobre uma variedade diferencidvel M, é uma curva diferencidvel em M. Su-
ponha que a(0) = p € M, e seja C°(M) o conjunto das fungoes diferencidveis em M. O
vetor tangente a curva o emt =0 € a fungao o/(0) : C*°(M) — R dada por

d(f o«
oa(0)f = (fdt )t=0.



Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva diferenciavel
a: (—€e) = M com «(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p com as

operacoes usuais de fungoes ¢ um espago vetorial n-dimensional que é denotado por 7M.

Escolhendo uma parametrizagao x : U — M™ em p = x(0) as representantes locais da

fungao f € C°(M) e da curva a nesta parametrizagdo sao respectivamente

fla)=fox(q), ¢=(21,...,2,) €U e a(t)=x""oa(t) = (z1(t),...,2a(t)).
Restringindo f a « e notando que foa = f oda: (—€€e) — R, obtemos

d(foa d(foa
vy = W) _dlied)

- Y ao(3h), - (L R0(55) )0

1= 1=

t=0

Logo, a expressao local de o/(0) em termos da parametrizagao x é:

o/(0) = gx;m)( ).

Note que (8%1-)0 € T,M, pois é o vetor tangente em p a curva coordenada z;

x(0,...,0,2;0,...,0). O fato de {a%, cee ai} ser linearmente independente juntamente
1 Ln
com a expressao local de o/(0), prova que o conjunto {aim, ceey a%} forma uma base coor-

denada para T,M. O espago vetorial T,M ¢ o espaco tangente de M em p.

Proposicao 1.1. Seja ¢ : M™ — N™ uma aplicacao diferencidvel entre as variedades
diferenciaveis M e N. Para cada p € M e cada v € T,M, escolha uma curva diferencidvel
a: (—€€) = M tal que a(0) = p, &/(0) =v. Faga f = poa. A aplicacio dp, : T,M —
Ty N dada por dp,(v) = (¢ o a)'(0) € uma aplicagao linear que nao depende da escolha de

a. FEsta aplicacao é a diferencial de ¢ em p.

Demonstracao. Sejam x : U — M ey : V — N parametriza¢oes em p e ¢(p), respectiva-

mente. A expressao local de ¢ é dada por:

$<Q) :y_l O(pOX(q> — (yl(x17"‘7xm)7"'7yn(x17"‘7xm))
qg=(r1,...,2m) €U e (y1,...,yn) €V

Por outro lado, a expressao local de a é dada por:
G(t) = x " oalt) = (@1(t),. ..,z (t)).
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Portanto,

y loB(t)=goalt) = (yr(xi(t),...,zm®), ..., yn(zi(t),. .., 2m(1))).

Assim a expressao de 4'(0) na base {(%} de T, N ¢ dada por:

Yi
n

0= (25

i=1

n

OYn
:E'-(O),...,Zai

T
a i=1

#(0)), ¢ =x"(p).

%
q

Isto mostra que 5'(0) nado depende da escolha de a. E também podemos escrever

dipy(v) = F'(0)

Oy oy | ... Oy ,
dor|, ez, Iem |, 21 (0)
Oya Oya | ... Oy /
_ ox1 q Oxo q OTm q $2<0)
Oyn|  Oyn| ... Oun 2/ (0
o1 Ozo OTm ”( )
q q q

O

Portanto, dy, ¢ uma aplicagao linear de T, M em T,y N cuja matriz nas bases associadas

as parametrizagoes X e y é precisamente a matriz i,
&rj

Definigao 1.6 (Fibrado tangente). Seja M™ uma variedade diferencidvel. O fibrado tangente

de M € a uniao disjunta de todos os espagos tangentes. Formalmente,

T™ = | J{p} x T,M
peM
O conjunto T'M definido acima tem uma estrutura diferenciavel, ver por exemplo [12].
Agora faz sentido considerarmos a seguinte aplicagao entre variedades diferenciaveis como
segue. Seja X : M — T'M uma aplicagao diferenciavel que a cada ponto p € M associa um
vetor X (p) € T,M. Para esclarecermos a diferenciabilidade de X no sentido da Definigao
1.2, convém considerarmos uma parametrizacao x : U C R" — M para entao escrevermos

para cada p € x(U),

, 0
X(p)=da
(p) = a'(p) T
onde cada a’ : U — R é uma funcao em U e {%} é a base associada a x, 7 =1,...,n. Isso

permite afirmarmos que X é diferencidvel se, e s6 se, as funcoes a* sao diferenciaveis para
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alguma (e portanto para qualquer) parametriza¢ao. Assim podemos considerar X como um

operador atuando em fungoes f € C*°(M) do seguinte modo

(X00) = XGN) = o 0) - 0)

onde f = fox ¢ a expressao local de f na parametrizacio x. Sendo assim, X ¢ diferenciavel
se, e sO se, X f € C*°(M) para toda f € C°(M). Vamos nos referir a aplicagdo X como um
campo de vetores em M e denotaremos X (M) o conjunto dos campos de vetores de classe

C*. Neste contexto, ¢ importante observar que cada campo de vetores é uma aplicagao

X : C®(M) — C>®°(M), R-linear, tal que X(fh) = fXh+ hX f, para toda f,h € C*(M).

Definigao 1.7. Sejam X eY campos de vetores em X(M). Definimos o colchete de Lie dos
campos X eY, denotado por [X,Y] como

(X, Y]f = X(Y[) =Y (X[), feC™(M)

A partir de agora escreveremos por simplicidade 0; para indicar os campos coordenados

a% associados a um sistema de coordenadas locais (z1, ..., x,). Observemos que o colchete

de Lie dos campos de vetores coordenados é:
[0:, 0] f = 0 (9;f) — 0; (9;f) = 0

Proposicao 1.2. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade diferen-
cidgvel M e sejam X = a'0; e Y = b0, as expressoes de X e Y associadas a um sistema de
coordenadas locais © : U — M. Entao existe um tinico campo de vetores [X,Y], dado pela

Defini¢cao cuja expressao em coordenadas locais €é:
(X, Y] = (a'0;t) — b'0;a7) 0; (1.1)
Demonstragao. Para todo f € C*°(M), temos
X(Yf)=d"0,(V0;f) = a0t 0;f + a'b’ 9,0, f.

Analogamente,

Y(X[f)=b'0,(a?0;f) = b'0;d’ 0; f + b'a? 0,0, f.
Trocando 7 por j e j por ¢ na segunda parcela da equacao anterior e usando o fato que
0,0, f = 0;0; f, teremos
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Isso mostra a unicidade local de [X,Y] e portanto podemos defini-lo globalmente, bastando

considerar suas expressoes locais como em (|1.2)). Consequentemente, [X,Y] € X(M). O

E imediato da definicdo acima as propriedade seguintes do colchete de Lie.
Proposigao 1.3. Se XY, Z € X(M), a,beR e f,g € C®°(M), entao:

(a) Bilinearidade:
[aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z]
[(X,aY +bZ] =alX,Y]+b[X, Z]

(b) Anticomutatividade:
(X, Y] = -]V, X]
(¢) Identidade de Jacobi:
[(X, Y], Z] +[[Y. 2], X]+ [[Z, X],Y] =0
(d) [fX,gY] = fglX. Y]+ fX(9)Y — gV (f)X
Definicao 1.8. Chamaremos de semi-espaco H" ao conjunto dado por
H" = {(z1,...,2,) € R"; 2y > 0}.
Um subconjunto aberto V' no semi-espaco H" tem a forma V = U NH", onde U é aberto
em R".
Diremos que uma fungao f : V — R, definida em um aberto V' de H" é diferenciavel se
existir uma funcao diferenciavel f : U — R de um aberto U D V de R”, tal que a restricao

de f a V sejaigual a f. Se f é diferencidvel em V a diferencial df,, ¢ definida por df, = dfp.

Uma defini¢do que generaliza a Definigao [I.1] é a de variedade com bordo. Sua defini¢ao
é praticamente a mesma das variedades sem bordo com a diferenca que as parametrizacoes

tém como dominios conjuntos abertos em semi-espacos do espago Euclidiano, isto é:

Definicao 1.9. Uma variedade diferencidvel de dimensao n com bordo € um conjunto M e

uma familia de aplicagoes fo, : U, C H" — M de abertos U, de H" em M tais que
(i) |JWa) = M;

(ii) Para todo par a, B, com fo(Us) N f5(Us) = W £ 0, os conjuntos f,;*(W) e fﬁ’l(W)

sao abertos em H" e as aplicagoes fﬂ_1 o fo € il o fs sao diferencidveis.
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Definicao 1.10. Um ponto p € M ¢é dito ponto de bordo de M se para um sistema de
coordenadas f : U — M em torno de p se tem f(0,xq,...,2,) = p. O conjunto dos pontos

de bordo de M, é chamado o bordo de M e indicado por OM.

Além disso, é possivel provar que a definicao de ponto de bordo independe do sistema
de coordenadas e que o bordo de uma variedade diferenciavel de dimensao n com OM # () é
uma variedade diferenciavel (sem bordo) de dimensdo n — 1. Para mais detalhes consultar
[13].

As defini¢oes de diferenciabilidade de funcoes, plano tangente, orientabilidade, etc., para
variedades com bordo sao introduzidas de maneira inteiramente analoga as correspondentes

definigoes para variedades diferenciaveis (sem bordo).

Definigao 1.11. Seja M uma variedade diferencidvel. O suporte de uma fun¢ao f: M — R,

denotado por supp(f), € o fecho do conjunto dos pontos onde f nao se anula, isto €,

supp(f) = {p € M; f(p) # 0}.

Se supp(f) € compacto, dizemos que f tem suporte compacto.

Diz-se que uma cobertura X = {X, },c4 de uma variedade diferenciavel M é localmente
finita se qualquer ponto p € M possui uma vizinhanga que intersecta apenas um niimero
finito de conjuntos da cobertura X'. Em particular, p pertence somente a um ntmero finito

de conjuntos de X.

Definigao 1.12. Seja M uma variedade diferencidvel e X = {X,}aca uma cobertura aberta
de M. Uma particao diferencidvel da unidade com relagao a X € uma familia de fungoes

diferencidveis {fo : M — R}aen tais que, para todo o € A,

1. Para todo «, f, > 0.
2. Para todo o, supp (fa) C Xa.

3. Cada ponto p € M possui uma vizinhanga na qual apenas um nimero finito de fungoes

fa sao diferentes de 0.

4oy falp) = 1,¥p e M.

acA



Note que as condigoes 3 e 4 garantem que a colecao {supp (fa)}aca € localmente finita.

Costuma-se dizer que a particao diferencidvel da unidade {f.} estd subordinada a cobertura

X.

Teorema 1.1. Uma variedade diferencidvel M possui uma particao diferencidvel da unidade

se, e sd se, toda componente conexa de M é de Hausdorff e tem base enumerdvel.

Demonstragao. Ver [10] ou [3§]. O

1.2 Meétrica Riemanniana

Definicao 1.13. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M € uma cor-
respondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno g, : T,M xT,M — R (uma
forma bilinear, simétrica, positiva definida) no espago tangente T,M, que varia diferenci-
avelmente no sequinte sentido: Considere um sistema de coordenadas locais (U, x) e sejam

X, Y e T,M. Temos que,
g(X)Y) = (X,Y) = (a'0;,t'0;) = a'V/(9;,0;).

Portanto, dizer que a métrica varia diferenciavelmente € dizer que as fungoes coordenadas
gij - U — R, dada por g;; = (0;,0;), sao fungoes diferencidveis em U. Uma variedade
diferencidvel M com uma dada métrica Riemanniana g chama-se variedade Riemanniana

(M, g).

Utilizando a particao da unidade podemos ver que toda variedade diferenciavel M possui
uma métrica Riemanniana. De fato, seja {f,} uma parti¢ao diferenciavel da unidade de M
subordinada a cobertura {X,} de M por vizinhangas coordenadas. Logo, podemos definir
uma métrica Riemanniana (,)® em cada X,: a induzida pelo sistema de coordenadas, isto
é, considere uma métrica no aberto da respectiva parametrizacao e defina (,)® induzida pela

diferencial desta parametrizacao. Facamos entao

<u’ U>p = fa(p) <u7 U>; (13>

para todo p € M e u,v € T,M. A verificagao da simetria, bilinearidade e diferenciabilidade
sdo imediatas. Agora, se u € T,M é um vetor ndo nulo, entdo (u,u) = fo(p)(u,u), ¢ uma

soma nao-negativa, pois cada termo é nao-negativo. Além disso, cada (u, u)Z‘ > (0 e uma
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das fungoes f,, é estritamente positiva (pois a soma delas é um), portanto (u,u) > 0, o que

mostra a positividade. Assim (1.3)) define uma métrica Riemanniana em M.

Definigao 1.14 (Isometria). Um difeomorfismo F : M — N entre duas variedades diferen-

ciravels € uma isometria se
(u,v) = (dF,(u),dF,(v)),Yp € M e u,v € T,M.

Definigao 1.15 (Isometria Local). Dizemos que a aplicacao diferencidvel ' : M — N €
uma isometria local em p € M se existe uma vizinhanga U C M de p tal que F : U — F(U)

¢ um difeomorfismo de acordo com a definicao anterior.

1.3 Conexao Riemanniana

Definigao 1.16. Uma conexio de Levi-Civita (ou Riemanniana) V em uma variedade Rie-
manniana € uma aplicacao

V:X(M)xX(M)— X(M)
definida por V(X,Y) := VxY que satisfaz as sequintes propriedades:
(1) VixigyZ = fVxZ + gVyZ (C®(M)-linear na primeira varidvel)
(2) Vx(Y +Z) =VxY +VxZ (R-linear na sequnda varidvel)
(3) Vx(fY)=fVxY + X(f)Y (regra de Leibniz)
(4) VxY = Vy X = [X,Y] (simetria)
(5) XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ) (compatibilidade com a métrica)
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € C®(M).

Uma correspondéncia em uma variedade diferenciavel que satisfaca as trés primeiras

propriedades é chamada conexdao afim.

Para provar a existéncia de uma conexdo afim, consideremos dois campos de vetores
X,Y € X(M) e um sistema de coordenadas locais (U, x) em torno de um ponto p € M, de

modo que X = a’0; e Y = /9. Utilizando as propriedades da conezdo afim, deve ocorrer
V)(Y = Vaiaibjf)j = aiVQibjﬁj = a’(&bjﬁj + b]Valﬁj)

9



Para cada i, j escolhemos n-fungoes '}, ..., ' diferenciaveis em U para definirmos Vy,0; :=

ijy g
%0, logo
VxY = a (060; + V'T},0,) = (a'06" + a’V'T) 0, = (X(0*) + a’V'T5)0.  (1.4)

Isso mostra que VxY s6 depende de a;(p), bi(p), das derivadas X (b;) e da escolha de fungdes
Ffj Em outra palavras, se a : I — M ¢é uma curva diferenciavel tal que o/(0) = X,,, then
VxY depende apenas dos valores de Y ao longo de a, isto é, se Y oa = Z o «a, entao
VoY =V Z. Portanto, podemos definir a conexao afim localmente como em , que é

tnica fixada as fungoes Ffj, donde podemos defini-la globalmente em M.

Observe que a primeira parcela da conexao é exatamente a derivada direcional do R",
t da se dest 1 imento das fungoes I'F, a imbol
enquanto que a segunda se destaca pelo aparecimento das fungoes I'j; que sdo os simbolos

de Christoffel da conexao.

Teorema 1.2. Em uma variedade Riemanniana (M, g) existe uma tnica conexdo Rieman-

niana V.

Demonstragao. Provaremos inicialmente a unicidade. Sejam XY, Z € X(M). Suponha que

exista uma conexao Riemanniana V. Utilizando a equagao de compatibilidade, obtemos:

X(Y,Z) = (VxY,Z)+(Y,VxZ)
Y(Z,X) = (VyvZ,X)+(Z,VyX)
Z(X,Y) = (VzX,Y)+ (X, VY.

A simetria de V no ultimo termo de cada uma das igualdades acima, permite reescrevé-las

XY, Z) = (VxY, Z) + (Y,VX) + (Y, [X, Z]) (1)
Y(Z, X) = (VyZ,X)+ (Z,VxY) + (Z,[Y, X]) 2)
Z(X,Y) = (V,X,Y)+ (X, VyZ) + (X,]Z,Y]) (3)

Somando (1) e (2) e subtraindo (3), obtemos:
X(Y,Z) +Y(Z,X) — Z(X,Y) = 2VyY, Z) + (Y, [X, Z)) + (Z,[V, X]) — (X, [Z,Y]).
Portanto,
VXY, Z) = XY, Z) +Y(2Z,X) — Z(X,Y) — (Y, [X, Z]) — (Z,[Y, X]) + (X.[Z,Y]). (15)

10



Logo, se existem duas conexoes Riemaniannas V! e V2, elas devem ser dadas por ,
donde (VLY — V3Y,Z) = 0, para todo X,Y,Z € X(M). Como a métrica ¢ uma forma
bilinear nao-degenerada, VLY = VY, para todo X e Y, o que implica V! = V2.

Para provar a existéncia, basta observar que o lado direito de (|1.5)) s6 depende da métrica
e dos valores de X,Y e Z, logo podemos definir V por esta equacdo. E imediato verificar

que V, assim definida, satisfaz as propriedades desejadas. O

A equacao (|1.5)) é conhecida como formula de Koszul.

Em um sistema de coordenadas (U, x), temos para todo i,j =1,...,n
()
(Ffj - F?i)ak = V,0; — Vp,0; = [0;, 0] 0. (1.6)

Isto equivale a I'¥, = T'*

¥ = I'%., 0 que justifica 0 nome simetria no item (4) da Defini¢ao|1.16, Além

disso, aplicando a féormula de Koszul aos campos de vetores coordenados, obtemos:
2(V,05,0) = 0:(9;,0) + 0;(0, 0;) — 01(0;, 0;).-

Reescrevendo, temos
m 1
L g = E(aigjl + 0;g1 — 019ij)-

Como a matriz (g;;) é positiva definida, segue que ela admite uma inversa (¢*/). Multiplicando

ambos os lados da igualdade acima por g¢**, e observando que g¢,;g"* = 6, encontramos

m?

explicitamente
1
Iy = Eglk(aigjz + 01 — 019ij) (17)

que é a expressao para os simbolos de Christoffel da conexao Riemanniana em um sistema

de coordenadas qualquer.
Alternativamente, podemos obter a conexao Riemanniana, bastando definir uma conexao

afim por meio da expressao em (|1.7]), esta por sua vez esta unicamente determinada e cumpre

as propriedades desejadas.

Definicao 1.17. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana, p € M e U uma vizinhanc¢aa de

p em M onde € possivel definir campos 0y,...,0, € X(U), de modo que em cada q € U,

os vetores {0;}, i = 1,...,n, formam uma base de T,M, dizemos que {0;} é um referencial
movel. Se o conjunto de campos {01,...,0,} formam wma base ortonormal de T,M para
cada q € U, dizemos que {0;}, i =1,...,n, € um referencial ortonormal.
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Capitulo 2

Tensores em Variedades Riemannianas

Para um maior aprofundamento dos assuntos que abordaremos neste capitulo recomendamos

ao leitor as referéncias 26}, 32], 38)].

Definigao 2.1. Um (1,r)-tensor em uma variedade diferencidvel M é uma aplica¢ao

T:X(M)x...xX(M) — X(M)

(r)

multilinear sobre o anel C*°(M) das fungées diferencidveis em M. Enquanto que, num

(0,7)-tensor, o contradominio é C*(M). Formalmente,
T(Yi,.. . fX +hY,....Y)) = fT(Ys,....X,....Y.)) + hT(Yi,....Y,...,Y})
para todos X, Y € X(M) e f,h € C®(M).
O valor do campo T'(Y7,...,Y,) (ou da fun¢ao no caso de (0,7)-tensores) num ponto

p € M depende unicamente dos valores dos campos de vetores Y7, ..., Y, € X(M) no ponto

p. Isto é,se Zy,...,Z, € X(M) sao tais que Y;(p) = Z;(p) (1 < j <r). Entao
T(Y,....Y ) (p) =T(Z,...,Z)(p).

Com efeito, para provar este fato, primeiramente vamos considerar campos Xi,..., X, €
X(M) e supor que para algum j, X;(p) = 0. Em uma vizinhanga coordenada U de p, temos
X; = a'9;. Seja ¢ uma fungao bump em p, com suppyy C U e ¢(p) = 1. Assim, a funcio
Ya' € C°(M) e o campo de vetores 9; € X(M), para cadai = 1,...,n. Consequentemente,
V(X X, X)) =T(X, 02X, X)) = T(X, .. 0ad oy, .., X))
= Yad'T(Xy,..., 00, ..., X,).
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Como cada a‘(p) = 0 e ¥(p) = 1, segue que T(Xy,...,X;,...,X,)(p) = 0. Agora por
hipotese Y;(p) = Z;(p) para todo j, isso vai implicar pelo fato anterior e pela multilinearidade
de T que

TV, .. Y)(p) = T(Z, ... Z)(p) = 0,

conforme haviamos afirmado. A este fato vamos nos referir como o cardter pontual dos

tensores.

Exemplo 2.1. O tensor métrico g : X(M) x X(M) — C*°(M) que faz corresponder a cada
pontop € M e a cada par X,Y € T,M, o produto interno de X eY na métrica Riemanniana

de M, isto €, g,(X,Y) = (X,Y) , € um (0,2)-tensor e suas componentes no referencial {0;}

p7
sao os coeficientes g;; da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas dado.

Exemplo 2.2. Toda k-forma diferencial w em M € automaticamente um (0, k)-tensor em

M.

Observacao 2.1. Em uma variedade Riemanniana a métrica Riemanniana faz corresponder

a cada campo diferencidvel X € X(M) a 1-forma diferencial wx € X*(M) dada por
wx(Y)=(X,Y), paratodo Y € X(M).

E imediato que wx estd unicamente determinada. Neste sentido, temos um (0,1)-tensor

X X(M) — C=(M), dado por
X(Y)=(X,Y), paratodo Y € X(M).

Também serd conveniente considerarmos o isomorfismo musical #: X*(M) — X(M), ou
seja, a inversa da aplicacdo canénica ”: X(M) — X*(M) que associa cada campo X € X(M)
ao seu dual X”.

Mais geralmente, dado um (0, r)-tensor 7" em uma variedade Riemanniana (M, (,)), pode-

mos identifica-lo com um (1,7 — 1)-tensor 7" mediante a métrica Riemanniana (, ), fazendo

(T(Yi,....Y, 1), Y,) :=T(Ys,....Y,). (2.1)

Por simplicidade de notacao, e desde que nao teremos perigo de confusao, omitiremos o
W~

no (1,7 — 1)-tensor correspondente ao (0,7)-tensor 7. Em particular, o tensor métrico

g, serd identificado com o (1, 1)-tensor identidade I em X(M).

Em uma variedade diferenciavel é possivel estender a nogao de derivada covariante a

tensores como veremos agora.
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Definigao 2.2. A derivada covariante de um (1,r)-tensor T € um (1,r+1)-tensor VT dado

por

VT(X,Y1,....Y,) =Vx(T(Y1,...,Y,)) = T(VxYi,...,Y,) — ... = T(Y1,...,VxY,)  (22)

Para cada X € X(M), define-se a derivada covariante VxT de T em relagio a X como

um tensor de mesma ordem que T dado por
VxT(Y1,...Y,) =VT(X,Yy,...,Y,).

Analogamente a derivada covariante de um (0, r)-tensor 7" é um (0, r+1)-tensor V1" dado
por (2.2).

Observacao 2.2. Dizemos que um tensor € paralelo quando VT = 0.

Exemplo 2.3. Em uma variedade Riemanniana (M,g) com a conexdo de Levi-Civita V,

temos que Vg = 0. (A derivada covariante do tensor métrico é o tensor nulo). Com efeito,

dados Y1,Ys, X € X(M), teremos

Vg(Xv Y17Yv2) = (VX9)<Y17}/2)
= VX(Q(YMYQ)) _Q(VXYhYQ) _g(Yl,VXYQ)
= g(VxY1,Y2) +g(Y1,VxY2) — g(VxY1,Y2) — g(Y1,VxY3) =0

Exemplo 2.4. Utilizando a Observagao a deriwada covariante de wyx em relagao ao

campo Z € X(M) € tal que, para todo Y € X(M),
(Vzwx>(Y) = Z(wx(Y)) — wX(VZY) = Z<X, Y> — <X, VZY>
= (VX V) + (X, VzY) — (X, VzY)
= (VzX,Y)=(VX(2),Y).
Decorre dai que V zwx pode ser identificado ao campo V z X, ou equivalentemente, Vwx pode
ser identificado ao operador VX . Isto mostra que a derivada covariante de tensores € uma

generaliza¢do da derivagdo covariante de campos (derivar um campo é o mesmo que derivar

covariantemente o seu dual).

Definigao 2.3. Seja T' um (1, 1)-tensor. Define-se a derivada covariante de sequnda ordem

V2T = VT como o (1,3)-tensor, dado por
VT(X,Y,Z) = (VxVyT)(Z) — (Vv T)(2).
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Isso se justifica pelos cdlculos sequintes:

VVT(X,Y,Z) = (VxVT)(Y,Z)
= VxVT(Y,Z) = VT(VyY,Z) = VT(Y,VxZ)
= VxWWT(2) = VxT(VyZ) = Vo iy T(Z) + T(Veo v Z)
—VyT(VxZ) + T(VyVxZ).

Reagrupando as duas primeiras parcelas com as duas ultimas, temos

VVT(X,Y,Z) = {VxVWT(Z)-VxT(VyZ)—-VyT(VxZ)+T(VyVxZ)}
—{VeyT(Z) = T(Vvyy2)}
= AVx(WT)(2) = (WT)(Vx2)} = {VeyT(Z) = T(VvivZ)}
= (VxWT)(Z) = (Vo T)(2),

que estd de acordo com a defini¢ao.
Para cada X,Y € X(M), define-se a derivada covariante de sequnda ordem V%QYT em

relacdo a X,Y como um tensor de mesma ordem que T', dado por
ViyT(Z) :=V’T(X,Y,Z).
Novamente, observamos que quando 7" é um (0, 1)-tensor, o processo descrito da Defini¢ao
2.3 até aqui, é analogo.
Motivados pelo resultado do Exemplo , para cada Z € X(M), convém considerar o

(1,1)-tensor VZ : X(M) — X(M) dado por VZ(X) = VxZ. Assim, pela Definigao 2.2]

teremos o (1, 2)-tensor dado por

ViyZ = VVZ(X)Y)
= Vx(VZ(Y)) = (VZ)(VxY)
= VxVWwZ - Vy.vZ, (2.3)

para todo X,Y € X(M). Analogamente,
VixZ = VyVxZ—Vy,xZ. (2.4)
Subtraindo de obtemos, para cada Z € X(M), o (1,2)-tensor dado por
ViyZ —VixZ=VxVyZ - VyVxZ —VixyZ. (2.5)
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Fazendo Z variar na equacao ([2.5)) obteremos um (1, 3)-tensor, bastando provar a lineari-

dade em Z. O que motiva a definicao seguinte.

Definicao 2.4. Seja M uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de Riemann € o
(1,3)-tensor
R:X(M)xX(M)xX(M)— X(M)

dado por
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ =V xyZ. (2.6)

Observemos que a nota¢ao R(X,Y, Z) também é adequada para este tensor. Além disso,
alertamos que alguns autores costumam considerar o tensor curvatura com um sinal trocado
de . Neste caso as definigoes que dependem do sinal deste tensor devem ser trocadas
de acordo com a defini¢ao escolhida, tomando por referéncia que a curvatura seccional (cf.

Def. a frente) da esfera canonica unitaria seja 1.

Exemplo 2.5. Seja M = R", entao R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z € X(M). De fato,
seja Z = (z1,...,2n), entio VxZ = (Xz1,...,Xz,) e VyZ = (Yz1,...,Yz,). Logo,

VvaZ = (XYZl,. .. ,XYZn)7 VvaZ == (YXZl,. .. ,YXZn)

VixyZ = (X, Y]z1,...,[X,Y]z,).
Portanto, R(X,Y)Z =VxVyZ = VyVxZ —Vxy)Z = 0.
Usando o tensor métrico podemos definir o tensor curvatura como sendo o (0, 4)-tensor
R:X(M)xX(M)xX(M)xX(M)— C>*(M)

dado por
R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W)

Proposicao 2.1. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades:
1. RIX,)Y, ZW)=—-R(Y, X, Z,W)=R(Y,X,W,Z).
2. RX,)Y,Z,W)=R(Z W X,Y).
3. R(X,)Y)Z+ R(Y,Z2)X + R(Z,X)Y =0 (primeira identidade de Bianchi).
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4. (VxR)Y, Z, W)+ (VyR)(Z, X, W) + (VzR)(X,Y,W) = 0 (sequnda identidade de
Bianchi).

Observemos que no item [4] as vezes, sera mais conveniente que o tensor curvatura seja
considerado com a notagao R(X,Y, 7). Mas, independentemente disto, sempre teremos o
(1,4)-tensor (VxR)(Y,Z,W)=VR(X,Y,Z,W).

Dizemos que um referencial ortonormal {ey,...,e,} em um aberto U C M é geodésico
em p € U se (V.,e;)(p) =0 para todos 7, j = 1,...,n.

Para uso posterior vamos estabelecer as seguintes notagoes:

R(ei, €j, Gk) = Rz‘jk e Vei = Vl

Deste modo, vamos escrever X = a’e;, onde {eq,...,e,} é um referencial geodésico em
? 7 ) )

p € M, para observar que o carater pontual de Ve; nos permite deduzir que, em p,
(Ve)(X) = (Vxe;) =’ (Ve,e;) = 0.
Assim podemos reescrever (em p) a segunda indentidade de Bianchi, como segue
ViR + VR + ViR = 0.

As vezes, também seré conveniente reescrever o tensor curvatura R na bem adequada notacao
seguinte:

R(X,Y,Z) = [Vx,Vy]Z — VixyZ.

Entao, para um referencial geodésico {ey,...,e,} em um ponto p € M, temos para todos

i,7,k,l=1,...,n (em p)

Rjkl = R(ej, ek)el = [Vj, Vk]el

[VZ‘, R(ej, 6k)]€l = VZ-R(GJ-, ek)el — R(ej, ek)Viel = ViRjkl = [V,, V]Vk - kaj]el
= [Vi, [V, Vil

Além disso, vamos observar que Identidade de Jacobi ainda é valida na forma
[Vx, Vv, Vz] +[[Vy, V2], Vx] + [[V2, Vx], Vy] = 0.

Alertamos que estas observagoes serdo de extrema importancia para a prova do item [4 da

proposicao anterior.
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Demonstra¢do da Proposi¢do 2.1 A primeira parte de[I]segue diretamente da definigao
de R. Para provarmos a segunda parte, note que a linearidade nas duas ultimas parcelas,
nos permite afirmar que segunda igualdade é equivalente a (R(X,Y)Z, Z) = 0, uma vez que
podemos usar a identidade de polarizagao em Z para obter o resultado desejado, deste modo

vamos calcular

(R(X,Y)Z,Z) = (VxVyZ,Z) = (VyVxZ, Z) — (VixyZ, Z)
= X(VyZ,Z) = (VyZ,NxZ) =Y (NxZ, Z) + (VxZ,Vy Z)

—%[X, Y](Z, 2)
_ %X(Y(Z, 7)) — %Y(X(Z, 7)) — %[X, Y](Z, 2)
_ %[x, Y|(2,7) — %[X, Y](Z,2) = 0.

Agora vamos provar [3| para isso usamos a definicao para escrevermos

R(X,Y)Z+ R(Y,Z2)X + R(Z,X)Y

— VxVyZ = VyVxZ = VixyiZ + Vy VX = V7V X = VygX
FV VXY = VxV,Y — ViV

= Vx(VyZ = VYY) 4+ Vy(VsX = VxZ) + Vz(VxY — VyX)
—VixyZ — ViyzgX — VizxY.

Em seguida, usamos a simetria da conexao e a identidade de Jacobi para campos de vetores

CoImo segue:

R(X,Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z, X)Y
= Vx[Y.Z]+ Vy[Z, X|+ Vz[X,Y] = Vxy)Z = V21X = VizxY
= XY Zll+ [V [2,X]| + [2,[X, Y]] = 0.
O item [2 ¢ uma consequéncia puramente algébrica de [I] e [3], vejamos:
RIX,Y,Z,W) = —R(Y,Z,X,W)— R(Z,X,Y,W)
— R(Y,Z,W,X)+ R(Z X, W,Y)
— —R(ZW,Y,X)— RW,Y,Z,X) — RIX,W,Z,Y) — R(W, Z,X,Y)
— 2R(Z,W,X,Y)+ RW,Y,X,Z) + R(X,W,Y, Z)
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Assim, R(Z, W, X,Y)=R(Y, X, W, Z).
Para a prova de , basta considerar um referencial geodésico {ey,...,e,} em um ponto

p € M. Neste caso, para todos i, 7, k,l = 1,...,n, temos (em p)
(ViR)(ej, e, e1) = ViR = [Vi, R(ej, ex)ler = [Vi, [V, Vi]]er.
Entao,

ViR + VRiu+ ViR = [Vi,[V;, Villee + [Vj, [Vi, Viller + [V, [Vi, Ve
= ([Va, V5 Vil + V5, [V, Vil + [V, [Vi, Vil e = 0.

A partir do tensor curvatura definiremos os seguintes entes geométricos:

Definicao 2.5. A curvatura seccional K,(o) no ponto p € M sequndo um subespago bidi-
mensional o C T,M, € definida por

(R(z,y)y, )

Kplo) = 2 A yl?

Y

onde x,y € o sio vetores linearmente independentes e |t A y|*> = |z||y|? — (z,y)*>. Convém

considerarmos também a notagio Ky(x,y) = Ky(0).

Segue-se da Algebra linear que esta definicdo nao depende da escolha dos vetores x,y que

geram o. Além disso, note que, se {eq,...,e,} é¢ uma base ortonormal de T,M, temos
Kij = K(€i, ej) == <R(€l‘, ej)ej, €Z'> == R(ei, Gj, ej, 61') =. Rijji-

Fixemos um vetor v € T,M, de modo que {v,ey,...,e,_1} seja uma base ortonormal de
T,M. Vamos considerar todas as possiveis curvaturas seccionais dos planos que podemos
gerar com v e tomar a média

1 n—1
Ric,(v) == Z K,(v,e;).

n—1
=1

Esta é a que chamaremos de curvatura de Ricci no ponto p segundo v. Deste modo, podemos

novamente considerar a base ortonormal {ey,...,e,} C T,M, para calcularmos a média

I . 1
R, ZRZ%(@J') BRG] Z Ky (ej, ).
j=1 ]
Associado a estas fungoes curvaturas temos.
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Definicao 2.6. Definimos o tensor de Ricci como o traco do tensor curvatura de Riemann.
Isto é, se {e1,...,e,} CT,M € uma base ortonormal e u,v € T,M, entao para cada p € M
o tensor de Ricct € dado por

n n

Ric(u,v) = Z(R(ei, u)v, ;) = Z(R(ei, v)u, ;) = Ric(v,u),

i=1 =1

onde a sequnda igualdade seque da Proposi¢ao e prova que o tensor de Ricci é simétrico.

Retornando a base ortonormal {v,ey,...,e,—1} C T,M, vamos deduzir que

n n—1

Ric(v,v) = Z(R(ei,v)v, i) = Z K(e;,v) = (n — 1)Ric(v). (2.7)

=1 i=1

Tomando o trago na equagao ([2.7)), obtemos

S = Z Ric(ej,ej) = (n—1) Z Ric(ej) = n(n — 1)s,

J=1

isto é,
S
n(n—1)

Por isso, chamaremos S de curvatura escalar, enquanto que s sera chamada de curvatura

= S.

escalar normalizada.

Recordemos agora o seguinte fato sobre EDO: Seja X um campo diferencidvel de vetores
em M. Dado p € M, eziste uma vizinhanga U C M de p, um intervalo (—¢,e), € > 0, e
uma aplicagao diferencidvel ¢ : (—e,e) x U — M tais que a curva t — @(t,q), € a unica
curva diferencidavel satisfazendo % = Xytq) € 9(0,q) = q, para todo t € (—¢,e) eqe U.

Observemos que este resultado é apenas uma extensao para M™ do teorema fundamen-
tal de existéncia, unicidade e dependéncia das condigoes iniciais das equagoes diferenciais
ordinérias. De fato, basta observar o carater local deste tltimo, juntamente com o difeomor-

fismo local de M™ com R".

Sejam X,Y € X(M) e ¢ : (—e,e) x U - M o fluxo de X. Consideremos, para cada
t € (—¢,¢), o difeomorfismo ¢; : U — ¢;(U) dado por ¢;(q) = ¢(t,q). A derivada de Lie de
Y com respeito a X é o campo de vetores que a cada p € M associa ao vetor tangente dado
por
1

d _ : -
(LxY), = = | de Woip) = lim — [doy Yo — Yol (2.8)
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Como ;' = ¢p_y e ¢, 0p_; = i4, temos a seguinte equivaléncia com a definicio (2.8)

.1 ) 1 1
(LxY)p = lim =dp[(Vo) — dpeY)] = limdp [~ (Vo) — drY)] = lim = Yo, ) — diarY .

t—0 t

Na tltima igualdade utilizamos que lir% dy_; = 14. Este fato segue da definicao de vetor
—

tangente e da dependéncia continua de ¢(t,q) com relagdo a t e q.

Fato 2.1. Para todo X,Y € X(M) vale a igualdade:
LyY =[X,Y].

Este fato mostra que o campo de vetores [X,Y] também pode ser interpretado como
uma derivagao de Y ao longo das trajetorias de X. Para prova-lo, convém alertarmos para

o seguinte resultado.

Fato 2.2. Sejam U um aberto de M, ¢ : (—g,e) x U — R uma fungao diferencidvel, tal que
¥(0,p) =0, para todo p € U. Entao, erxiste uma funcao diferencidvel h : (—e,e) x U — R,

satisfazendo
wltp) = 1h(tp) e 2| = hop) (2.9)
Demonstracao.
[T 9u(st,p) _ [ O(st,p) _
Wt p) = /0 Stas = thit.p) = /0 st = vit.p).
]

Fato 2.3. Sejam ¢ : M — M um difeomorfismo, p € M e f uma funcdo diferencidvel em
uma vizinhanga de p(p). Entao para todo X € X(M) wvale a regra da cadeia

(dQOpo)w(p)(f) = Xp(f 0 )

Demonstragao. Seja a uma curva diferenciavel em M tal que a(0) = p e o/(0) = X,,. Pela

defini¢do apresentada na Proposi¢ao [L.I] temos

d

(depXy)o(£) = (9o @) (0)(f) =

(fopoa)=X,(fop).

t=0
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Demonstragao do Fato[2.1 Para cada f € C*°(M), consideremos a seguinte fungao diferen-
ciavel ¢ : (—¢e,¢e) x U — R, dada por ¢(t,p) = fow(t,p) — f(p). Note que ¢(0,p) = 0 para

todo p € U, entao pelo Fato existe h satisfazendo (2.9)) e como % = X(tp), teremos

folp) = fo) +th(t,p) o X,(7) = o] (Fo) =h(0.p)

Assim,
(ExY)f) =l [(do- Vo) () — V()]
1
= lim = Yo (f 0 90) = Yo (f)]
= i [V (F — 1) ~ Y1)
— 1t ;Yo (1) = Y]l Yo ).

Agora basta usar a definicao de vetor tangente para concluir que

(LxY)p(f) = Xp(Yp(f)) = Yo(Xp(f)).
O

A derivada de Lie pode ser estendida para tensores. Para tanto, vamos focar nossa

atencao para os (0, r)-tensores 7. Os resultados para os (1, 7)-tensores sdo analogos.

Novamente vamos considerar um campo de vetores X € X(M), o seu fluxo ¢ : (—¢,¢) x
U — M, e para cada t € (—¢,¢), o difeomorfismo ¢, : U — ¢;(U) dado por ¢;(q) = ¢(t, q).
A derivada de Lie de T' com respeito a X é o (0,7)-tensor LxT que a cada p € M associa

ao operador dado por

(EXT):D = i

* 1 *
dt (Spt T)p = 12% z [‘pt T@(tvp) - TP]'

t=0

Para o caso de fungoes f € C*°(M), devemos interpreté-las como 0-tensores, de modo

que ;[ = f oy implica

@HE =L (fou).

d
(Exfo =7 t=0 - dt t:O(

dt

Ademais, é valida a seguinte propriedade da derivada de Lie para um (0, r)-tensor 7' em M

(LxT)(Vi,...,Y;) = X(T(V, .. V) = T(X. Vi), Y, Vo) = = T(Yi, ... Yo, [XY)).
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Por simplicidade, fagamos a prova deste fato para um (0, 2)-tensor 7T'. Vejamos:
N
(‘CXT)p(Yv Z) = %lj% g [Spt Tso(tap) (Y7 Z) - TP(Y7 Z)}
1
= 11_2% ; |:T<Pt(P) (ngtY, dSOtZ) - TP<Y7 Z)}
1
= lim— [Tw(p) (dgptY - Y@t(p) + Yw(p) , dpZ — Zgot(p) + Z@t(P)) - TP(Y7 Z)]

t—0 t

Pela bilinearidade de T,

. 1
(ﬁXT)p(Ya Z) = %1_{% Tcpt(p)(g(d@ty - Ysot(p))a dprZ — Z%(p))

_ 1
+ llj% Tou(p) (; (dprY = Yo, )), Z%’t(P))

1

;(dgotZ - Z@t(ﬁ)))

+1m % Ty Yout0)s Zioutw) — (Y, Z)]
= —T,(X,Y],2) - T,(Y,[X, Z]) + X(T(Y, Z)).

+ 11_{% th (p) (Yeot (p)>

Em particular:
(i) Para um (0, 2)-tensor métrico g em M

(Lxg)(Y,Z) = g(Vy X, Z) + g(VzX.Y). (2.10)

(ii) Para o (0, 1)-tensor dado pela diferencial df de uma fungao f € C*°(M)

Lxdf = dLxf.

Relembremos que a diferencial exterior dw de qualquer 1-forma diferencial w em M é dada
por

dw(X,Y) = X(w(Y)) - YV(w(X)) - w([X,Y]). (2.11)

Portanto, a Formula de Koszul (1.5) da conexao Riemanniana de (M, g) pode ser reescrita

como uma equagao entre os (0, 2)-tensores:
2VY = dwy + ,Cyg.

Para maiores detalhes sobre derivada de Lie recomendamos o livro de John Lee [26].
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2.1 Operadores Diferenciais

A derivacgao covariante de tensores permite estender as variedades Riemannianas certos ope-
radores diferenciais (gradiente, laplaciano, etc.) de uso frequente no R". Passaremos a uma
exposigao de alguns destes operadores. Em tudo que segue, (M, (,)) denotara uma variedade
Riemanniana de dimensao n com métrica (,) e conexao de Levi-Civita V.

Relembremos que um referencial ortonormal {e, ..., e,} em um aberto U C M é geodésico

em p € U se (V.,e;)(p) =0 para todos 1 <1i,j < n.

Definicao 2.7. Seja f : M™ — R uma func¢ao diferencidvel. O gradiente de f é o campo
vetorial diferencidvel V f, definido sobre M por

(Vf, X) =Vxf=X(f)=df(X) (2.12)
para todo X € X(M).

Relembremos que todo campo de vetores Y € X(M) pode ser escrito localmente em

termos dos campos coordenados 01, ..., d, como segue:
—
Y = g"v:0;,

em que y; := (Y, ;). De fato, primeiro escreva Y = a*9j,, em seguida note que (Y, d;) = a*gy;
implica a' = ¢"(Y,d;). Em particular, escrevendo f; := (Vf,0;) = 0;f, a expressao local

para o campo de vetores gradiente é:

/= g L0 (2.13)
Se {e1,...,e,} ¢ um referencial ortonormal local. Entao, f; = e;(f) e
Vi=> fe (2.14)
i=1

Além disso, é imediato das propriedades de derivagao, que para f,h € C°(M), vale:
V(f+h)=Vf+Vh e V(fh)=hVf+ fVh.

Definigao 2.8. Seja X um campo de vetores diferencidvel em M. A divergéncia de X € a

fungao diferencidvel divX : M — R, definida por
divX(p) = tr{v — V,X(p)}, (2.15)
onde tr denota o trago do operador linear v € T,M — V,X(p).
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Seja X um campo diferenciavel em M e {ey,...,e,} um referencial ortonormal em uma

n
vizinhanca aberta U C M. Se X = Zaiei em U, entao

=1

n

divX(p) = > (ei(a;) = (Ve,e:, X)) (2.16)

i=1
Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, temos que

n

divX(p) = eilas). (2.17)

i=1
De fato,

n n n

divX = > (Ve X&) = (ei(X,e;) = (X, Vo) = Y (ei(a;) — (Veei, X)),

i=1 i=1 i=1
o0 que prova nossa afirmacao. Além disso, uma conta direta, prova que para todo X,Y €

X(M)e f: M — R, vale:
div(X + V) = divX + divY e div(fX) = fdivX + (Vf, X).

Definigao 2.9. Seja f : M — R uma func¢ao diferencidvel. O laplaciano de f € a fungao
Af: M™ — R dada por
Af =divVf. (2.18)

Sendo assim, para f,h € C*°(M), tem-se

A(fh) = div(V(fh)) = div(hVf) + div(fVh)
= hdivVf+ (VR V) + f divVh + (V £, Vh)
= hAf + fAR+2(Vf,Vh). (2.19)

Definigao 2.10. Seja f : M — R uma funcao diferencidvel. Definimos o hessiano de f

como o (1,1)-tensor, dado por
(V2f)(X) =VxVf, VX €X(M). (2.20)
Ou como (0,2)-tensor, dado por

VIF(X,Y) = (VxVLY) = Viy (). (2.21)
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A ultima igualdade em (2.21)) é motivada pela defini¢cdo apresentada na equagao (2.4) e

do fato a seguir:

(V)(X),Y) = (VxVEY)=X(VEY)— (Vf,ViY)
= X(Y() = (VaV)(f) = Vay (f)- (2.22)

Além disso, também teremos

(V2NH(Y), X) =Y(X(f)) = (Vv X)(f) = VT x(f)- (2.23)

Subtraindo (2.23)) de (2.22)) obtemos

Viy (f) = (V2 )(X),Y) = (V2 )(Y), X) = V3 x(f),

ou seja, “o (0,2)-tensor V2f : X(M) x X(M) — C°°(M) ¢é simétrico”. Ademais, é imediato
de (2.20) que para cada p € M, vale

tr{v = (V2f)(v)(p)} = divV f(p) = Af(p). (2.24)

Outros trés fatos importantes sao:

vdf = V*f,
RX,Y)Vf = (VxVI)(Y) = (Vy V) (X), (2.25)
ﬁvfg = 2V2f.

Os dois primeiros seguem imediatamente da definicao de derivada covariante de tensores

e da definicao do operador hessiano, enquanto que o terceiro é imediato da equacao (2.10|).

Finalizando esta secc¢ao, afirmamos que uma conta direta prova a proxima equagao

LAV TP = V(Y f,). (2.26)

2.1.1 Orientacao e o Teorema da Divergéncia

Sejam M™ uma variedade Riemanniana orientéavel, v; € T,M e {ey, ..., e,} uma base ortonor-

mal positiva de T, M. A n-forma diferencial w definida em cada ponto p € M por

wy(v1, ..., v,) = det((v;, €5)) = volume orientado {vy,...,v,}, (2.27)
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é chamada o elemento de volume (ou forma volume) de M, o qual também denotaremos
por dM. E imediato que w estd bem definida, isto ¢é, wy(v1, ..., v,) ndo depende da base
ortonormal positiva escolhida.

Suponha agora que M é uma variedade com bordo M. Denotamos por v o campo
unitario normal exterior a M ao longo de M. A orientagao de M induz uma orientagao em
OM como segue: dado p € M e dada uma base 8 = {uy,...,u,—1} C T,0M, dizemos que

B & positiva se {v,uy,...,u,—1} ¢ uma base positiva de T,M.

Definigao 2.11. Seja M™ uma variedade Riemanniana orientada e X € X(M). O produto
interior de uma k-forma w na dire¢ao de X € a (k—1)-forma txw definida através da sequinte

regra:
(txw)p(v1, .. vk—1) = Wp(Xp, U1, .o, Uk—1) (2.28)

para todop € M ewvy,...,vs—1 € T,M. Também denotamos txw por X w.

Por exemplo, se w é a forma volume de M e v o normal unitario exterior a M ao longo

de OM, segue de (2.27) que vow ¢é a forma volume de dM induzida por M.

Proposicao 2.2. Seja M™ uma variedade Riemanniana orientada, com elemento de volume

dM. Entao

d(X adM) = (divX)dM (2.29)
para todo X € X(M)
Demonstragao. ver [13] O

Precisaremos da seguinte versao do teorema da divergéncia:

Teorema 2.1. Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta orientada e X € X(M). Se
o bordo de M é munido com a orientagdo e a métrica induzidas por M e v denota o normal

unitdrio exterior a M ao longo de OM, entdo

/ (divX)dM = [ (X, 0)d(0M)
M oM

Demonstracao. Segue da Proposigao e do teorema de Stokes, ver por exemplo [26], que
/ divX dM = / d(XdM) = / XidM = [ (X" +X*)adM
M M oM oM

:/ (X, vyv)udM = (X, v)vadM = (X,v) d(OM).
oM oM oM
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Note que no caso de v ser o normal unitario interior a M ao longo de dM, o segundo

membro da igualdade no Teorema [2.1] muda de sinal.

As formulas da proposicao a seguir sao conhecidas como as identidades de Green.

Proposicao 2.3. Sejam f,h : M — R funcgoes suaves e v o campo de vetores normais

unitdrios exterior a M ao longo de OM, entao:

(a) (Primeira identidade de Green)

_ of
/ hAfdM — / (Vf, vh>dM+/8 hotd(0M) (2.30)
(b) (Segunda identidade de Green)
B of  ,oh
/ (hAF = AWM = | (b = J50dOM). (2.31)

Demonstracao. Para o item (a) aplicamos o teorema da divergéncia ao campo X = hVf. O
item (b) segue agora imediatamente de (a), trocando h por f em (a) e subtraindo membro

a membro as duas identidades assim obtidas. O

2.1.2 Tensores e os Operadores Diferenciais

Nesta secao veremos algumas importantes propriedades dos tensores as quais envolvem os
operadores diferenciais e sao tteis em analise geométrica. Nosso primeiro trabalho sera

definir um produto interno entre tensores.

Seja (x1,...,x,) um sistema de coordenadas locais em uma variedade diferenciavel M™
com métrica Riemanniana g = (), {01,...,0,} o referencial coordenado e {ey,...,e,} um

referencial ortonormal. O trago de um (0, 2)-tensor 17" é dado por
tr(T) = T(eie:),

ou ainda,

tr(T) = g9T(8,.9;) = g9 9(T(D5). 3y). (2.32)

Observemos que T(9;) = gk g(T(8;), )0, = g g(0;, T*(0x))0;, onde T* & o operador adjunto

de T. Consideremos outro (0, 2)-tensor S e seus respectivos (1, 1)-tensores, dados por
T(X,Y) = (T(X),Y) ¢ S(X,¥) = (S(X),Y). (2.33)
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Desta forma, temos 7' : X(M) — X(M) e S : X(M) — X(M). Além disso, S* : X(M) —
X(M) ¢é tal que (S(X),Y) = (X, S

Vejamos:

*(Y)). Vamos procurar uma expressao para tr(7'S*).

2

tr(TS") g7g (TS)(,),8;) = g g (T (5(8y)) , &)
= ¢"g(T(g"9(8:, S(61))D), 0;)
= g7g"g(S(0r), 8:)9(T (), 0;) = g” g*' Sk Th;.

A simetria da matriz (¢”) e uma renumeragao nos indices permite-nos escrever
tr(TS*) = g% "' T;;Su. (2.34)
Assim, em {ey, ..., e,},
(TS%) = > TySy =Y g(T(e:),e;)g(S(e:),e))
i, 0]
= D 9(T(e:). ) 9(S(ei). e5)e;) = Y g(T(es), S(er)),
i J i

(TT") = 3" g(T(e). T(e)) = 3 [T (2.35)

tr(Tg*) = Z g(T(e),I(e;)) = Z g (T(e;),e;) = tr(T). (2.36)

As relagoes (2.34) e (2.35) nos mostram que podemos definir um produto interno entre
os (0,2)-tensores T e S, fazendo
(T, S) :=tr(T'S"). (2.37)
Este é conhecido como produto interno de Hilbert-Schmidt.

Independentemente da equagao ([2.34)), podemos escrever

tr(7S*) = Z(TS*(&'),Q):Z<S*(ei)>T*€i>

_ Z<Z<S*ei’€j>ej7Z<T*(ei)7€k>ek>

= Z<€i7 Sej>(ei,Tek>(5f = Z(ei, S€j><6i,T€j>
- Z < Z<6i7Tej>ei; S€j> = Z(T@j, Sej>. (2.38)
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Exemplo 2.6. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional. Definimos o tensor

sem trago de um tensor T por

jz’ =T — tr(T)
n
Entao
. tr(T tr(T)?
n n
Assim,
TP > tr(T)?
n )
ocorrendo a tqualdade se, e so se,
tr(T
T= ( >g.
n
Em particular, se T = V2 f, temos
A 2
V2 fI? > G (2.39)
n

Proposicao 2.4. Para todo campo de vetores diferencidvel X e Y em uma variedade Rie-

manniana (M™, g = (,)), sao vdlidas as segquintes formulas:
1. A(X,Y) =div((Lxg)(Y)) + div((Lyg)(X)) — div(VxY) — div(Vy X).
2. Ric(X,Y) = div(VyY) — (X, V(divY)) — (VX,*VY).

Em que *VY € o dual de VY. Consequentemente,

A(X,Y) = div((Lxg)(Y)) +div((Lyg)(X)) — (X, V(divY)) — (Y, V(divX))
—2Ric(X,Y) — (VX*VY) — (VY,*VX). (2.40)

Demonstracao. Seja {eq,...,e,} um referencial geodésico em um ponto p € M™, entao

1

AXY), = Y eaeX)Y)=> (Ve X,Y) + (X, V.Y))

= D (VeVe X V) + (Ve X,V Y) + (Ve X, V., Y) + (X, V., V.. Y)).

)

Relembremos a propriedade da derivada de Lie

(Lxg)(Y),eq) = (Lxg)(Y,ei) = (Vy X, e;) + <v6iX7 Y) (2.41)
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para deduzirmos que

div((Lxg) (V) = D (Ve (Lxg)(Y),e)

p
%

= Z((Veivyxv ei) + <v€¢v€¢X’ Y> + <V€iX7 Vez‘Y>)

(2

= div(VyX) + ) (Ve Ve X, V) + (V. X, V. Y)).
Analogamente, |
div((Lyg)(X)), = div(VxY)+ Y (Vo V.Y, X) + (V.Y, V., X)).
Assim, |
div((Lxg)(Y)) +div((Lyg)(X)) = div(VyX)+div(VxY)+ A(X,Y).

O que prova o item [I]

Para o item [2| alertamos para o usando do fato de que (Vxe;)(p) = 0. Vejamos:

Ric(X,Y) = Z(R(ei,X)Y, &)

= ) (Vo VxY = VxV.Y = Vi, xY.e)

(2

= div(VxY) =) (VxVeY.e) =) (Vy, xYe)

% %

= div(VxY) = X (D (VY e)) = D (VY (Ve X),e)

= div(VxY) — X(divY) = Y (VX "VY(e;))
= div(VxY) — (X, V(diVY)>Z —(VX,'VY).
O que prova o item [2] Analogamente,
Ric(Y, X) = div(VyX) — (Y, V(divX)) — (VY"VX).

Pela simetria do tensor de Ricci, deduzimos que

2Ric(X,Y) = div(VyY)+ div(VyX) — (X, V(divY)) — (Y, V(divX)) — (VX *VY)
—(VY,*VX).

Observe que esta tltima equagao, juntamente com o item|I], ¢ suficiente para provar a equagao

[2.40). O
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Proposicao 2.5. Para todo campo de vetores diferencidvel X em uma variedade Rieman-
niana (M™, g = (,)) e fungoes f,0 € C®(M), sao vdlidas as sequintes formulas:

1. 3div((Lvg)(X)) = Ric(X, V) + (X, V(Af)) + (V2f,VX).

2. AV = Rie(V 1,V ) + [V2f* + (V[ V(AS)).

3. AV [, V) =2Ric(Vf, V) +2(V2f,V2l) + Vf,V(AL) + (VL V(Af)).

Demonstragao. Seja {ey,...,e,} um referencial geodésico em um ponto p € M™, entao pela

simetria de V2f deduzimos que

S (Log)(X), = 5 S (Vallosn)(X).e) B Y (9, Vx9S e

p

= Y (R(e:, X)Vf + VxVe,Vf+ Vi, x)VF e

i

= Ric(X,Vf)+ X (D (V. Vfe))+ Z(Vveixvfy ei)

)

= Ric(X,Vf)+X(Af)+ > (Ve Vf Ve X)
= Ric(X,Vf)+ (X, V(Af); +(V2f, VX).
Isso prova o item [I] Em particular, para X = V f
LA ((Losg) (V1)) = Rie(V.V ) + (VL V() + [V
Por outro lado,

SV (Losg)VS) = dv(V2A(V1) = S VLV A(V ). e

)

= ZGZ<V2f(Vf),€z> = Z€%<vf7 vezvf>

3 K3

N AL RN

o que é suficiente para concluirmos a prova da férmula de Bochner (item. Mais geralmente,

fazendo X = V/{ no item [I], temos

div((Lvrg)(VL)) = 2Ric(VL, NV f) + 2(VL,V(Af)) + 2(V? f, VZ0).
Note que também podemos escrever

div((Lveg)(Vf)) = 2Ric(V f, VL) + 2(V f,V(AL)) + 2(V*(,V* f).
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De modo que, fazendo X = Vf e Y = V/ na equacgao ([2.40)), obtemos

AV = div((Lysg) (VD) + div((Lveg)(VS)) = (Vf, V(AL) — (VL,V(AS))
—2Ric(Vf, V) — 2(V*f, V()
= 2Ric(Vf, V) +2(V2f, V) + (Vf,V(AL)) + (VI V(AFf)).

Para continuarmos precisaremos da definicao seguinte.

Definicao 2.12. Definimos a divergéncia de um (1,7)-tensor T em M", como sendo o

(0,7)-tensor dado por
(divT) (v1, ..., v,)(p) = tr(w = (Vo T) (v, ..., v:) (D)),
ondep e M"™ e (vy,...,v,) € T,M x ... x T,M.

Seja T um (0, 2)-tensor em uma variedade Riemanniana (M™, ¢g), tomemos um referencial
ortonormal local {ey,...,e,} em (M",g). Consideremos o seu (1, 1)-tensor correspondente

T. Entao, divT é um (0, 1)-tensor que satisfaz, para cada Z € X(M)
@)(2) = gV T)Z)e0)
= VT2 ~T(V.2), )
= 2 0(VT(2), &) = g(T(VeZ), e)
= dilv(T(Z)) —) T(VeZe).
Portanto, de acordo com a definicao em , temos
div(T(Z)) = (divT)(Z) +(VZ,T"). (2.42)

Além disso, de acordo com a Observagao 2.1, a métrica Riemanniana g em M, induz em cada
espago dual Ty M do espago tangente T, M, um produto interno com propriedades analogas

a g, bastando definir para cada X, Y" € oM

<vayb> = <X7 Y>’ (243)
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em que X,Y € T,M sao os vetores correspondentes a X > e Y, respectivamente. Ademais,

(AivT, 2°) = ((diVT)%, Z) = Y ((divD)! e)(Z e;) = Y (divT)(e:){Z, e;)

% )

= (divT) ( 3z, ei)ei> — (divT)(2).

)

Ao se escrever esta tultima relagdo para um (0, 2)-tensor, fica implicito que estamos traba-
lhando com o (1, 1)-tensor correspondente. Ademais, quando nao houver perigo de confuséo,

omitiremos por simplicidade o “ # 7.

Relembremos que o (1, 1)-tensor identidade I de X(M) esta associado ao (0,2)-tensor
métrico g, o que permite considerar divg = div/ ou, mais geralmente, vamos provar o

proximo resultado bastante usado em anélise geométrica.

Fato 2.4. As seguintes formulas sao vdlidas em qualquer variedade Riemanniana (M™, g):

1. div(fg) = df, para toda f € C*(M).
2. divRic = 1dS (sequnda identidade de Bianchi contraida).

Demonstracao. Para o primeiro item basta aplicar a definicao de divergéncia de tensores e
usar o fato que Vg = 0. Pelo carater pontual dos tensores, é suficiente provar o segundo item
para um referencial geodésico {ey,...,e,} em p € M, para isso relembremos as seguintes
notacoes: R(e;, e;,ex) = Rijk, Ve, = V; e a segunda identidade de Bianchi, cf. item {4 da
Proposicao [2.1} a saber

ViR + ViR + ViR = 0.
Sendo assim, vamos calcular
dS(@k) = €k<S) = €k<z Ric(ei, €Z)> = Z ek<Rjiia €j> = Z(VkR]“, €j>.
i ij ij
Pela antisimetria dos dois primeiros indices do tensor curvatura e pela segunda identidade

de Bianchi

dS(ex) = = (ViRyie)) = > (ViRji,e;) + Y (V;Rui, )

1,J .3 1]
= Z(Vz‘Rﬂci, ej) + Z(ijikja €i),
ij jid
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onde na ultima parcela usamos que, em p, €;(Ryi;, €;) = €;(Riiij) = €j(Rixji) = €j(Rikj, €:)-
Por outro lado, ainda no ponto p, temos

(divRic)(ex) = Z((ViRz'c)ek,ei> = Z(V Ric(ey), Zel (Ric(ey), e;)

7 %

= Y ei(Ricler, &) = Y eiRjki ;) = Z(vz‘Rjkia €;);

i .3 .3

que ¢ suficiente para concluirmos o resultado do item 2] O

Em seguida vamos considerar o (1, 1)-tensor VZ em M", de maneira que a equagao ([2.42)
nos permita provar o lema seguinte, o qual veremos que sua utilidade esté além da teoria

desenvolvida neste capitulo.

Lema 2.1. Seja T um (0,2)-tensor simétrico em uma variedade Riemanniana (M™,g).
Entao vale

div(T'(p2)) = (AT, Z) + o(VZ,T) + T(Vp, Z),
para cada Z € X(M) e qualquer fungao diferencidvel ¢ em M™. Em particular, se Z =V f,
para alguma fungao diferencidvel f em M", entao

div(T(pV f)) = e(divT)(V f) + o(V?f, T) + T(Ve, V f).

Demonstragao. Pelas propriedades do operador divergente, pela equagao (2.42) e pela sime-

tria de T, teremos

div(T(¢Z2)) = div(eT(2)) = div(T(2)) + 9(Ve,T(Z))
= o(div)(Z2)+(VZ,T)+T(Vep, 2),

para cada Z € X(M) e qualquer funcao diferenciavel ¢ em M™. O

Para aqueles que despertarem interesse em outras aplicagoes do referido lema, recomen-
damos uma breve lida em [3 4, 22 [30]. Por exemplo, quando trabalhamos com hiper-
superficies n-dimensionais de uma forma espacial, podemos considerar as r-ésimas fungoes
simétricas da curvatura S,, os r-ésimos tensores de Newton P, e o operador L,. Relembre-
mos que os tensores de Newton sao definidos indutivamente por: Py =1 e, para 1 <r <mn,
P.=5,1—AP,_;, onde A é o operador de Weingartein da hipersuperficie. Enquanto que o
operador L, : C*®°(M) — C*(M) ¢ definido por

Lr(f) = tr(Pr o VQf) = <Prav2f>'
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Um fato importante que foi provado por Rosenberg em [37] é que cada L, toma uma forma

divergente. Mais exatamente, temos

L.(f)=div(P.Vf).
Com efeito, isto segue imediatamente fazendo 7' = P. e Z = Vf no Lema[2.1] e do fato de
divP, = 0.

Para o que segue, definimos o laplaciano Adf da diferencial df de uma fungao f € C*°(M),
pela divergéncia do (1, 1)-tensor correspondente ao (0,2)-tensor Vdf = V2f.

A equagao a seguir, mostra a nao-comutatividade do laplaciano com a diferencial. Alguns
autores se referem a ela por formula contraida de Bochner ou férmula de Bochner na forma

(0, 1)-tensorial.

Corolario 2.1.

Adf = dAf + Ric(VF,"), (2.44)

em que Adf = divVdf.
Demonstragao. Pelo item [2] da Proposicao 2.4

Ric(X,Vf) = div(VxV[)— (X, V(Af)) — (VX,V2f)
= div(V?f(X)) — (dAf)(X) = (VX, V*f).

Reagrupando, utilizando a equacao e observando que Vdf = V2f, obtemos
Ric(X, Vf) + (dAf)(X) = div(V*f(X)) = (VX, V*f) = (divV? f)(X) = (Adf)(X)

para todo X € X(M), que é suficiente pra concluir o resultado do presente corolario, uma

vez que o tensor de Ricci é simétrico. O

Em geral, definimos o laplaciano de um (1, 7)-tensor 7" em M", como sendo o (0,7 + 1)-

tensor dado por

AT = divVT.

Se o tensor de Ricci de uma variedade Riemanniana (M™, g) satisfaz Ric(X) = KX, ou
equivalentemente Ric(X,Y) = Kg(X,Y), dizemos que (M", g) é uma variedade Einstein
com fung¢ao de Einstein K = %, onde S é a curvatura escalar de (M",g). Em particular,

se (M™, g) tem curvatura seccional constante k, entdao (M™, g) é Einstein com constante de
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Einstein igual a (n—1)k. Ademais, uma conta direta mostra que toda superficie Riemanniana
¢ uma variedade Einstein. Para o caso em que M" é conexa de dimensao n > 3, o Teorema
de Schur garante que a funcao de Einstein é constante igual a %, uma prova deste fato pode

ser encontrada em [12].

Relacionado a este topico, vamos recordar a definigao que aparece no Exemplo [2.6] para

o caso particular do tensor de Ricci, a saber
o S
Ric := Ric — —g.
n

Assim, pelo Fato [2.4] teremos
o n—2

divRic = ds.
2n

Também precisaremos do lema abaixo, que ¢ uma propriedade geral para (0, 2)-tensores

simétricos em uma variedade Riemanniana.

Lema 2.2. Para todo (0,2)-tensor simétrico T em uma variedade Riemanniana (M™,g),

vale

(Lz9,Ty=2(NVZ,T),

para todo Z € X(M).

Demonstrac¢ao. Basta tomar um referencial ortonormal local {ey,...,e,} em (M", g), usar

a equagao ([2.10]) e a simetria de T para ver que

(Lz9,T) = Z(ﬁzg)i]’Tij = Z(Q(V@Z, ¢j) +9(Ve, Z,e:)) Ty

i,J 1,J
= 2 Zg(VEiZ, e;)1;; = ZZg(VeiZ, e;)g(Te; ej) =2(VZ,T).
.3 1,

2.2 Imersoes Isométricas

Definicao 2.13. Sejam M"™ e M"*™ variedades diferencidveis. Uma aplicacio diferencidvel
F: M — M é uma imersio se a diferencial dF, ¢ injetiva para todo p € M. O mimero m
¢ a codimensdo da imersao F. Se, além disso, F é um homeomorfismo sobre F(M) C M,
onde F(M) tem a topologia induzida por M, diz-se que F é um mergulho. Se M C M e a

inclusao i : M < M € um mergulho, diz-se que M € uma subvariedade de M. Chamamos
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M de variedade ambiente. O caso particular em que a codimensio m da imersdo é 1, F(M)

¢ denominada uma hipersuperficie.

Definigao 2.14. Sejam M™ e M™™™ duas variedades diferencidveis com métricas (-,-),, €
(-,-) 5, respectivamente. Uma imersao F : M™ — M™™ é chamada imersdo isométrica (ou
Riemanniana) se

<X7 Y>M = <dFP(X)7 dFP(Y)>Z\7[

para todo p € M e todos X,Y € T,M.

Seja F': M™ — M"™™™ uma imersdo. Segue da forma local das imersoes que para cada
p € M existe uma vizinhanga U C M de p tal que a restricao de F' a U é um mergulho sobre
F(U), para uma prova precisa deste fato ver, por exemplo, [I12]. Mais precisamente, existem
uma vizinhanca U C M de F(p), um aberto V C R"*™ e um difeomorfismo ¢ : U — V,
tais que ¢ aplica difeomorficamente F(U) N U em um aberto do subespaco R" C R"+™,
Desta forma podemos simplificar a notacdo identificando U com sua imagem F(U) e cada
vetor v € T,M,q € U, com dF,(v) € TF(Q)M. Sendo assim, o espaco tangente de M em ¢
se torna um subespaco do espaco tangente de M em ¢ (aqui ja estamos identificando ¢ com
F(q)). Além disso, podemos estender (localmente) os campos de vetores em M para campos
de vetores em M, isto é, os campos de vetores em M restritos a U podem ser estendidos a
campos de vetores em U. Ademais, assumindo a partir de agora que F seja uma imersao
isométrica, vamos observar que para cada ¢ € U, o produto interno em 7, qM o decompoe na
soma direta

T,M =T,M & T,M~*

onde T,M~* & o complemento ortogonal de T,M em T,M. Assim, para cada v € T,M,

odemos escrever v = v + vt com v € T,M e v+ € T, M+. Neste caso, denominamos v
) q q )

1

a componente tangencial de v e v a componente normal de v. Desta decomposi¢ao obtemos

um fibrado vetorial TM* := U {p} x T,M* chamado o fibrado normal a M. Deste modo,

peEM
o fibrado vetorial

TM|poy ={X € TM : w(X) € F(M), em que 7 : TM — M ¢ a projecao candnica}
¢ a soma de Whitney do fibrado tangente TM com o fibrado normal M=, isto ¢,
TM|pony =TM &y TM*.
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Sendo assim, podemos considerar as seguintes projegoes:
() :TM|pary > TM e ()" : TM|pony — TM™.

Sejam V e V as conexdes de Levi-Civita de M e M, respectivamente. Se X e Y sdo

campos locais de vetores em M e X, Y sdo extensdes locais a M temos que
= O = o T = oL
VY =(VgY) +(VgY) . (2.45)

Vamos estudar cada uma dessas parcelas separadamente. Para tanto, sejam X,Y, 7
campos de vetores em U C M (que estamos identificando com F(U)) e X,Y, Z as respectivas
extensoes locais a M. Como VY em ¢ € U s6 depende de X (¢) = X(q) e dos valores de Y ao
longo de qualquer curva diferenciavel tangente a X (q), podemos definir (independentemente

das extensoes) os dois entes geométricos a seguir:

DxY :=(VY) e a(X,Y):=(VgV) .

T

Pela linearidade da projecao ()" e pelas propriedades de V, ¢ imediato que D satisfaz as

propriedades de uma conexao afim. Além disso, em U, temos
X(v,7) = X<Y Z> (V¥ 2)+ (Y, V5 Z) = (V5¥, Z) + (Y. V5 2)
(VxZ)") = (DxY.Z) + (Y. DxZ)

e, a expressao local dos colchetes (ver (1.1])) nos permite deduzir que, em U, [X,Y]" = [X, Y],
logo

DxY —DyX = (VgV)T —(VeX)' = (VY = Ve X)) = [X, Y] = [X,Y].

Consequentemente, D satisfaz a expressao local da conexao Riemanniana de M, assim por
unicidade, DxY = VY.

Passemos ao estudo de a(X,Y’). De acordo com este ultimo resultado que obtivemos e

pela equacao (2.45)), ja temos que
a(X,Y)=VzY — VxY.

Pelas propriedades de linearidade de uma conexao, é imediato a linearidade de v em X e

Y. A partir do carater tensorial das conexées, deduzimos que a é C*°(U)-linear em X. No
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caso de Y, consideremos f € C®(U) e f uma extensdo de f a U. Notando que, em U,

X(f)Y = X(f)Y, temos

a(X, fY) =V(fY) = Vx(fY) = X(f)Y + VgV = X(f)Y — fVxV
= fVgY — fVxY = fa(X,Y).
Além disso, « é simétrica, pois
a(X,Y)=[X,Y]+ VX — ([X, Y]+ VyX) =V X - VyX =Y, X).
Ou seja, a é bilinear sobre C*°(U) e simétrica. Vamos reescrever (2.45)) como segue
ViV =VxY +a(X,Y). (2.46)

Esta equagao é conhecida como a formula de Gauss. A grosso modo, podemos dizer que a
equacao nos conduz ao estudo de duas geometrias sobre M, uma tangente dada pela
primeira parcela, e outra normal dada pela segunda parcela. Com o objetivo de estabelecer-
mos uma ligacao entre elas, consideremos {vy, ..., 1, } um referencial ortonormal local em

%(U)l. Entao, para cada v;, temos
0=X(,Y) = (Vxui,Y) + (1, VxY) = (Vx1) ", Y) + (1, (X, Y)).
Portanto, é conveniente definirmos o (1, 1)-tensor A,, : X(U) — X(U) por
A, X = —(Vxr)'.
De modo que, a equacao abaixo é imediatamente satisfeita
(A, X,Y) =(a(X,Y), 1), (2.47)

para todos X,Y € X(M). Como de praxe, podemos definir .4,, como sendo o (0, 2)-tensor
dado por A,,(X,Y) = (A4, X,Y), o qual é simétrico, isto &, (4, X,Y) = (X, A4,,Y). A
aplicagao A,, é o operador de Weingerten ou operador de forma da imersao F', enquanto que

(2.47) é a equacao de Weingerten.

Com fins de formaliza¢ao do operador «, indicaremos por X(U )L os campos de vetores

(diferenciaveis em U) normais aos campos tangentes diferenciaveis em U.

Definigao 2.15. A aplicagio bilinear sobre C(U) e simétrica o : X(U) x X(U) = X(U)*
definida por (2.46) € a seqgunda forma fundamental de F'. Em particular, escrevendo a(X,Y)
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em coordenadas locais, para cada p € M a aplicagao o, : T,M x T,M — Tle dada por
a,(X,Y) = a(X,Y)(p) depende somente dos valores de X eY em p, portanto o campo de

vetores normais a(X,Y') tem cardter tensorial.

Como o operador A,, é simétrico, convém considerarmos o seu trago, para isso vamos

definir a fungao curvatura média H; na direcao v;, dada por
1
H; = —tr(A,,).
n

De modo que, podemos definir um campo local de vetores diferenciaveis normais a M pela
m

expressao H := 5 H,v;. Este campo independe dos v;’s, uma vez que, para cada p € M,
i
temos

n

1
Ztr vi) ZZ Ayej e ZZ alej,e;), —Za €;,€;),
7=1

em que {ey, ..., e,} ¢ uma base ortonormal de T, M. Segue que nH = tr(«), o que prova a in-

3

dependéncia afirmada. Dizemos que H é o vetor curvatura média da imersao F. Observemos

que, se M ¢é orientavel podemos definir H globalmente.

Definicao 2.16. Dizemos que uma imersao isométrica F € minima em p € M quando

H(p) =0 e que F € uma imersao minima quando € minima em todos os pontos de M.

Quando a codimensao da imersao F' é 1, com campo de vetores v unitarios normais a M,

basta estudarmos a funcao curvatura média H = %tr(/l,,) de F'. Neste caso, segue que
H=Hr ¢ AX=—(Vxv) =-Vxr

Continuando em codimensao um, vamos considerar F1, ..., F, extensoes locais ortogonais
(tangentes a M) da base ortonormal {es,...,e,} de T,M que diagonaliza A,. Além disso,
Ei, ..., E, serdao as respectivas extensdes a campos de vetores locais em M, de modo que

A, e; = Ne;. Entao, para cada p € M, vale a equacdo de Gauss a saber:
De fato, como E; = E; em M, podemos escrever

_<inijEj - VEJVEE v[@ B, ]Ei E;).
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Note que W[E.;_]E Vig,.e)Ei, Ei) =0, e

Ve Ve Ee = Vi, (Ve Er+ a(E;, Ey))
= Vg,V By + Vi (a(Ej, Ey),v)v) (2.49)
= V5V By + Ea(Ej, Ey), v)v + ((Ej, Ey), v)Vgv
= Vi Vg B+ E(AE;, Ey)v — (A E;, Ep) A E;.

Donde

E;, E) = (Vg VgE;, E)— (AE;, E)(AE;, E)

.

<}
<}
Dj\

(
<v

<] I

Observe que utilizamos a simetria de A, na segunda parcela da tultima equacao acima.

Consequentemente, teremos

(R(E;, E))E;, E;) — (R(E;, E;)E;, E;) = (A E;, E)(AE; , E;) — (A E;, E;)?. (2.50)

Assim, em p, vamos obter a equacao ([2.48]), conforme haviamos afirmado. Ademais, notando

que
(AvEi, Ej) (AL By, Bi) = (a(Ei, Ej), v)(a(E, Ey),v) = (o(E;, E;), a(Ex, Er)),
a equagao (2.50]) é equivalente a
(R(Ei, Ej)Ej, Ei) — (R(E;, E))Ej, E;) = (a(E}, Ej), a( By, Ey)) — |o(E, Ej)|*.
Uma conta anéloga a esta feita anteriormente, prova a equagao de Gauss em seu formato
mais geral a seguir.

Teorema 2.2. Seja F : M"™ — M"™™ uma imersao isométrica. Para cada p € M e todos

vetores ortonormais x,y € T,M, € vdlida a sequinte formula:

K(z,y) — K(z,y) = {a(z,2),a(y,y)) — |a(z,y)|* (2.51)

Observagao 2.3. Trocando a condigdo de positividade de g, na Definicao[1.13 pela condigao
mais geral de nao degenerescéncia (porém, nao necessariamente positiva definida) em cada
espago tangente (em p) da variedade diferencidvel, teremos o que chamamos de métrica

pseudo-Riemanniana. Sendo assim, todas as defini¢oes e os resultados apresentados até

42



aqui, que nao dependeram da positividade da métrica, mas somente da nao degenerescéncia
da mesma, passam a valer tomando o devido cuidado de acrescentar, quando necessdrio, o
sinal dos vetores envolvidos. A sequir veremos um exemplo de variedade diferencidvel que
contém uma métrica pseudo-Riemanniana, mas para o nosso proposito, o interessante € que

ela contém uma variedade Riemanniana.

Denotaremos por R*™! 7 € {0,1}, o espago vetorial R"*! munido com o produto interno

(, ) dado por

<U, w) = Z v;w; + (_1)Tvn+1wn+1a
i=1

em que v = (v,...,Vp41) € W= (Wy,...,W,;1) sao vetores de R™*1.

Note que R™! tem coeficientes da métrica constantes o que vai implicar em simbolos
de Christoffel todos nulos e portanto sua conexao V é como no espago euclidiano. Entao,
para hipersuperficies Riemannianas isometricamente imersas em R”™! com campo de vetores

normais unitarios v, teremos
A, (X) = —Vxv = —dv(X). (2.52)
Relembremos que a esfera canénica é definida por
S"(1) = {p € R§™; (p,p) = 1}.
Enquanto que o espago hiperbolico candnico é definido por

H*(—1) = {p e R (p,p) = —1, pp1 > 1},

que é uma hipersuperficie tipo espaco de R} 1, isto ¢, o produto interno (, ) restrito a H"(—1)
é uma métrica Riemanniana. Este fato segue da caracterizacao de seu espaco tangente em
cada ponto, conforme veremos a seguir.

Por simplicidade, vamos nos referir a estas duas variedades por M"(¢) C R"™!, com
ce{-1,1}.

Sejap € M"(c) ev € T,M"(c), isto é, v = '(0) e 5 : I — M"(c) é uma curva diferenciavel
com (3(0) = p. Entao, (5(t), 5(t)) = ¢, donde 0 = (5’(0), 5(0)) = (v,p), em que p é o vetor-
posigao em p. Isto prova que T,M"(c) = (p)*, e podemos escolher v(p) = p como campo

de vetores normais unitarios, com (p,p) = ¢, de modo que, pela equagao (2.52), a conexao
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Riemanniana V de M"(c) é dada por

VxY =VxY —a(X)Y) = VxY —cla(X,Y),p)p
= VxV —c(4:X,Y)p
= VxY +c(X,Y)p.
Outro fato a ser observado é que: Para o caso de acontecer (n,n7) = —1, fazendo as

mesmas contas da prova da equacao de Gauss, mas com a observacao que aparecera um

sinal trocado na segunda parcela da equagao (2.49)), obteremos

Em particular, a curvatura seccional de M"(c) C R™™! & constante igual a c.

Definigao 2.17. Um referencial ortonormal {ey, ..., €n, €ni1,- -, Entm} em uma vizinhanga
U C M de p € adaptado & imersao F quando restritos a M os campos de vetores ey, . .., ep
sao tangentes a M e os campos de vetores €,ii,...,€ntm SG0 normais a M ao longo de
UNM.

Para o que segue, V, A e V2 denotarao o gradiente, o laplaciano e o hessiano calculados

na métrica de M, enquanto que V, A e V? os respectivos entes calculados na métrica de M.

Lema 2.3. Seja F : M" — M"™" uma imersdo isométrica. Se f : M — R é uma funcdo

diferencidvel, entao em cada p € M, vale:
1. Vf=Vf+ fu;
2. Af = Af —nHf, +V*f(v,v);
3. VIV v) = VW, V),

onde v € um campo de vetores unitdrios normais a M em uma vizinhanga de p, H € a fung¢ao

curvatura média da imersao com respeito a v e f, = v(f).

Demonstracao. Seja {eq,...,e,, e,41 = v} um referencial ortonormal local adaptado a U C

M. Para todo p € U vale:

n+1 n

Vi=) elfe= Zei(f)ei +v(flv=Vi+ L,

i=1 =1
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0 que prova o primeiro item. Para o segundo, basta fazer a conta seguinte

n+1

Af = Z(ei(ei(f))—(veiei)(f))

= Z (eilei(f)) = Veeif) — aleie)(f)) +vv(f)) = (Vor)(f)

n n

= > (ale(f) = Veeilf) = D alee)(f) + VA (v, v)
i=1 =1
= Af —nH(f) + V2 f(v,v)
= Af—nHf, +V?f(v,v).
O terceiro item é um fato mais geral conforme equacao ([2.26]). Facamos a prova deste caso

particular:
1 - ) 1 n+1 - 1 o
SV = S eV Peny) = (19 4P)
i=1
_ %wa, Vi) = (VN V) = V20, V).
O

Proposigao 2.6. Seja F': M™ — R uma imersao isométrica de uma variedade compacta
M™ no espaco euclidiano R™™t. Entdao existe um ponto qo € M™ e um vetor normal v €

T, M* tais que A,(qo) € positivo definido.
Demonstracao. Seja h : M — R uma fungao diferenciavel, dada por

h(p) = 5171
Como M é compacta, a fungao h assume seu valor maximo em algum ponto ¢y € M e assim,
0= X(h)(q0) = (Vx, G0) = (X(q0), 40), VX € Ty M,
ou seja, o vetor posicao ¢y é normal M em ¢g. Além disso,
0> XX (h)(g0) = (Vx X, ) + |X(q0)]]* = {(X, X), G0) + | X (q0)]]”.

Entao para v = —¢qg, temos

(A, X, X) > ||X]|]?, VX € T, M.
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Capitulo 3

Método de Perron

Neste capitulo provaremos a existéncia e a unicidade da solucao do problema de Dirichlet

para a equagao de Poisson.

3.1 Método de Perron

Definigao 3.1. Seja Q C R™ wm dominio (aberto e conexo) e u € C?*(Q). A equagdo
homogénea

Au =0
onde A € o operador laplaciano, € chamada equagao de Laplace.

A equacao de Laplace nao-homogénea é chamada equacgio de Poisson:
Au=f
onde f estd no conjunto das fungées continuas em Q, cuja notagao cldssica ¢ C°(Q).
Definigao 3.2. Uma fungio u € C*(Q) é harmonica em §Q se satisfaz a equagdo
Au =0
o Se Au(x) >0 em Q, dizemos que u é subharmonica.
o Se Au(x) <0 em , dizemos que u € superharmonica.

Agora vamos generalizar o conceito de fung¢ao subharmoénica e superharménica para o

caso em que u € C°(Q).
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Definigao 3.3. Seja Q C R"™ um dominio. Uma funcio u € C°(Q) serd dita subharménica
(respectivamente superharmonica) em 2, se para toda bola B CC Q (isto €, o fecho de B é
compacto e estd contido em Q) e toda fung¢ao harmonica h em B, satisfazendo u < h(u > h)

em OB, tivermos também uw < h(u > h) em B.

Citaremos agora um problema relacionado com a equacgao de Laplace.

Problema de Dirichlet para a equacao de Laplace: Dado um aberto {2 C R™ e uma
funcdo g € C°(0N2), o problema consiste em encontrar uma funcio u € C?(Q) N C°(Q) tal

que
Au=0 em
(D)

u=g¢g em 0.

Definimos também o problema de Dirichlet para a equagao de Poisson de maneira analoga:
Dada uma fungiao f € C(Q) e uma funcao g € C°(9<), o problema consiste em encontrar
uma funcao u € C?(Q) N C%(Q) que satisfaca

Au=f em Q
(P)

u=g¢g em 0.

Teorema 3.1 (Propriedade da Média). Seja u € C?*(Q) harménica. Entio para toda bola

B,(z) CC Q wvale
1
ue) = [l as, (3.1
OB(z,r)

nwy,r"1

ou equivalentemente
1
uw) = [ uty) dy (32)
W™ B(z,r)

onde w,, € o volume da bola unitdria em R".

Demonstracao. Defina a fungao ¢ : I — R dada por

1
o(r) == —/ u(y) dS,
OB (z,r)

nw,r"—1
onde I C R é um aberto tal que x +rz € Q Vz € 9B(0,1) e r € I. Inicialmente vamos
mostrar que ¢ nao depende do raio r, para isso sera conveniente calcular ¢’. Ora, lembrando
que 0B(0,1) = {z € R"; |z| = 1}, considere a seguinte a aplicacao:
h: 0B(0,1) — 0B(x,r)

z — T+ rz=1y
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Observe que dh = rldyp1). Logo, h é um difeomorfismo com jacobiano igual a "' e

O0B(z,r) = h(0B(0,1)). Utilizando o teorema de mudanca de variaveis para integrais temos:

/ u(y) dS, = / u(y) dS, = / u(z +rz)r"t ds..
0B(z,r) h(9B(0,1)) 2B(0,1)

Logo,

1
o(r) = —/ u(z +rz)r" 1t ds,
dB(0,1)

nw,r" 1

1
= / u(x +rz) dS,.
NWr JoB(0,1)

Derivando com respeito a r, temos pelo teorema da convergéncia dominada e pela regra da

cadeia,
1
'(r) = / Vu(x +rz) - zdS,.
2B(0,1)

Wy,

Analogamente ao que fizemos na definigao de h podemos retornar ao dB(z,r) para escrever

/ . 1 y—x
o' (r) = T /83(W) Vu(y) ( " > dsS,.

Agora vamos notar que o normal exterior unitario no ponto y € 9B(xz,r) é exatamente

v = £%. Entao, pelo teorema da divergéncia

1 1
1) — cvdS, = —— A dy = 0. 3.3
2r) nw, 1! /83(:Jc,r) Veuly) - vas, new, ! /B(a:,r) M)y &:8)

Donde ¢(r) = cte, VB(z,r) CC Q. Assim,

1
= 1 t) =1 tz) dS,
P = lime(t) ~lim — [ oy M)

1 1
= u(a:)/ ds, = u(z)nw, = u(zx).
W, dB(0,1) NWwp,

Utilizando coordenadas polares, teremos

/ u(y) dy = / / u(y) dS, ds :/ o(s)nw,s" ! ds
B(z,r) 0 JoB(z,s) 0

n

= / u(z)nw,s" 1 ds = u(m)nwn% = u(z)w,r".
0

Isto é,
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Observagao 3.1. Para o caso de fungoes u € C*(Q) subharmonicas (superharmonicas), a

propriedade da média € descrita como seque: para toda bola B,(x) CC Q wvale

1
< (>)— dsS
W) < @) [ s,
ou equivalentemente
1
uo) <@ [ ).
W™ B(z,r)

De fato, basta considerar a equagao (3.3), um argumento de monotonicidade e continuidade

para obtermos as devidas desigualdades nas equagoes anteriores.

Teorema 3.2. Se u € C*(Q) satisfaz a propriedade da média em ), entdo u € harmonica.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que u satisfaca a propriedade da média em () mas
nao seja harmonica. Entao existe x € Q) tal que Au(x) # 0. Podemos supor sem perda de
generalidade que Au(z) > 0. Como u € C*(Q2), o laplaciano de u ¢ uma funcao continua.

Logo, existe r > 0 tal que B(z,r) CC Qe Au(z) > 0 em B(z,r). De acordo com o Teorema

B.1

1
- ds, =
#(r) nw, "1 /88(3:,1") u(y) ! u()
e pela equacgao (3.3
0= J(r) = — / Auly) dy > 0
= ()0 - nwnrn_l B(I7r) y y )
o que é absurdo. Portanto, Au = 0. n

Teorema 3.3. Principio do Mdzimo (Minimo) Forte. Seja Q@ C R™ um dominio e seja
u € C*Q)NC%Q) uma funcio subharmonica (superharmonica) em € e suponha que exista
y € Q tal que

u(y) = supu (inf u).
Q Q

Entao u é contante. Consequentemente uma fun¢ao harmoénica nao pode assumir valor

mdzximo (ou minimo) em um ponto do interior de §2, a menos que ela seja constante.

Demonstracao. Provaremos o teorema para u subharmoénica. A prova para func¢oes super-

harmonicas é analoga. Considere o conjunto

¢ ={recQ:ulx)=supu=A}.
Q
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Temos que ® # 0, pois y € ®. Além disso, @ ¢é fechado em €, pois ® = v~ !({A}). Ademais,
® ¢ aberto em Q. Com efeito, seja zp € ¢ e r > 0 tal que B,(z9) CC 2. Entao,

1 A
- / u(y) dy < — / dy
wnT Br(w0) wnT B (o)

A n
wWnT Bl(ﬂﬁo)
1

1
u(y)dy = A = / u(y) — A)dy = 0.
W™ /Br(xo) (@) Wy ™ Br(xo)( ) )

Mas u(y) — A < 0,Yy € B,(x). Logo, u = A em B,(x¢) e, portanto, B,(z9) C ®. Con-

A = u(xg) <

Isto é,

sequentemente, ® # () é aberto e fechado no conjunto conexo €2, donde ® = €, ou seja,

u = cte. OJ

Teorema 3.4. Principio do Mdximo (Minimo) Fraco. Seja Q C R™ um dominio e seja
u € C*(Q) N C%Q) uma fungdo subharmonica (superharmonica) em Q. Entdo desde que
seja limitado, temos

supu = supu (infu = infu
1p up (in infu),

consequentemente, seque que
infu < u(x) < supu, para todo x € Q.
o0 a0

Demonstracao. Segue imediatamente do principio do méaximo (minimo) forte, uma vez que,
sendo €2 limitado teremos  compacto e portanto u € C°(Q) atinge um méaximo e um minimo,

os quais devem ser atingidos no 02, a menos que u seja constante. ]

Teorema 3.5. Sejam u,v € C?*(Q) N C°Q) satisfazendo Au = Av em Q um dominio

limitado e w = v em 0N). Entao u = v em ().

Demonstracao. Defina w = u — v. Assim, temos

Aw =0 Q _
v o e weC*(Q)NCQ).
w=~0 em Of)

Pelo teorema anterior,

0=infw(z) <w(z) <supw(zx) =0, x € Q.
onN 90

Isto é, u = v em ). O
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Coroléario 3.1 (Unicidade do Problema de Dirichlet). Sejam g € C°(9Q) e f € C°(Q2). Se
existe uma solugdo u € C*(Q) N C°(Q) do problema

Au=f emQ

P
(£) u=gq em Of).

Entao ela € unica.

Demonstragdo. Suponhamos que existam up, uy € C2(2)NCY(Q) solucdes de (P). Definimos
u=1u —uy € C*Q)NC°Q). Entao

Au=f—f=0 em(Q

u=20 em Of).

Pelo princinpio do Maximo e do Minimo,

u<supu=supu=0 e u>infu=infu=0.
QO a0 Q o0

Logo, u = 0 em €2, o que prova a unicidade. O
Corolario 3.2. Seja Q C R™ um dominio limitado e v € C?(Q) N C°(Q) tal que

Au=0 em
u=g emdQ comg>0.

Se existe x € 0N tal que g(x) > 0 entdo u > 0 em €.

Demonstracao. Pelo principio do méximo, como u é harmonica,

infu(z) < wu(z) < supu(z), Ve € Q.

o0 90
Por outro lado, u = g > 0 em 99Q. Assim, u(z) > 0,Vz € 2. Agora, suponhamos que exista
xo € Q tal que u(xg) = 0. Entao, a fun¢ao u atingiria o minimo em €2, logo seria constante.

Como u(zg) = 0, segue que u = 0, o que é absurdo. ]

Observacao 3.2. Um outro resultado que obtemos a partir do principio do mdximo € que se
u € subharmonica no sentido cldssico, isto é, u € C*(Q2) e Au > 0, entdo u € subharmonica

no sentido da Defini¢ao[3.5. Com efeito, seja B CC Q e h uma fungao tal que

Ah=0 em B
u<h em 0B.

Entao a fungao w :=u — h satisfaz: Aw >0 em B ew <0 em 0B. Seque do principio do

Mazximo Fraco que w < 0 em B, isto €, u < h em B.

o1



Esta mesma observacao vale para fung¢oes superharmonicas. A prova é feita de maneira
analoga.

As propriedades a seguir serdo provadas apenas para as fun¢oes subharmonicas (no sen-
tido da Definicao , pois a prova para as fungoes superharmonicas é anédloga. Além
disso, segundo a observagao anterior, tais propriedades serao trivialmente verificadas para

as fungoes subharménicas (superharmonicas) no sentido classico.
P1) Se u é subharmoénica entdo —u é superharmonica.

Demonstrag¢ao. Devemos provar que para toda bola B CC €2 e qualquer fungao A tal

que
Ah=0 em B
—u >h em 0B,

implica —u > h em B. Com efeito, Ah = A(—h) = 0. Como u é subharmoénica,

>u<-hemB=—-u>hemB.

A(=h)=0 em B
u< —h em 0B

P2) Se u e v s@o subharmonicas em €2, entao u + v é subharménica em €.

Demonstracao. Devemos provar que para todo B CC €2 e uma funcao h qualquer

satisfazendo

Ah =0 em B
, tem-se u+v < hem B.
u+v<h em 0B

Com efeito, seja w solucao do problema de Dirichlet

Aw=0 em B

u=w em 0B.

Como u é subharmonica, temos © < w em B e como u = w em 0B teremos

Ah—w)=0 em B
w—+v<h em 0B
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ou seja,
Ah—w)=0 em B
v<h—w em OB

v<h—wemB

pois v é subharmoénica. Como u < wem Bewv < h—w em B, segue que u+v < h

em B. O

P3) As fungoes subharmonicas verificam a Propriedade da Média. Em particular, elas

verificam o Principio do Maximo.

Demonstragdo. Sejam u € C°(€)) uma fungao subharménica, r € ), B(z,r) CC Qe

h uma solucao do problema de Dirichlet

Ah=0 em B(z,r)

= u < hem B(z,r).
u=h em 0B(z,r)

Entao,

1 1
_ h(y)dS, = ——— ds,,.
— / o M, = /aB@,r)“(y) ,

Em particular, elas verificam o Principio do Maximo, pois na prova deste tltimo fato

u(z) < h(z) =

sO precisavamos da Propriedade da Média e da continuidade da u. O

P4) Sejam Q C R" um dominio limitado, u,v € C°(f2), onde u ¢ subharmoénica e v ¢é
superharmonica em ) tal que v < v em 0€2. Entao v < v em ). Em particular, segue

do Corolario [3.2] que ou u < v em €, ou u = v em .

Demonstragao. Utilizando as propriedades (P1) e (P2), temos que —v e u + (—v) sdo
fungoes subharmonicas em 2. Como por hipétese u —v < 0 em 0f2, fazendo w = u — v,
temos pelo Principio do Maximo que
supw =supw < 0= u—ov <0em (),
Q o0

ou seja, u < v em (). O

P5) Se uy,...,u, sdo fun¢oes subharmonicas em 2 entdo a fungao u : 2 C R* — R dada
por

u(z) = max w; ()

é subharmonica em .
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Demonstragao. Observe que u; € C°(Q) = u € C°(Q).
Seja B CC () e h satisfazendo

Ah=0 em B
u<h em0B.

(%)

Devemos mostrar que (x) = u < h em B. Com efeito, como para todo i, u; < u, temos

Ah=0 em B
w; < h em 0B

= u; < hem B.
Logo, u = maxu; < h em B. O]

P6) O limite de uma sequéncia uniformemente convergente de fun¢oes harmonicas é har-

monica.

Demonstragao. Sejam £ C R™ um dominio e (uy)reny uma sequéncia de fungoes har-

monicas em §) convergindo para u. Entao, para cada k € N e para toda bola B,(z) CC
Q

9
1
up(x) = —_/ uk(y)dSy.
nwy ™ ! OB(z,r) Y
Usando o fato de que a convergéncia u, — u é uniforme,

w(z) = Tim u(z) = lim (; /(9 o uk(y)d5y>

k—o0 k—o0 nwn’r’n_l
1
= — lim u ds,
Nw, "1 /aB(m) k— 00 k(y)dSy
1

= — ds,.
nwnrn_l /83(x,7") U(y) Y

Logo, u satisfaz a propriedade da média, segue do Teorema que u é harmonica. [

Continuando, vamos provar o seguinte fato: o operador laplaciano é invariante por
translacao e rotagao. De fato, basta provar que se v(x) = u(R(z)), onde R é uma trans-

formacao linear ortogonal em R", entdo Av(x) = Au(R(z)). Vejamos: Primeiro vamos

escrever

R(z) = (41 (), - - yn()),
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onde yy = Y a1;Tj, ..., Yo = D, an;T; € (a;;) ¢ a matriz de R na base canonica do R".

Segue que v(x) = u(yi(x),...,y,(x)), de modo que

ov
axl(:c) N Zamayk

0% 0%u
a2\ = Za’“aﬂa Oy

2

kg

Como R é uma transformagao linear ortogonal, vamos ter dx; = . a;(a;;)". Portanto

Av(z) = . %(I):Zzaki(aij‘>t%(fi<$>>

0*u
= O = Au(R
; Jaykay Zayj (R())-

Como haviamos afirmado. Sendo assim, para analisarmos a equacao Au = 0 nos interessa
supor que u é radial (isto é que s6 dependa de r = |z|, x € R™). Veremos agora que a solucao

de Laplace possui uma solugao radial. Para isso, seja u(x) = v(|z|) = v(r), entao

or T ’r 1 %2
_— = = e —_— = -
Ox; || 835? roor3
Assim,
2 2
0z; or (91’] || 81)? r2 rr3
Donde
v n—1
Au=1v"4+n——— :U”—i—uv/.
r r r
Fazendo w = ¢/, temos
n—1
w' + ( )w =0.
r

Integrando em 7, obtemos w = ¢~ . Assim, podemos escrever

alnr+c, sen=2

br2 " 4+d, sen >3 ’

v(r) =
onde a, b, ¢, d sao constantes.

Mais geralmente, fixando y € R e sendo r = |z — y|, teremos

alnlr+yl+ec, sen=2
vz —yl) =

blr+y|*"+d, sen>3.
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Definigao 3.4. A funcao

—L |z —y*™" sen>3
Dz —y) = (o —y) = { T
5= log |z —y, sen =2

definida para x # vy (y € Q firado) é a Solugao Fundamental da Equagdo de Laplace.

Observagao 3.3. Sejam Q2 C R™ um dominio onde vale o teorema da divergéncia e u,v €
C%(QQ). Entdo

/(UAU+<VU,V"U>)CZ$ = /v%dS,
0 )

Q aV
ou ov

/Q(vAu —uAv)dr = /89 (v% — u%)ds,

onde v denota a normal exterior unitdria em 0S), dx o elemento de volume de €2 e dS o

elemento de drea de Of).

Dada uma funcio u € C?(Q2)NC*(Q) queremos obter uma expressao para u(y) em termos

da solugao fundamental I'(z — y) onde y € 2 é um ponto arbitrario.

Como AI' = 0 para x # y, a singularidade em = y nos impede de usarmos diretamente I'
no lugar de v na segunda identidade de Green. Para superarmos esta dificuldade, aplicaremos
a segunda identidade de Green na regidao Q\B.(y), onde ¢ > 0 é escolhido de modo que
B.(y) CC Q. Assim,

/ - (FAu — uAF)dx = / 7 (F? — ug—r> ds.
Q\B-(y) O(NBe(y)) ~ 9V v

Como 9(Q\B.(y)) = 0Q U IB.(y) e I' ¢ harmonica em Q\B.(y), segue que

/ F'Au dx = / (F% — u@_F) as +/ (F% — ua—r) ds. (3.4)
N\Be(y) o0 ov ov 8B (y) ov ov

Agora, olhando apenas para a tultima integral e observando que o vetor normal unitario

¢ dado por v = ﬁ, temos

/ P — 2t ds‘ _ ‘r(g)/ Ou dS‘ < T (o) ul s
dB.(y) v dBe(y) v dBe(y) v
=[T'(e) [(Vu,v)|dS
0B:(y)
<T@ sup [Vul [ as
Be(y) 0B:(y)

= nw,e" |T(g)| sup |Vul.
Be(y)
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Logo,
ou

/ F(ac—y)a dS‘ — 0 (quando € — 0).
9B:(y) v

Além disso, para o caso n > 3 (o caso n = 2 é anélogo) note que

8F 1 “n (l’l — y1>
D M o SR R
= ey Y ) = ——fa =y o — g
NWyE - L MWy €
1
= |z —y| 2
NWye
Assim, utilizando o Teorema [3.1],
or 1
/ W — ) dS = / ulz — y| -2 dS
oB.(y) OV NWnE J B, (y)
1
= / ue "2 ds
nWnt JoB.(y)

1
= ﬁ/ udS = u(y).
nWn& 9B-(y)

Portanto, tomando o limite quando ¢ tende pra zero em (3.4), concluimos que

u(y) = — /BQ <ug—l;(a: —y) — %F(m — y)> ds — /QF(QE —y)Au dx (3.5)
que é conhecida como formula de representacao de Green.

Observacao 3.4. Note que se u for harmoénica em €2, temos a sequinte representagao

ut =~ [ (uGpto =) - Gerte—n) ds

e se u possuir suporte compacto em 2, entao (3.5) resultard em

u(y) = —/QF(:IZ‘ —y)Au dx

Definigao 3.5 (Potencial Newtoniano com densidade f). Para uma fung¢ao integrdvel f, a

integral
u(y) = | I'(x—y)f dx

¢ o potencial newtoniano de f. Note que se f € C§°(Q2), de acordo com a solucao da
equagado de Poisson —Au = f deve ser o potencial Newtoniano de f. Denotamos por C§°(S2)

o conjunto das fungoes suaves com suporte compacto em €.
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Os dois teoremas a seguir serao tteis apenas para justificar provas posteriores e as demon-

stragdes podem ser encontradas em [21].

Teorema 3.6. Qualquer sequéncia limitada de fungoes harmonicas em um dominio ) contém
uma subsequéncia convergindo uniformemente em subdominios compactos de 2 para uma

fungao harmonica em 2.

Teorema 3.7. Seja B = Bg(0) e ¢ uma fun¢ao continua em 0S). Entao a fun¢ao u definida

por

R2—|a]? e(y)
u(x) = nwn R faB ‘x_yln dSy se xr € B

() sex € 0B
pertence a C%(B) N C°(B) e satisfaz Au =0 em B.
Sendo assim, faz sentido considerar a defini¢ao seguinte.

Definigao 3.6 (levantamento harmoénico). Sejam u subharmoénica em Q, B CC  uma bola

qualquer e u uma solu¢ao do problema de Dirichlet, tal que

At=0 em B
U em O0B.

u

Definimos o levantamento harmonico de u em ) com relagao a B por

u(x), xe€B

e T

Observagao 3.5. Note que u < U em 2, pois U = u em Q\B e como u é subharmonica,

Au=0 em B
seque que =u<u=U em B.
u=u emJdB

Proposigao 3.1. O levantamento harmoénico de uma fun¢ao subharmoénica é uma fungao

subharmonica.

Demonstracao. Sejam U o levantamento harmonico de uma func¢ao subharmoénica u em )

com relagao a B. Considere B’ CC 2 e h uma func¢ao satisfazendo

Ah=0 em B’
U<h em0B.

Precisamos provar que U < h em B’. De fato, para:
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1. BBNB =), temos: U = u em B’ e pela subharmonicidade de u em Q, segue que U < h

em B’
2. B'N B # (), temos as seguintes possibilidades:

(1) B' C B. Dessa forma, U = u que é harmonica em B e, portanto, subharménica

em B. Logo, U < h em B'.

(i) B" ¢ B. Pela Observagao e por (x), temos que u < U em  que implica
u < h em 0B’ e como u é subharménica em €, v < h em B’. Como U = u em

O\B temos que U < h em B'\B e como U é harmoénica em B temos que U é

AU=0 em BN B
harménica BN B. Assim, o ~U<hem BNB,

U<h emd(BNHB)
onde a ultima implicacao é decorrente do principio do méximo.

]

Definigao 3.7. Seja Q C R™ um dominio limitado e ¢ uma funcao limitada em 02. Uma
fungio u € C°(Q) subharmoénica (respectivamente superharmonica) em €0 é chamada sub-

fungao (respect. superfungao) com relagao a ¢, se u < ¢ (respect. u > @) em OS).
Observacao 3.6. Denotamos por S, o conjunto das subfuncoes com relagao a p, isto €,
S, ={u e C%Q) : u é subharmonica em Q eu < ¢ em OQ}.

Observe que este conjunto € ndao vazio, pois como ¢ € limitada, digamos, m < @(x) <

M, Vx € 09, basta tomarmos u(zx) = m, Ya € Q.

Proposicao 3.2. Toda subfun¢ao com relagao a ¢ € menor do que ou igual a qualquer

superfunc¢ao com relagao a .

Demonstragdo. Sejau € C°(Q) uma subfuncdo com relacdo a ¢, isto é, u é subharmonica em
Qeu < pem N esejav € C(Q) uma superfuncio com relacio a ¢, i.e., v é superharmonica
em 2 ev > pem 0. Defina w:= u — v. Assim, temos que w é subharmonica em () e

u—v < 0em 0. Pelo principio do méximo, u < v em §2. n

Definigao 3.8 (Funcao de Perron). Seja Q@ C R™ um dominio limitado. Defina u : Q — R
por

u(x) = sup v(x)
vES,

que € conhecida como fungao de Perron.
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Teorema 3.8. A funcao de Perron é harmonica em Q.

Demonstracao. Inicialmente afirmamos que u estd bem definida. Com efeito, para qualquer
v € S, vale o principio do méximo, logo

v(z) <supv=supv <supp =M Vrell e Yves,
Q o9 G

isto ¢, u(x) € R, Vo € Q. Logo, u estd bem definida.

Agora, mostraremos que u ¢ harmonica em 2. Seja y € Q fixo. Como u(y) = sup v(y),
vES,

entdo existe uma sequéncia (v, )nen em Sy, tal que v,(y) — u(y).

Trocando, se necessario, v, por v, = max{v,,m = la%f ¢} ainda temos que (vp)nen €
limitada e v, € S, (pois tanto v, quanto iglﬂfgp estao em S,). Além disso, como v,(y) <
vn(y) < uly), temos vy, (y) — u(y).

Escolhendo R > 0 de modo que B = Bg(y) CC 2 e definindo para cada n € N, o

levantamento harmonico de v/, em B, isto é,

Temos que
o V, €S, pois V,, é subharménica em {2 e V,, = v}, em 9.

o Vo(y) — ul(y), pois v, (y) < Vuly) < supv(y) = u(y), Vn € Nev),(y) — u(y) para

vES,

cada y € ().

Como (Vy,)nen € limitada e V,, é harmonica em B Vn € N, pelo Teorema temos que a
sequéncia (V},)nen contém uma subsequéncia (V;,, ) convergindo uniformemente em qualquer
bola B,(y) com p < R, para uma fungao ¥ que ¢ harmoénica em B,(y). Entao 9(y) = u(y)
(unicidade do limite) e v < w em B,(y), pois V,, () < sup v(z) = u(z) = limV,, < u para

vES,
k suficientemente grande.

Afirmamos que: ¥ = u em B,(y), isto é, u sera harmonica em B,(y) e provara o teorema.
Com efeito, suponha, por absurdo, que v(z) < u(z) para algum z € B,(y). Entao, como u é

definida pelo supremo, existe u € S, tal que v(z) < u(z) < u(z).
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Definindo wy, := max{u, V,,, } e considerando o seu levantamento harménico em B,(y),
isto &,
wi(x), =€ By(y)
wi(x), @€ Q\By(y)

temos que Wy € S, e, como antes, obtemos uma subsequéncia de (Wj)ren convergindo

VVk(x)ZZ

uniformemente em B,(y) (Vr < p), para uma funcdo w que é harménica em B, (y).

Escolhendo r € (0, p) tal que z € B,(y) e observando que V,, < w, < W, < supv =
vES,

u Vk € N chegamos a v < w < uem B,(y) e 0(y) < w(y) < uly) = (y), isto &, v(y) = w(y)
e como U é subharmonica e w é harmoénica em B, (y) temos que ¥ — w é subharmonica em
B, (y). Além disso, 7 —w < 0 em 0B, (y). Entao pelo principio do maximo, concluimos que
¥ = w em B,(y). Absurdo, pois 9(z) < u(z) < wi(z) < Wi(z), o que conclui a prova do

teorema. ]

Observacao 3.7. Seja Q C R™ um dominio limitado. Se w € C%(2) N C°(Q) € solugio do
problema de Dirichlet

Aw=0 em)

() 0
w=¢ emd, ¢eC’N)

Entao w € a fungao de Perron. Com efeito, seja v € S,. Por (P) temos que w € S, e v —w
¢ uma fungao subharmonica em 2. Como v —w < ¢ — @ = 0 em OS2, pelo principio do

mdximo, v —w < 0 em §). Logo, supv < w e uma vez que w € S, seque que SUPv = w.
s
¥ ®

O proximo passo é estabelecer condigoes em 0€) para que a fungao de Perron seja solugao

do problema (P).

Definicao 3.9 (funcio barreira). Uma fun¢io w = we € C°(Q) é chamada barreira em

& € 09 relativa a §2 se
(1) w € superharmonica em €;
(41) w(z) >0 em Q\{} e w(&) = 0.

Defini¢ao 3.10 (ponto de fronteira regular). Diremos que um ponto x € 02 € reqular se

existir uma funcao barreira neste ponto.

61



Lema 3.1. Sejam Q C R™ um dominio limitado, u a funcao de Perron e ¢ uma func¢ao
limitada em 0S). Se ¢ € continua em § € 0 e £ € reqular, entio u(x) — @(&§) quando

r—E.

Demonstragao. Sejam ¢ > 0 e M = sup |p(z)]. Como £ € 092 é um ponto regular, existe
€02

w € C°(Q) funcdo barreira em ¢. Pela continuidade de ¢ no ponto ¢, dado € > 0 existe

0 > 0 tal que
lp(z) — @(&)| < e sempre que z € Bs(&).

Além disso, considere m = min w > 0. Entdo w(z) > m,Vz € Q\Bs(¢). Tomando k > 0
Q\Bs(€)
tal que km > 2M, temos que

kw(z) > 2M se |z —¢&| > 4.

Agora, considere as fungoes

f(@) = @(§) —e —kw(z) e g(x) =@(§) +e+ kuw(z)

definidas em €. Temos, respectivamente, uma subfuncio e uma superfuncio com relacio a
¢. Provaremos que f(x) é uma subfungao com relagao a ¢. Com efeito, seja B CC ) uma

bola e h uma fun¢ao harmonica em B tal que
f(@) < h(x), ¥z € OB,

ou seja,

—kw(z) < h(z) — (&) + €, Yo € OB.
E imediato que h(z) — ¢(€) +¢ é harmonica em B e como —kw ¢ subharmonica em €2 (uma
vez que w é superharménica em Q) e k > 0), segue que

—kw(z) < h(z) — p(§) +e, Vre B,

isto 6, f(z) < h(z), Vo € B, o que mostra que f(x) é subharmonica em (.

Agora mostraremos que f(z) < ¢(x), Vo € 0. Para isso, seja xy € 0f). Precisamos

analisar os seguintes casos:

e Se xg € Bs(£), entao para xg =&, f(§) = p(§) —e — kw() = (&) — e < p(£). E para
xo # &, — < p(xg) — p(§). Como —kw(zy) < 0, obtemos p(&) — e — kw(xy) < p(zo),

isto &, f(zo) < w(zo).
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e Se xy € Bs(€), sabemos que kw(zg) > 2M > —2p(xg) & —kw(xg) < 2¢(xp). Dal
concluimos que

—e — kw(zg) < 2¢(x).

Por outro lado, kw(zg) > 2M > 2¢(€). Consequentemente,
—e — kw(zo) < —2(¢).
Somando as duas desigualdades anteriores, obtemos

—& — kw(xo) < @(w0) — @(§) & w(§) — & — kw(wo) < p(w0)

isto &, f(xg) < ¢(x). O que conclui a prova de que f(x) é uma subfungao em relagao a .
A prova de que g(z) é uma superfuncdo com relacao a ¢ segue os passos da demonstragao
anterior.

Por fim, usando a definicao de u e o fato de que toda superfuncao domina qualquer

subfuncao, temos em 2,
p(§) — & — kw(z) <u(z) <€) + e+ kw(z),

ou equivalentemente,
() = p(§)] < € + kw(z).

Como w(z) — w(¢) = 0 quando x — &, (pois w € C°(Q)), obtemos u(z) — ¢(¢) quando
x — & O]

Teorema 3.9. Sejam Q2 C R" um dominio limitado e ¢ : 92 — R uma funcao continua. O

problema cldssico de Dirichlet

Aw=0 em
(P)

w=p em I,
possui solucao se, e somente se, todos os pontos do bordo sao requlares.

Demonstracdo. Suponha que todos os pontos de 952 sdo regulares. Defina a funcdov : Q — R

por
u(z) em
o(x) em 0N

v(z) =

63



onde u é a fungdo de Perron. Entao v é harmoénica em €2 e como para todo £ € 092, u(x) —

¢(&) quando = — ¢ segue que v € C°(Q) e portanto, v € C2(Q) N C°(Q) & solucio de (P).
Reciprocamente, fixe { € 0Q2 e suponha que o problema de Dirichlet (P) tenha uma

solugio w para p = @, : 90 — R, dada por ®¢(z) = |z —£|. E imediato que w ¢ uma fungao

barreira em &. O

Uma condigao suficiente para que o problema (P) tenha solu¢ao em um dominio limitado
Q C R™ é que 2 verifique a condigao da esfera exterior, isto é, para qualquer £ € 0f2 existe
uma bola B = Bg(y) C R*\Q tal que BN IQ = {¢}. Neste caso, a fungdo w : Q — R dada
por
lz—yl
R
R*™™ — |z —y|*™ sen >3,

log sen =2

w(z) =
¢ uma fungao barreira com relagao a 2 em £. De fato,
e w e C%N), pois w € C?(R™\{y})
e w ¢é superharmonica em €2, pois w é harmonica em R™\{y}.

e Para x = ¢ temos R = | — y|. Assim,

0 sen=2

0 sen>3

w(x) =

ou seja, w(§) =0

e Para x € Q\{{} temos R < |z — y|. Assim,

% >1 paran=2 e |[xr—y/*" < R*™ para n > 3.
Portanto, w(z) > 0 em Q\{{}, como haviamos afirmado.

Proposigao 3.3. Seja Q C R™ um dominio limitado com bordo de classe C?. Entdao 09

satisfaz a condi¢ao da esfera exterior.

Demonstracao. Como 0f) é compacto e de classe C?, vale o teorema da vizinhanca tubular
para 0f), ou seja, existe ¢ > 0 tal que V.(9Q) = Upegn B (p) ¢ um aberto de R (chamado

de vizinhanca tubular de 02 de raio ¢), onde
BX(p) ={z € R": (x —p,v) = 0,Yv € T,(9N) com |z —p| < e}.
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Além disso, se p # q em 99, entdo B (p) N BX(q) = 0, e a aplicagdo 7 : V.(0Q) — 9 que
associa a cada ¢ € V.(99) o pé do tinico segmento normal que o contém ¢é de classe C'.

Agora, sejam 7 o campo normal unitério exterior a 02 e £ € 9€2. Considere y = {+5n(€).

Afirmamos que 9B (y) N9 = {£}.
Com efeito, suponha que existe £ # ¢ tal que € € dB¢(y) N OS2 Entao

_— £
y—&=gmn) e y—&=n(E)
dai,
= €
ly—¢&l=5=ly—¢
e como (y—&,v) =0 = (y—&,v), Vv € T:09, segue que y € B+(£)N BX(€), o que é absurdo.

Como ¢ ¢ arbitrario concluimos que 2 verifica a condicdo da esfera exterior e B: (y) C R™"\Q

é a bola procurada. O

Teorema 3.10 (Existéncia de Soluc¢ao para o Problema de Dirichlet da Equagao de Poisson).
Sejam 0 C R™ um aberto limitado cuja fronteira satisfaz a condigao da barreira, f € C§°(2)

e g€ C%090). Entio o problema de Dirichlet para a equagio de Poisson

Au=—f emQ
u=gq em OS2

possui uma tinica solugio u € C*(Q) N CY(Q).

Demonstragao. Seja v o potencial Newtoniano de f. Pela Definigao 3.5, Av = —f em Q e

pelo Teorema |3.9| existe uma tnica w tal que

Aw =0 em

w=v—g em 0],

uma vez que 9S) é constituido de pontos regulares e v — g € C°(99Q). Definindo v = v — w,

temos
Au=Av—Aw=—f em {2
u=v—w=v—v+g=g em .
A unicidade ja foi estabelecida no Corolario [B.1} O
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Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 Desigualdade de Heintze-Karcher e Teorema de Alexan-

drov

Neste capitulo faremos a primeira aplicacao das ferramentas que apresentamos nestas notas
de aula. Para este fim, consideraremos uma variedade Riemanniana orientavel, conexa e
fechada M™ mergulhada no espaco euclidiano R"*!, além disso € serd um dominio compacto
de R™! com conexdo de Levi-Civita V tal que o bordo de €2 seja M com a orientacao
dada pelo campo de vetores normais unitarios v interior a ) ao longo de M, H denotara
a curvatura média de M com respeito a v. Para nao ter perigo de confusao, aqui vamos
denotar por V, A e V? o gradiente, o laplaciano e o hessiano calculados na métrica de M,

enquanto que V, A e V2 os respectivos entes calculados na métrica de R™"!. Precisaremos

do seguinte lema:
Lema 4.1. Se f: Q — R € solucio do problema de Dirichlet

&le em §2
f=0 em M = 01.

/M a—J;dM/ 2R

Demonstragao. Sabendo que no espaco euclidiano R, Ric = 0, substituindo f na férmula

Entao

de Bochner, temos

%m 117 = (VEVAN) + V2P
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Integrando ambos os membros da igualdade acima para 2 e f, obtemos
1 [~ ~ -~~~ ~
5/ AVSI do = /(Vf, V(Af)) dx +/ IV f? da. (4.1)
Q Q Q

Sendo assim, basta calcularmos separadamente cada um dos itens que nao aparece na féormula
desejada. Comecemos notando que V f = 0 em M, entao utilizando o teorema da divergéncia,

em seguida, os itens[I] e [3] do Lema [2.3] teremos

1 [~ s
5/9A|Vf\2 dxz—g/M(V|Vf|2,y> dM:—/ V2 F (v, fv) / £V f(v,v) dM.
(4.2)

Por outro lado, A f =1em . Entao, pela primeira identidade de Green, obtemos

/(Vf, /dm—/ fAFdM.

Como Af = 0 em M, vamos utilizar o item [2] do Lema no lado direito da igualdade

acima, para obtermos
/ﬁfﬁ(&f» dx:/ nH f? dM—/ LNV f (v, v) dM—/ dz. (4.3)
Q M M Q
Por fim, substituindo (4.2]) e (4.3) em (4.1), obtemos
/ nHf? dM = /(1 — |V2f?) dx
M Q
0

Teorema 4.1 (Heintze-Karcher). Seja F : M™ — R uma hipersuperficie conexa, fechada
e mergulhada, e Q o dominio compacto de R"*! tal que 0Q = M. Consideramos sobre M a
ortentacao dada pelo normal unitdrio v interior a ), e denotamos por H a curvatura média

correspondente a v. Se H # 0 sobre M, entdo

Vol(Q — dM (4.4)

ocorrendo a igqualdade se, e so se, M for uma esfera.

Demonstracao. Inicialmente, como H # 0 e M é conexa, segue da Proposigao que H >0

sobre M. Consideremos a fun¢ao f como no Lema [4.1] entao

n/ H % dM / — |V2f]?) (4.5)
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Agora utilizando a desigualdade (2.39)), temos
L=(Af)? < (n+ )|V

ou equivalentemente,

1 |V2f)? <

n+1

af\? n n
n/MH<8V> dM_nH/de S Val(©)

Por outro lado, como Af =1 em € e v é o normal interior a €2,

Entao

Vol(Q):/QZfd.r:—/M%dM.

Portanto, a desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais nos permite deduzir que

Vol(Q)? = (A%dMYz(/M\/ﬁ%.\/%dM)Z

0f\2 1
< H(=) dM - | —dM
- /M (81/> /MH
1
< [(2) - — dM.
S ool /MH
Isto é,
Vol(Q2) < ! iclM
“n+1)yH

Ocorrendo a igualdade se, e s6 se, ocorre a igualdade em ({4.6)), isto é

1

.
Vf_n+1

Id]Rn+1 .

Segue que f deve ser da forma

@) = gommrgslel® + ) o

para algum v € R"™! e ¢ € R. Completando quadrados, temos

1 n+1
=— 1)v|? — 2
f(x) 2(n+1)|x+(n+ Jl” +c v
Como f =0 em M, vamos fazer a = —(n + 1)v e d = —c + " |v[?, para obtermos

M = f710) = {z e R"; |z — a|* = 2(n + 1)d},
ou seja, M é uma esfera de centro a e raio y/2(n + 1)d.
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Como aplicacao do Teorema de Heintze e Karcher daremos uma demonstragao do seguinte

teorema devido a Alexandrov.

Teorema 4.2 (Alexandrov). Se F : M™ — R € uma hipersuperficie conexa, fechada e

mergulhada em R™™ com curvatura média constante H, entio M ¢é uma esfera.

Demonstracao. Consideremos o dominio compacto €2 tal que 92 = M, bem como o normal
unitario v interior a {2 ao longo de 92 = M de modo que H > 0 (ver Teorema. Também

convém estabelecermos as seguintes notagoes:
F(p) = (z1,...,2p11), AF = (Azy,...,Ax,1) ¢ VE = (Vay,..., V).
Pelo item [2] do Lema [2.3] temos para cada i =1,...,n+ 1,
Az, = Az; — nHv(z;) + ﬁzxi(u, V).
Como Az; =0 e V2, = 0, segue que Ax; = nHv(x;). Dessa forma, temos
AF =nH (v(z1),...,v(2p41)) = nHv(F). (4.7)

Além disso, pelo item 1| do Lema , Vi = Vi, + v(z;)v. Por outro lado, Vi; = E;, onde

{E\,...,E,1} ¢ a base canonica de R"*1. Assim,
V| = |6x2 —v(z)v|* = |6xz|2 - 2V(xi)<€xi, V) 4 v(z)?|v)?
= 1—2v(x)v(z;) +v(z)? =1—v(z;)*

n+1 n+1

VEP =) (1—v(@))=n+1= v(@)=n+1-pf=n

i=1 =1

O fato de AF = (0,...,0) ¢ VF = (Vay,...,Va,,,) implica que

0 = /(F,ﬁF)dg;:—/ |€F|2dx—/ (F,F,)dM
Q Q M

—(n+1) Vol(Q) — / (F,u(F))dM

M

_(n+1)-vom)—%/ (F,AF)dM

n

—(n+1)-voz(Q)—niH(—/Mwa?dM)

(1) Vol(Q) — %VOZ(M).
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Logo,

Vol(M) = (n+ 1)HVol(Q). (4.8)
Finalmente, a partir do Teorema podemos concluir que M é uma esfera. O]

4.2 Problema de Autovalor de Stekloff

Nesta se¢ao vamos estudar o seguinte problema de autovalor sobre o bordo:

—Agp = 0 in M,

) (4.9)
5 = wv¢ on OM,

em que % é a derivada normal com respeito ao vetor normal unitario v exterior a M ao
longo do bordo M. Fixada uma métrica Riemanniana g em M, é bem conhecido que o
espectro do problema ([4.9) é discreto bem como o trago do operador H'(M) — L*(OM) é
compacto. Neste caso, os autovalores formam uma sequéncia 0 = v, < v; < v9 < ... = 0,
ver por exemplo [19]. Historicamente, é conhecido como o problema de Stekloff pois
foi introduzido por ele em [40] para dominios com bordo do plano. Neste caso, como tem
sido bem observado em [I8|, este problema tem aplicagdes em fisica. A func@o ¢ representa
o estado de temperatura sobre um dominio M tal que fluxo sobre o bordo é proporcional &

temperatura.

Em [I8] Escobar discutiu algumas estimativas do primeiro autovalo nao nulo v; para o
problema (4.9) em termos da geometria da variedade (M",g). Por exemplo, ele provou que

um 2-dimensional disco euclidiano de raio r—!

é rigido na classe das superficies compactas
com curvatura de Gauss nao negativa e curvatura geodésica do bordo k, = r, ele também
observou que k, > r implica v; > 7. Enquanto que em dimensao n > 3 para variedades
com curvatura de Ricci nao negativa, usando a féormula de Reilly-Bochner, ele mostrou
que v; > ko/2, em que ko é uma cota superior para qualquer autovalor da segunda forma
fundamental do bordo. Para mais detalhes e motivagoes do problema é mais apropriado

recomendarmos os trabalhos de Escobar [18] e suas referéncias.

(FALTA DIGITAR OS TEOREMAS COM AS DEMONSTRACOES)
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4.3 Rigidez de Quase s6litons de Ricci

Nesta secao, vamos estudar os quase solitons de Ricci, basicamente, reescreveremos alguns
resultados de [22]. Comecemos relembrando a definigao de fluxo de Ricci introduzida por
Hamilton no final do século 20. Dada uma familia a 1-parametro de métricas ¢(t) em uma
variedade Riemanniana M", definida em um intervalo I C R, denotando por Ricy) o tensor

de Ricci na métrica g(t), a equacao do fluxo de Ricci é
0 :
ot (t) = —QRZCg(t). (4.10)

Em [23] Hamilton provou que para qualquer métrica diferencidvel g em uma variedade
Riemanniana compacta M™, existe uma tunica solu¢do ¢(t) para a equagao definida
em algum intervalo [0,¢), ¢ > 0, com ¢(0) = g. Para o caso completo ndo compacto, Shi
provou em [39] a existéncia de uma solugao completa de sob a condicao da curvatura

seccional de (M", g) ser limitada.

Um soliton de Ricci é um fluxo de Ricci (M™, g(t)), 0 <t < T < 400, com a propriedade
que, para cada t € [0,T), existe um difeomorfismo ¢; : M™ — M"™ e uma constante o(t) > 0
tal que o(t)¢;g = g(t). Uma maneira para gerar solitons de Ricci é a seguinte: considere-
mos uma variedade Riemanniana (M™, g), com um campo de vetores X e uma constante A
satisfazendo

1

Em seguida, vamos definir a fungao o(t) = —2At+1, para cada t € [0,7T), com T := o0,
se A <0,eT := %, se A > 0. Finalmente, basta considerarmos ¢; como a familia a 1-
parametro de difeomorfismos gerados pelo campo Y;(z) = %, para todo z € M". Esta
caracterizagao permite que alguns autores considerem a equacao para definirem soéliton

de Ricci. Para maiores detalhes sobre o fluxo de Ricci, duas boas referéncias sao [16] e [17].

Em [34] Pigola, Rigoli, Rimoldi e Setti estudaram a equagao (4.11)), com a condicao
adicional de que o parametro A seja uma fungao e X um campo de vetores gradiente, a esta
nova classe eles se referiram a um quase soliton de Ricci gradiente. Posteriormente, em [5]

Barros e Ribeiro consideraram a seguinte defini¢ao geral de quase soliton de Ricci.

Definicao 4.1. Um quase sdliton de Ricci € uma variedade diferencidvel M™ munida com

uma métrica Riemanniana g, um campo de vetores X e uma funcdao soliton A : M — R
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satisfazendo

1
Ric + §£Xg = \g, (4.12)

onde Ric denota o tensor de Ricci de (M™,g) e Lxg a derivada de Lie de g na dire¢io de
X.

Quando X é o campo de vetores gradiente de alguma fungao diferenciavel f : M — R, tal
variedade é um quase soliton de Ricci gradiente. Neste caso, a equagao fundamental (4.12))
pode ser reescrita como segue

Ric+ V2f = \g, (4.13)

onde V2f denota o hessiano da funcdo potencial f.

Ressaltamos que se A é constante, a equacao (4.12) refere-se a um soliton de Ricci. E o
que acontece quando X é um campo de vetores Killing e n > 3, uma vez que neste caso a
variedade é Einstein, e portanto A é constante. Além disso, quando o campo X é nulo ou
a funcao potencial f é constante, o quase soliton de Ricci é trivial, enquanto que um quase
soliton de Ricci nao trivial esta associado a um campo de vetores X nao nulo ou a uma
funcao potencial f nao constante. Por exemplo, considerando o R™ com a sua métrica usual
go, uma constante nao nula A e a fungao f(z) = %\x!Q, entao V2f = \g, e (R™, g,, Vf,\)
é um soliton de Ricci gradiente nao trivial, este foi um dos exemplos dados por Hamilton,
o qual é conhecido na literatura como séliton gaussiano. Quanto aos exemplos de quase
solitons de Ricci, além dos ja apresentados em [34], utilizaremos a defini¢do da variedade
M"(c) estudada na Secgao , bem como fatos ja conhecidos na literatura para escreveremos

o seguinte:

Exemplo 4.1. Seja (M"™(¢c),g,) a esfera canénica S™(1) ou o espago hiperbdlico H"(—1),
de acordo com o numero ¢ seja 1 ou —1, respectivamente. Além disso, seja h, a func¢do
altura com respeito a um vetor unitdrio v € R, Entdo para cada v, a fung¢io \,(z) :=
c(n — 1) — chy(z), define uma estrutura de quase sdliton de Ricci gradiente em (M™(c), go)
com fung¢ao potencial h,, uma vez que o tensor de Ricci e o hessiano de h,, ambos calculados

na métrica g., sio dados por: Ric = c(n —1)go € V*h, = —chy,go.

Assim como o soliton de Ricci, também podemos associar um quase séliton ao fluxo de
Ricci. De fato, sejam (M", g) uma variedade Riemanniana completa e ¢g(t) uma solucao de

(4.12)), definida em um intervalo [0,¢), € > 0, tal que ¢; seja uma familia a 1-parametro de
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difeomorfismos de M™, com ¢y = idy e g(t)(z) = 7(x,t)¢;g(z) para todo x € M™, onde
7(z,t) ¢ uma fungao real diferenciavel e positiva em M™ x [0,¢), de modo que 7(z,0) = 1.

Entao,
0 9] . Jd
Sg(t)(@) = (e i) + 7w t) = eig(a),

que em t = 0, se torna
—2Ric, = —2X(x)g + Lxg,
onde A\(z) = —%%T(:L‘, 0)e X = %go(x, 0), logo (M™, g, X, ) é um quase soliton de Ricci.

A seguir estabeleceremos algumas propriedades e condig¢oes de rigidez dos quase sélitons
de Ricci gradiente. Para os nao gradientes, nos restringiremos ao caso compacto, conforme
Teorema Comecemos recordando a formula integral abaixo, que foi provada em [5].
Contudo, apresentaremos outra prova deste fato, onde utilizaremos uma técnica que consiste
na escolha apropriada de um (0, 2)-tensor simétrico e de um campo de vetores na variedade,
para entdo aplicarmos o Lema [2.I] Ressaltamos ao leitor que tal técnica sera aproveitada
para o estudo de quase so6liton de Ricci nao gradiente compacto, conforme veremos a frente.

A partir de agora, assumiremos que todas as variedades com estrutura de quase séliton

de Ricci serao completas, conexas e orientaveis, além disso, as compactas serao sempre sem

bordo.

Lema 4.2. Seja (M",g, V/, )\) um quase soliton de Ricci gradiente. Entao,

V2 f - f\ = —%AS+(n—1)A)\+§Af+%g(VS,Vf). (4.14)

Em particular, se M™ € compacta, vamos ter a sequinte formula integral

A -2
/ V2 f — —ngdM _ )/ g(VS,Vf)dM. (4.15)
M n 2n M
Demonstragao. Com efeito, segue do Lema[2.I]e da segunda identidade de Bianchi contraida
que
div(V2 (V) = (divVE)(V) +[V* ]
= (div(A — Ric))(Vf) +|V2f’ —|— f)
1
= g(V), Vf)—§g(vs V£) +|V2f{ + - Af)(n/\ S),
donde

IV2f[* = div(V2F(Vf)) — div(AV f) + %g(VS, V§)+ %Af, (4.16)
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ou ainda

V2 f|* = div(v2f(w) —\Vf + gw) + (”Z;Q)gws, V). (4.17)

Entao, a formula integral (4.15) segue por integragao de (4.17). Por outro lado, aplicando a

funcao potencial f na versao dual da féormula contraida de Bochner, obteremos
1 :
—SVS + VA = div(—Ric + A1) = divv*f B GAf + Ric(Vf) = V(nA - 8) + Rie(V ),

donde
Ric(V f) = %vs —(n— 1)V, (4.18)

assim, pela equacao fundamental (4.13]),

div(V2f(Vf)) = div(A\Vf) — div(Ric(Vf))

1
= Mf+g9(VAVS) - §AS + (n—1)A\. (4.19)
Finalmente, basta substituirmos (4.19) em (4.16|), para obtermos (4.14)). O

Prosseguindo, observemos que a equagao fundamental (4.13]) implica que
S S A

Ric— —g+V?f =)\ — —g= —fg.

n n n

Portanto, em todo quase séliton de Ricci gradiente, sempre teremos

Af
ql”.

|Rz’c—§g\2= V2f— =2 (4.20)
n n

Em [33] Petersen e Wylie provaram que: se um soliton de Ricci gradiente é Einstein,
entdo ou V2f = 0, ou é o soliton gaussiano. De fato, isto segue imediatamente da equacao
e do Teorema 2 de Tashiro [41]. Contudo, para um quase soliton de Ricci gradiente
Einstein (com curvatura escalar constante para o caso dois dimensional), o resultado é bem

diferente. Neste caso, ocorre que

V%‘z(—%f—i—c—g)g, (4.21)

para alguma constante c¢. De fato, desde que (M", g, V f, \) é Einstein, pela equagao (4.13)

Vif = ()\ - g)g. (4.22)

Por outro lado, pela equacao (4.18])

V(n(%_l)wm) —0.
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Donde A + ﬁ f = ¢, para alguma constante ¢, assim basta substituirmos o valor de A na

equagao (4.22)) para obtermos (4.21)).

Petersen e Wylie [33] também estudaram os solitons de Ricci estaciorarios com curvatura
escalar constante. Utilizando a mesma ideia desses autores veremos que todo soéliton de
Ricci gradiente (M™, g,V f, \) estacionario, com curvatura escalar atingindo um méximo, é

Einstein com curvatura escalar nula. Portanto, a funcao potencial f ¢ tal que V2f = 0. Com

efeito, pelo Lema e pela equacao (|4.20)),
1 S 2 S?
—A¢(=S) = |Ric — — — =0
5A7(=5) = |Ric——g["+ — >0,

onde ApS =AS —g(VS,Vf). Desde que o operador Ay é eliptico, segue-se do principio do
maximo forte de Hopf, que Ric = %g e S = 0. Entao, novamente por , V2f =0, como
haviamos afirmado. Ademais, se f nao é constante, isto implica |V f| = k, para alguma
constante k # 0. Desta forma, através de um argumento tipo Cheeger-Gromoll usamos o
fluxo de V f para definirmos uma isometria entre (M™, g) e um cilindro R x N"~! sobre uma
hipersuperficie totalmente geodésica N"~! C M™, para maiores detalhes ver por exemplo o

item (b.2) do Teorema 1.3 em [34].

O resultado seguinte estabelece uma condigao de rigidez para um quase séliton de Ricci

gradiente com curvatura escalar constante.

Proposicao 4.1. Seja (M", g,V f,\) um quase soliton de Ricci gradiente com curvatura

S

mf atinge um mdximo, entao esta funcao é

escalar constante S. Suponha que X\ +

constante em M™ e a funcao soliton A satisfaz a sequinte equagao diferencial parcial

S S?
A = :
A+n—1)\ n(n—1)

Em particular, se X ou f nao for constante, entao para S > 0, M™ é isométrica a uma esfera

euclidiana.

Demonstragao. Pelo Lema [4.2]

5
n(n —1)

1
n—1

Af

|V2f—792:A(/\+ f) >o0.

S . L. . L. L.
Como estamos supondo que A+ w1 f atinge um méximo, segue-se do principio do maximo

forte de Hopf que

S
A+ Y 1)f =, (4.23)
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para alguma constante c¢. Além disso, pela equagao fundamental (4.13)),

S S 3?2 S
M= = A = T (S ) = e = A (4.24)

O que prova a primeira parte. Em particular, pela equagao , A nao é constante se, e
somente se, f nao é constante. Desde que V2f = %g, a equacao implica que (M™, g)
é Einstein. Logo, pela equacao (4.21]),

Vi = ( a n(nS— 1)f e %)g (4.25)
Ademais, S > 0, caso contrario por , A seria constante. Desta forma, podemos aplicar
o Teorema 2 devido a Tashiro em [4I] para concluir que M™ é isométrica a uma esfera

euclidiana. O

A Proposicao [4.1], permite-nos caracterizar as estruturas de quase soliton de Ricci gradi-

ente na esfera euclidiana unitaria S® C R"*!. Vamos escrever este fato como um exemplo.

Exemplo 4.2. Para cada vetor nio nulo a € R™, considere as fungoes \y(z) = —(z,a) +
n—1 e f(z) = =Xa(x)+¢c, ondeceR ex = (x1,...,2,11) € S" C R € 0 vetor posicao,
entao (S", g,V fu, A\a) $G0 as unicas estruturas nao triviais, de quase soliton de Ricci gradiente

em S™.

Com efeito, suponha que (S", g,V f,\) seja um quase soliton de Ricci gradiente néo
trivial, onde g = (,) é a métrica usual induzida de R"™!. Como a sua curvatura escalar S ¢

constante e igual a n(n — 1), segue da Proposigao , que \ + f é constante e
AX+nA=n(n—1). (4.26)

Por outro lado, j& é conhecido que V*(z, a) = —(x,a)g (ver, por exemplo [2]). Logo, a fungio
A, descrita neste exemplo é tal que, A\, = n(z,a) = n(n — 1 — A,), isto &, A\, satisfaz a
equagao . Em verdade, qualquer outra solucao de tem esta forma. Para ver isto,
suponha que A seja outra solucao de , defina ¢ = A — )\, e note que Ay = —na), entao

para algum vetor nao nulo b € R"*! teremos v¢(x) = (x,b) (ver, por exemplo [7]). Assim

A= (2,0 4+ A= (z,b) — (z,a) +n—1

= —(x,a)+n-—1,
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onde @ = a — b, como haviamos afirmado. Ademais, se ¢ é uma constante, entdo para as

funcoes A\, e f, = — A4 + ¢, teremos
V2fa = _v2>\a = V2<$,a> = —<.Z',Cl>g,

logo
Ricy + vzfa = (n - l)g - <x,a>g = {<n - 1) - <J;,a>}g = Aag-
Consequentemente, A = )\, e f = f,, para cada vetor nao nulo a € R*",

Nosso préoximo objetivo sera estender o Lema para quase soOlitons de Ricci nao ne-
cessariamente gradientes. Para isto, precisaremos do resultado a seguir, o qual serd uma
ferramenta fundamental para aplicarmos as técnicas que ja comecamos a desenvolver na

prova do referido lema.

Lema 4.3. Para um quase soliton de Ricci (M™, g, X, \), vale
div((Lxg)Z) = 2div(\Z) — g(V S, Z) — 2(V Z, Ric),
para todo Z € X(M).

Demonstracao. Fazendo T'= Lxg e ¢ = 1 no Lema 2.1} e posteriormente usando a equagao
fundamental (4.12)) e a segunda identidade de Bianchi contraida, teremos para todo Z €
X(M)

div((£xg)Z) = (div(2A\] — 2Ric))Z + (VZ,2X] — 2Ric)
= 29(VN, Z2)—g(VS,Z)+ (VZ, 2\ — 2Ric)
= 29(V\, Z) —g(VS, Z) +2)\divZ — 2(V Z, Ric),

que finaliza a prova o lema. O

No caso compacto, podemos usar o teorema da decomposicao de Hodge-de Rham para

decompor o campo X como segue:
X =Y +Vh,

onde Y € X(M) é tal que divY = 0, e h é a fun¢ao potencial de Hodge-de Rham. Entao,

teremos a proposicao seguinte.
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Proposicao 4.2. Para um quase soliton de Ricci compacto (M”,g, X, /\), vale

n—2

/‘Rz’c—gg‘QdM: /g(vs,X)dM. (4.27)
M n M

Demonstracao. Desde que X = Y + Vh, onde Y é um campo de vetores em M" com

divergente nulo e h é a funcao potencial de Hodge-de Rham, podemos reescrever a equagao

fundamental (4.12)) da seguinte forma:
Ric+Tj, = M, (4.28)

onde T), = %ﬁyg—l—VQh. Além disso, tomando o traco na equagcao , temos Ah =nA—S.
Em seguida, pelo Lema [2.1] e pela segunda identidade de Bianchi contraida,
div(T,(Vh)) = (divT},)(Vh) + (V?h, T})
= (div(\ — Ric))(VA) + (Vh, 5 Lyg + V°h)
= g(VA, Vh) — %g(VS, Vh) +|V?h|* + (V?h, %ﬁyg)
Como |V?h|? = |62h}2 + L(Ah)?, teremos
div(T,(Vh)) = g(VA,Vh) — %g(vs, Vh) + W?hf + %(Ahﬁ + (V?h, %Eyg>
= g(V\, Vh) — %g(VS, Vh) + [V2h|* + %(Ah)(n)\ —8) + (V?h, %Eyg)
= g(V\,Vh) + A\Ah — %g(VS, Vh) — gAh + |%le|2 + (V?h, %Eyg>,

que integrando obtemos

Ah —2 1
/ IV2h — ==g[dM = ” / g(VS,Vh)dM — —/ (V?h, Ly g)dM. (4.29)
M n 2n  Ju 2 Jur
Em seguida, a partir de equacao (4.28]), obtemos
S S 1
V?h —\g+ —g = —Ric+ ~g— ~Lyg.
n n 2
Entao,
Ah S 1 1 _
|V2h — —9‘2 = |Ric — —9‘2 + <—£yg, —Eyg> + (Ric, Lyg), (4.30)
n n 2 2
ou ainda, novamente pela equagao (4.28))
Ah S 1 1
|V?h — 79{2 = |Ric— ﬁg|2 — §<V2h,£yg> - §(Ric, Lyg) + (Ric, Lyg)

1 1
= |Ric— §g|2 — §<v2h, Lyg) + §(Rz’c, Lyg). (4.31)
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Por outro lado, o teorema da divergéncia combinado com os Lemas [4.3] e 2.2 mostram que
0= 2/ (VY, Ric)dM = / (Lyg, Ric)ydM. (4.32)
M M

Finalmente, a equagao (4.27)) segue por integracao da equagao (4.31) combinada com a
equagao (4.32)) e a equagao (4.29). O

Note que, fazendo X = Vf na equacao (4.27)), obteremos o caso compacto do Lema
. Ademais, a referida equacao também foi provada por Barros, Ribeiro e Batista em [0],
onde eles utilizaram uma técnica diferente da aplicada acima, e obviamente, eles também

obtiveram o resultado do teorema abaixo.

Teorema 4.3. Um quase soliton de Ricci compacto nao trivial (M”,g,X, )\), n > 3, com
curvatura escalar constante S, € isométrico a uma esfera euclidiana S™(r). Além disso, ele é
gradiente e a func¢ao potencial € uma autofungao correspondente ao primeiro autovalor nao

nulo de S™(r), onde r = \/n(n —1)/S € o raio da esfera.

Demonstracao. Como S é constante, segue da equagao (4.27) que (M™,g) é Einstein e por-
tanto X é um campo de vetores conforme nao trivial (ndo homotético), uma vez que A é ndo

constante. Entao, podemos escrever

Lxg = 2pg, (4.33)
em que
divX A—S
= v :<” ). (4.34)
n n
Além disso, o fator conforme p satisfaz a seguinte equagao (ver por exemplo p.28 em [42]):
S
Vip=————pg. 4.35
e o 1 (4.35)

S

~== & um autovalor nao nulo do laplaciano, donde S > 0.

Como p é nao constante, segue que
Consequentemente, M™ é isométrica a uma esfera S*(r), em que r = y/n(n —1)/S é o raio
da esfera, conforme [31]. Ademais, p é uma autofun¢ao correspondente ao primeiro autovalor

nao nulo A\; = S/(n — 1) da esfera S"(r). Escrevendo

we b (4.36)

obtemos,

1
— IV =pg= §£Xg. (4.37)



Isso completa a prova do teorema. Cabe ressaltar que, a menos de constantes e homotetia,

o resultado do presente teorema é exatamente como no Exemplo O
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