SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

1. SEQUENCIAS DE CAUCHY

Vimos que, no caso de sequencias monotonas e limitadas, podemos
mostrar convergencia, mesmo sem conhecer o limite. Esse resultado
porém, apesar de muito tutil, so se aplica para esse tipo especial de
sequeéncias. Veremos agora um critério necessario e suficiente para con-
vergencia, aplicavel, em principio, para sequéncias arbitrarias.

Definicao 1.1. Dizemos que a sequéncia (x,)nen € uma sequéncia
de Cauchy se, dado € > 0, existe Ny = Ny(€) tal que para quaisquer
n,m > Ny temos |x, — x| < €.

Exemplos 1.2.

(1) Mostre que x,, :=1/n € sequéncia de Cauchy.
(2) Mostre que x,, == 1/y/n € sequéncia de Cauchy.

Proposicao 1.3. Toda sequéncia convergente (T,)nen € Sequéncia
de Cauchy.

Dem: Suponhamos que lim,,_,, z, = L. Dado € > 0, seja ng tal que
€
n>ny = |z, — L] <5
Entao, se n, m > ng, tem-se
\x, — xp| < |z, — L+ Lay| < |x, — L|+ |z, — L| <e
]

Queremos agora provar a reciproca da proposigao [1.6, Para isto,
entretanto, vamos precisar de alguns resultados preliminares.

Date: March 25, 2025.



2 SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

Proposicao 1.4. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Dem: Seja ¢ = 1 e N, tal que para quaisquer n,m > Ny temos
|z, — x| < €. Entao temos, se n > N

T, — 2Ny <1 = Jon| < 14 |2y
Agora, se M = max{z, : n < Ny}, teremos, para todo n € N:
|z, < max{M,z, :n >Ny} <max{M,1+ |zy,l|}.
]

Para o resultado a seguinte vamos precisar a completividade de

R.

Teorema 1.5. (Bolzano- Weirstrass) Toda sequéncia limitada (z,)nen
de numeros reais possut uma subsequéncia convergente.

Dem: Seja sequéncia (x,,)nen sequeéncia limitada e A := {z,, : n € N}
e Iy = lag, bp] um intervalo fechado contendo os pontos z,,n € N.
Seja my = ag + 60_7“0 o ponto médio do intervalo Iy. Entao um dos
intervalos [ag, mgl, [mo, bo] tem que conter um nimero infinito de pon-
tos da sequéncia (z,),en. Denotemos por Iy = [aq,by] tal intervalo.
Entao I; C Iy e I; contém um numero infinito de pontos da sequéncia
(Tn)nen. Agora, se Iy D Iy D Iy--+ D I, sao intervalos fechados,
I, = |ag, bg], k = 1,2, - - - n, cada qual contendo um numero infinito de
pontos da sequéncia (&, )pen, construimos I, 1 = [a,41, byr1] usando
o mesmo procedimento descrito para I. Teremos entao uma sequencia
infinita de intervalos fechados Iy D> [1 D Iy--- D I, --- cada qual
contendo um numero infinito de pontos da sequeéncia (2, ),en. Escol-
hamos, para cada £ € N um ponto z,, contido em I;. Pelo Teorema
dos Intervalos encaixados, a intersecao desses intervalos (), .y In € D0
vazia. Como |Ij| := |by — ax| — 0, essa intersecdo contem apenas um
ponto, o qual denotaremos por a.
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Agora, dado € > 0, escolhendo ko, tal que \Inkol < €, teremos para
todo k& > ko que os pontos x,, e a pertencem ambos ao intervalo [nko
e, portanto |z, — al <e. O

Podemos agora provar a reciproca da proposicao|l.3|para sequéncias
de nimeros reais.

Teorema 1.6. Se (x,),en € uma sequéncia de Cauchy de nimeros
reais, entdo (T,)nen € convergente.

Dem: Pela proposicao (1.4 a sequéncia (x,),en € limitada e entao,
pelo Teorema [1.5, possul uma subsequencia x,, com limy_,o T, = L..
Sejam ng tal que n,m > ny = |z, — x| < €/2¢ |z, —al < €/2.
Dal, obtemos

|z, — a| < |z — Ty + 2ny — a] < |y — 2| + 20y — al < e
]

Observagao 1.7. Para a prova do Teorema[l.f usamos, de maneira
essencial, a completividade de R. De fato, esse resultado € equiv-
alente ao axioma da completividade
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