SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

1. PROPRIEDADES DO LIMITE DE SEQUENCIAS

1.1. Propriedades basicas.

Proposicao 1.1. O limite de uma sequéncia (x,)neN, Se existir, €
unaico.

Dem: Suponhamos que lim,, .o x, = L1 e lim,, .o 2, = Lo. Dado
e > 0, existem ny e no, tais que

n>n = |z,—Li|<§fen>n = |z, L] <$. Se
ny = maxni, N9, teremos entao, para todo n > ny:

€
5=

Portanto, o modulo da diferenca entre Ly e Lo ¢ menor que qualquer
numero positivo, e concluimos que Ly = Ls.

€
‘Ll—Lglz‘Ll—xn‘l_xn—LQ‘S‘xn—L1’+’$n—L2‘<§+ €.

[]

Proposicao 1.2. Uma sequéncia (x,)pen converge para um limite
a se e somente se, toda sua subsequéncia (,, )yen converge para o
mesmo limite a.

Dem: Imediata, a partir das definicoes. ]

Exemplo 1.3. A sequéncia (z,)nen do exemplo (4) diverge,pois a
sequéncia dos indices pares (Ton)nen converge para 1 e a sequéncia
dos indices impares (Top)neny converge para —1.
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Observacao 1.4. Um caso particular tmportante de subsequéncia
¢ a cauda (r,),>n, de uma sequéncia (T,)nen. Neste caso, a
sequéncia converqird se e somente se qualquer uma de suas caudas
convergir. Como consequéncia, a propriedade de convergéncia (ou
ndo) ndao se altera se alteramos um numero finito de termos da
sequéncia.

Proposicao 1.5. Toda sequéncia convergente é limitada.

Dem: Suponhamos que lim,, . x,, = a. Entao, existe ny tal que
n>ny = |lv,— L <1 = |z,|=|x,— L+ L| <|Ll+1. Por
outro lado, o conjunto A = {|z,| : n < ng} ¢ finito, portanto existe
M =max A € R. Segue que

|z,| < M 4+ |L|+1, paratodon € N.
]

Proposicao 1.6. Propriedades algébricas Se lim,, ..oz, =a e
lim,, »o0 Y = b, entao:

a) lim, oo(zp + yn) = a + b, lim,, yoo(xy, — yn) = a — b.

b) limy, yoo(Ty - Yn) = @ - b,

C) hmn—mo(xn/yn) - a/ba seb# 0.

Dem: Vamos provar o item b). Suponhamos que Suponhamos que
limy, oo T, = a € limy, oo, = a. Da proposigao [1.5], sabemos que
existeM > 0 € R, tal que z,, < M ey, < M, para todo n € N.
Podemos supor M > a. Dado € > 0. seja n tal que |z, —a| < 557 e
[y, — b| < 557, para todo n > ny.
Se n > ng, teremos entao
Z - Yo — (@ - b)] < |Tyn — ayn + ayn — ab| < (2, — a)||yn| + aly, — 0]
€ €

M. — _
< 2M—|—a2M<6
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3n+5

Exemplo 1.7. Calcular lim,,_, s

Observacao 1.8. Os resultados da proposicao podem ser es-
tendidos para um numero finito de sequéncias, por inducao.

Proposicao 1.9. (Permanéncia de sinal) Se (x,,)nen € uma sequéncia
convergente tal que x,, > 0, para todo n € N, entao
limy, o0 () > 0.

Dem: Suponhamos que lim,(z,) = a < 0.. Escolhendo € = 3%,

obtemos que |z, —a| < _TG, para n suficientemente grande. Mas entao,
a+ fraca2 < x, < a—35 = x, <35 <0, contra a hipdtese de
positividade. N

Observacao 1.10. Na proposicao basta supor que x, > 0,
para n suficientemente grande. A contrapositiva € também fre-
quentemente util. Se lim,_,(x,) < 0 entdo x, < 0 para n sufi-
cientemente grande.

Corolario 1.11. Sejam Sejam (x,)nen € (Yn)nen Sequéncias con-
vergentes. Entao

(1) Sex, < yy, para todon € N, entao lim,,_oo(x,) < limy, oo (Yn)-
(2) Se x, < b (> a), para todo n € N, entao lim,_,o0(z,) < b (>
a).
Dem: Para (1), basta considerar a sequéncia diferenca y, — T, €
usar a prop|1.9 . (2) seque imediatamente de (1) com y,, = ¢, para

todo n € N. L]

Teorema 1.12. (Teorema do Confronto) Sejam Sejam (z,)nen,
(Yn)nen € (2n)nen Sequéncias de nimeros reais tais que

Tn < Yn < 2z, para todon € N
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Entao, se (xp)nen € (2n)nen SG0 convergentes para o mesmo limite
L, entdo (yn)nen também é convergente e

lim (y,) = L.
n—00
Dem: Dado e > 0, sejan; € Neny € N tailsquen > ny =
lz, — Ll <een>n = |z, — L| <e
Entao, se n > ng := max{ny, no}, teremos: y, < z, < L+e€e
Yn >y > L —€. Segue que —e <y, — L <e=|y,— L| <e¢ ]

Observacao 1.13. Em vista da observacao 1.4, as hipoteses nos
resultados acima nao precisam ser verificados para todo n € N,
basta verificd-las para n > ny , ng € N.

Corolario 1.14. Sejam (x,)nen € (Yn)nen Sequéncias de numeros
Teais.

o Selim, . |z,| =0, entdo (z,)nen € convergente elim,, o x, =

0.
o Selimy, oo, = 0 € (Yn)nen € limitada entao a sequéncia pro-
duto (Zp)neN, Zn = Tpn - Yn € convergente e lim, ,oo 2, = 0

Exemplos 1.15. (1) Mostre que lim,, o (*7*) = 0.
(2) Mostre que, se 0 < a <1 entdo lim, o a" = 0.
(3) Suponha que n,, € uma sequéncia de nimeros positivos € T,,1 <

ax,, com 0 < a < 1. Mostre que lim,_,(x,) = 0.

Proposicao 1.16. Se (z,),en € convergente, entdo a sequéncia dos
valores absolutos (|x,|)nen € convergente elim, o |T,| = |lim, o T,|.

Dem:
L]
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1.2. Sequéncias mondétonas. Nos exemplos anteriores, mostramos
a convergencia de sequéncias, sabendo (ou conjecturando) previamente
o valor do limite. No caso de sequéncias mondtonas, proém é possivel
muitas vezes demonstrar a convergencia sem conhecer previamente o
limite.

Teorema 1.17. Seja (r,)nen uma sequéncia mondtona crescente
e limitada superiormente por M. Entdo (x,).eny € convergente e
lim,, oo &, < M.

Analogamete, se (x,)nen uma sequéncia mondtona decrescente
e limitada inferiormente por m. FEntdao (x,)pen € convergente e
lim,, oo ©,, > M.

Dem: Da hipdtese, seque que o conjunto A = {z, : n € N} é
limitado superiormente por M. Portanto, existe S < M o supremo
de A. Mostraremos que lim,_, x, = S.

Dado € > 0, existe entao x,, em A tal que S — € < x,,. Como
Ty > Tn,, Para n > ng, teremosn > nyg = S —e€ <z, < S <
S+e=|r,— 5| <e O

Exemplos 1.18. (1) Mostre que lim,,_, ﬁ = 0.
(2) Seja (x,)nen @ sequéncia definida recursivamente por 1 = 1,
Tpi1 = \/2x,, paran > 1. Mostre que (z,)nen € convergente
e calcule seu limite.
(3) Seja (x,)nen a sequéncia definida recursivamente por x1 =
2, Tpy1l = %(azn - %), para n. > 1. Mostre que (x,)pen €

convergente e calcule seu limite.
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