
MAT320 - Introdução à Análise Complexa

3a. Lista de Exerćıcios - 27/04/2008

1. Sejam z = x+iy e f(z) = u(x, y)+iv(x, y). Se z for escrito em coorde-
nadas polares, isto é, z = r(cos θ+ isen θ) e f(z) = u(r(cos θ, sen θ))+
iv(r(cos θ, sen θ)), então

(a) Usando a regra da cadeia, mostre que
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(b) Mostre que as equações de Cauchy-Riemann ficam
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2. Seja f(z) =
√

r(cos θ
2 + i sen θ

2), para z = r(cos θ + isen θ), r > 0,
0 ≤ θ < 2π.. Usando o ex. 1, determine os pontos z para os quais
existe f ′(z) e determine f ′(z).

3. Seja f(z) = u(x, y) + iv(x, y), com u e v de classe C2 em D, para
z = x + iy.

(a) Mostre que, se f é anaĺıtica em D, então
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(b) Uma função u(x, y) de classe C2, que satisfaz (1) é denominada
função harmônica. As funções u(x, y) e v(x, y) são ditas funções
harmônicas conjugadas se f(z) = u(x, y) + iv(x, y) é anaĺıtica.

i. Mostre que u(x, y) = y3 − 3x2y é função harmônica.
ii. Determine a função harmônica conjugada de u, resolvendo o
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iii. Mostre que u é harmônica e determine sua conjugada harmônica
em cada um dos casos abaixo



A. u(x, y) = 2x(1− y)
B. u(x, y) = y(x2 + y2)−1

4. (Funções hiperbólicas) Definimos o seno e o cosseno hiperbólico re-
spectivamente, por

senh(z) =
ez − e−z

2
, cosh(z) =

ez + e−z
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(a) Mostre que o seno e o cosseno hiperbólicos são funções inteiras
(anaĺıticas em todo o plano complexo), e calcule suas derivadas.

(b) Verifique que cosh2(z)− senh2(z) = 1.

(c) Mostre que cosh(iz) = i cos (z), senh(z) = i sen (z).

(d) Mostre que cosh(x + iy) = cosh(x)cos(y) + isenh(x)sen(y) e
senh(x + iy) = senh(x)cos(y) + icosh(x)sen(y)

(e) Determine os valores de z ∈ C para os quais senh(z) = 0. Idem
para cosh(z) = 0

5. Determine todos os valores de z para os quais

a) ez = 1− i b)e2z−1 = 2 c) cos(z) = 3
d) senh(z) = i cosh(z) = −1
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6. Calcule
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7. Esboçe o traço das curvas e calcule as integrais

(a)
∫
γ

1
z−i dz γ(t) = eit + i t ∈ [0, 2π]
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∫
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∫
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8. Calcule a integral de f ao longo do contorno C nos casos seguintes

(a) f(z) = 2x−y+ix2, ao longo do segmento retiĺıneo de zero a 1+i.

(b) f(z) = |x|, ao longo do segmento retiĺıneo de zero a −2 + 3i.

(c) f(z) = y − x2, ao longo do segmento da origem ao ponto (2, 0),
seguido do segmento de (2, 0) a (2, 1) e ao longo do segmento
da origem ao ponto (0, 1), seguido do segmento de (0, 1) a (2, 1).
Verique se os resultados são iguais ou diferentes. Comente.



9. Mostre que |
∫
C |

dz
z ≤ 1 onde C é o segmento retiĺıneo que une 1 a 1+ i

sem efetuar a integração.

10. Seja γ uma curva cujo traço são os lados do quadrado de vértices
z0 = 0, z1 = 1, z2 = 1 + i e z3 = i. Calcule

∫
γ eπz̄ dz.

11. Seja z0 ∈ C e γ(t) = r0e
it + z0, r0 > 0 e t ∈ [0, 2π]. Mostre que∫
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∫
γ

1
(z−z0)n dz = 0, para todo n ∈ N, n ≥ 2.

12. Seja z0 ∈ C e γ um caminho fechado qualquer ao redor de z0. Calcule∫
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14. Calcule a integral de f ao longo do contorno C nos casos seguintes
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z−3 e C é o ćırculo |z| = 2.

(b) f(z) = 3z2

z+2i e C é o ćırculo |z| = 3/2.
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