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Prefacio

Muitos problemas de otimizagao combinatéria exerceram, e continuam exercendo ainda, um
grande fascinio sobre os pesquisadores da drea. A tentativa de se resolver alguns desses proble-
mas motivou o surgimento de teorias interessantes, muitas das quais se desenvolveram indepen-
dentemente das aplicagoes que a motivaram, e acabaram criando areas relevantes de pesquisa.
Um exemplo classico é o problema do caixeiro viajante, que teve um papel importante na area
de Combinatéria Poliédrica.

Essa drea tem como base de sustentacao, a teoria de poliedros e a de programacao linear.
Em termos bem amplos, pode-se dizer que em Combinatéria Poliédrica estuda-se propriedades
de poliedros associados a problemas combinatérios. Tais estudos podem conduzir a relacoes
min-max (fazendo uso de dualidade), ao desenvolvimento de algoritmos, ou revelar certas pro-
priedades ou estruturas do problema em foco. Nao raro, algumas dessas estruturas se fazem
presentes em varios problemas, conduzindo a especulacdes e conseqiiente desenvolvimento da
teoria a respeito desses objetos.

Neste texto discutimos que tipos de problemas de otimizagao combinatéria podem ser estu-
dados através de métodos poliédricos. Mostramos como associar um poliedro a um problema,
como obter uma descrigdo (completa ou parcial) de um tal poliedro, e como desenvolver um
algoritmo baseado nessa descrigao.

Neste ponto, cabe mencionar que hd alguns fatos que nos desencorajam e outros que nos
motivam a utilizar essa estratégia. Por um lado, sabemos que, para a classe de problemas de
otimizagao N P-dificeis, obter uma boa descri¢ao do respectivo poliedro, ndo é uma tarefa ficil
(se fosse, terfamos P = N'P). Por outro lado, uma boa razio para se usar essa estratégia no
tratamento desses problemas, é o fato de que essa é uma das poucas estratégias que tem-se
mostrado eficaz na resolucao de instancias reais de grande porte. Resultados recentes para o
problema do caixeiro viajante, em que instancias de mais de trés mil cidades foram resolvidas
aplicando métodos poliédricos, mostram a forca dessa estratégia. Uma outra vantagem de se
usar tais métodos, é o fato de que podemos derivar solugoes aproximadas para os problemas,
com garantia de qualidade.

Neste texto, focalizamos os resultados tedricos que consideramos mais relevantes para aque-
les que trabalham — ou pretendem trabalhar — na area de otimizacao combinatéria e tém in-
teresse no desenvolvimento de algoritmos que fazem uso de técnicas de combinatdria poliédrica.
Assim, apresentamos primeiramente alguns resultados da teoria de poliedros, essenciais para
este estudo. Como pré-requisitos, supomos apenas alguma familiaridade com programagao li-



near (inteira), e alguns conceitos bésicos da teoria de grafos. No decorrer do texto, referimos a
conceitos de complexidade computacional, mas nao os julgamos essenciais para a compreensao
dos métodos que serao descritos.

O nosso objetivo é prover o material necessario para uma introducao a essa area, fornecendo
a fundamentacao tedrica e ilustrando, através da descri¢ao de alguns poliedros, o uso de certas
técnicas de prova que sao importantes neste contexto. Mostramos como os resultados a respeito
da descrigao facial de um poliedro podem ser usados para o desenvolvimento de um algoritmo
branch and cut, que é uma combinacdo do método branch and bound com métodos de planos-
de-corte faciais.

Dividimos este texto em 5 capitulos. No Capitulo 1 apresentamos alguns conceitos basicos
da teoria de grafos e de algebra linear, com a finalidade de fixar a terminologia e a notacao
adotada.

O Capitulo 1 é dedicado a teoria de poliedros. Diversos resultados importantes sao apresen-
tados, como projecao de poliedros, lemas alternativos sobre existéncia de solucao de sistemas
lineares, polaridade conica, formas de descricao de poliedros e caracterizacao de facetas,

No Capitulo 2 apresentamos a teoria sobre métodos de planos-de-corte, mostrando alguns
resultados classicos sobre fecho inteiro de poliedros, matrizes unimodulares, sistemas TDI, cortes
de Gomory e posto de Chvatal. Mencionamos, sem provar, o resultado fundamental devido a
Grotschel, Lovasz e Schrijver, mostrando a equivaléncia entre problemas de otimizacao e de
separacao.

Exemplos de poliedros associados a problemas cldssicos de otimizacao combinatéria sao
apresentados no Capitulo 3. Incluimos alguns poliedros “bem caracterizados” (poliedro dos
emparelhamentos de um grafo, poliedro de um de um matréide), assim como descri¢des parciais
de poliedros de problemas N P-dificeis (problema do caixeiro viajante, problema de Steiner em
grafos).

No Capitulo 4 discutimos em detalhe a implementagao de um algoritmo branch and cut.
Essa discussao é feita em torno do problema de Steiner em grafos, porém, incluindo conside-
racoes gerais validas para outros problemas também. Sao discutidos tépicos como separacao,
heuristicas primais, manutenciao do problema de programacao linear, etc.

A realizacdo da X Fscola de Computa¢do motivou-nos, ou melhor, apressou-nos a escrever
este texto. Na verdade, a idéia de produzir um texto desta natureza era algo que vinhamos
acalentando ha algum tempo. Assim, este texto surgiu de versoes preliminares — espalhadas
em dezenas de folhas avulsas e anotacoes mentais de ambos os autores — do material que tem
sido utilizado em disciplinas e palestras no Departamento de Computagao do IME-USP nos
ultimos anos. Ainda assim, mudancas de percurso ocorreram, em relacao ao que incluir, excluir,
enfatizar e referenciar. Agora, tendo finalmente que tornar piblico este trabalho, sentimos que
expomos um texto peliminar, ainda longe daquilo que idealizamos. Neste sentido, gostariamos
de contar com sugestoes da parte dos leitores, para incorporéd-las numa versao futura deste



texto. O leitor interessado pode acessar por ftp' o arquivo de referéncias e o cédigo de uma
implementacao do algoritmo discutido no Capitulo 4.

A principal motivacao para escrever este texto é que ele seja usado em cursos de pds-
graduacao, no ensino de uma disciplina sobre Combinatéria Poliédrica. Neste sentido, este
texto cobre mais topicos do que o estritamente necessario para a apresentacao do método
de planos-de-corte faciais. Além disso, os dois primeiros capitulos podem ser usados como
uma introducao “poliédrica” a programacao linear e dualidade. Quanto ao capitulo sobre
implementacao, o objetivo é que ele sirva de base para um projeto a ser desenvolvido pelos
alunos da disciplina. Este texto, devidamente condensado, pode também ser usado por alunos
de final da graduacao em Ciéncia da Computagao ou Matematica Aplicada.

Antes de finalizar, gostariamos de expressar o nosso Dankeschdon muito especial ao Professor
Martin Grotschel, que guiou os nossos primeiros passos na area de Combinatéria Poliédrica e
muito contribuiu para a nossa formacao. Gostariamos também de agradecer muitissimo aos
nossos alunos de doutorado Flavio Keidi Miyazawa e Orlando Lee, que participaram paciente-
mente da revisao de versoes preliminares deste texto, contribuindo com sugestoes e apontando
erros. Certamente eles nao podem ser responsabilizados pelos erros que eventualmente ainda
restaram nesta versao final. Estendemos os nossos agradecimentos ao Marko Lopari¢, pelas ob-
servacoes feitas durante as aulas, que foram incorporadas a este texto. Agradecemos também
aos docentes do nosso departamento, em especial ao Arnaldo Mandel, José Augusto R. Soares,
José Coelho de Pina Jr., Maria Angela Gurgel, Nami Kobayashi e Yoshiharu Kohayakawa, pelo
apoio moral e TEXnico.

Durante a elaboragao deste texto contamos com apoio do CNPq (projetos de pesquisa
ProComb/ProTeM-CC-II, proc. no. 680065/94-6; e bolsas de pesquisa, proc. nos. 300752/94-6
e 304527/89-0) e da CAPES/DAAD (projeto ProBral, proc. no. 001/94). Expressamos aqui os
nossos agradecimentos a essas agéncias e também a coordenacdo da X Escola de Computacao
pela oportunidade de divulgar este texto.

Sao Paulo, maio de 1996

Carlos E. Ferreira

Yoshiko Wakabayashi

! Para maiores informacdes, escreva para [yw, cef]@ime.usp.br






Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo definimos alguns conceitos basicos da teoria dos grafos e de algebra linear.
Assumimos que o leitor tenha relativa familiaridade com esses conceitos, de modo que, 0 nosso
objetivo é mais o de estabelecer a notacdo e a terminologia que serdo adotadas.

Este material ndo precisa necessariamente ser lido antes dos demais capitulos. A terminolo-
gia que utilizamos ¢ relativamente padrao, podendo o leitor consultar apenas alguma notacao
nao convencional, a medida que isso se fizer necessario.

Neste texto utilizamos também conceitos fundamentais da teoria de complexidade computa-
cional, mas estes nao serao apresentados neste capitulo. Defini¢oes destes conceitos e resultados
dessa teoria podem ser encontrados em Garey e Johnson [38] ou em Aho, Hopcroft e Ullman [1].

1.1 Teoria dos Grafos

No Capitulo 3 estudamos diversos poliedros associados a problemas de otimizacao em grafos.
Definimos aqui, apenas os conceitos relativos a esses problemas. A terminologia adotada,
a menos de pequenas variacoes, é a mesma utilizada por Bondy e Murty [12], Berge [9] e
Bollobas [11]).

Grafos

Um grafo G = (V, A) consiste de um conjunto finito ndo-vazio V' de elementos chamados
vértices e um conjunto de pares nao-ordenados de elementos distintos de V', chamados arestas,
isto é, A C {{u,v} | u,v € V, u # v}. Note que nao sdo permitidos “lacos” e nem arestas
“multiplas”.

Se @ = {u, v} é uma aresta, dizemos que « incide em u e em v; que u e v 530 seus extremos;
e que u e v sao adjacentes. Algumas vezes, para simplificar a notagao, denotamos uma aresta
{u,v} por uv. O grau de um vértice v é o niimero de arestas incidentes a v.

Se S é um conjunto de vértices de um grafo G = (V, A), denotamos por A(S) o conjunto

7



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

das arestas de G com ambos os extremos em S e por 6(S) o conjunto das arestas de G com um
extremo em S e o outro em V' \ S, isto é, A(S) :={uve A|u,ve S} e

0(S)={w e A|lueS e veV\S}. Unm conjunto da forma §(S), onde ) # S # V, é
chamado corte. Se s é um vértice em S e t é um vértice em V' \ S, entdo dizemos que §(S) é
um (s,t)-corte. Para v € V, a notagao d(v) abrevia §({v}).

Se dois grafos G = (V,A) e H = (W, B) sao tais que V C W e A C B, entdo G é dito
um subgrafo de H. Neste caso, dizemos que H contém G ou que G estd contido em H. Se
|V| = |W| entdo dizemos que G é um subgrafo gerador de H. Se E C A, entdo o subgrafo de
G com conjunto de arestas E e vértices consistindo dos extremos das arestas de E é o subgrafo
gerado ou induzido por E e denotado por G[E]. Se W C V, entdo G = (W, A(W)) é o
subgrafo gerado por W e denotado por G[W].

Se W é um conjunto de vértices de um grafo G = (V, A), entdo G — W denota o subgrafo
obtido de G removendo-se W, definido com conjunto de vértices V' \ W e arestas A(V \ W).
Observe que G — W = G[V \ W/|. Escrevemos G — v para denotar o subgrafo G — {v}, se v é
um vértice de G.

Dizemos que um grafo é completo se quaisquer dois de seus vértices sao adjacentes. O
(dnico a menos de isomorfismo) grafo completo com n vértices é denotado por K, = (V,, 4,).

Um grafo G = (V, A) é dito bipartido se V pode ser particionado em dois conjuntos
disjuntos nao-vazios V; e V, tais que V3 UV, =V e toda aresta em G tem um extremo em Vi e
outro em V5.

Um emparelhamento em um grafo é um conjunto de arestas duas a duas nao-incidentes
a um mesmo vértice. Se um vértice v é extremo de alguma aresta de um emparelhamento F,
entao dizemos que E cobre v, ou que v é coberto por E. Dizemos que um emparelhamento E
é perfeito se cobre todos os vértices do grafo. Um grafo G é hipo-emparelhavel se ndo tem
um emparelhamento perfeito, mas ao remover qualquer um de seus vértices o grafo que resulta
tem um emparelhamento perfeito. Se F' é um emparelhamento em G, entdo um (s, t)-caminho
em G cujas arestas pertencem alternadamente a E e a A\ E (ao percorré-lo de s a t) é chamado
alternante (em relacdo a FE).

A matriz de incidéncia de um grafo G = (V, A) é uma matriz com linhas e colunas
indexadas por V' e A, respectivamente, onde a entrada na posi¢ao (v, «) é 1 se a aresta « incide
no vértice v; e é 0, em caso contrario.

Grafos orientados

Um grafo orientado D = (V, A) consiste de um conjunto finito ndo-vazio V' de elementos
chamados vértices, e um conjunto A de elementos chamados arcos ou arestas, que sao pares
ordenados de vértices distintos, isto é, A C {(u,v) | u,v € V,u # v}. Se a = (u,v) é um arco,
dizemos que « incide em u e em v, e que u e v a0 seus extremos . Também nos referimos a
u como inicio e a v como término do arco a.

Todos os conceitos definidos para grafos que nao envolvem a nocgao de orientagao se aplicam
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analogamente para grafos orientados.

Se W é um conjunto de vértices de um grafo orientado D = (V, A), denotamos por A(W) o
conjunto das arcos de D com ambos os extremos em W e por § (W) o conjunto dos arcos de
D com inicio em W e término em V \ W isto é, A(W) := {(u,v) € A|u,v e W} e
OT(W) = {(u,v) € AlueW e veV\W}.Unm conjunto da forma §* (W), onde
0 # W # V, é chamado corte. Se s € W et e V\W, entdo dizemos que 6+ (W) é um
(s,t)-corte. Para v € V, a notacgdo 6+ (v) abrevia 6" ({v}).

A matriz de incidéncia de um grafo orientado D = (V, A) é uma matriz com linhas e
colunas indexadas por V' e A, respectivamente, onde a entrada na posi¢ao (v,a) é —1,+1, ou
0, se o vértice v é o término de «, o inicio de «, ou a nao incide em v, respectivamente.

Caminhos, circuitos e conexidade

Num grafo orientado D = (V, A), um conjunto nao-vazio de arcos P = {a, q,..., o},
onde o; = (v;,vi41) € A, e v; # v; para i # j, é chamado caminho. Dizemos que P é um
(v1, vg)-caminho; e que tem comprimento k. Se (vg,v1) € A entdo C := P U {(vg,v1)}
é chamado circuito. Esquecendo-se a orientagdo (dos arcos) temos analogamente o conceito
de caminho e circuito em um grafo. A distancia entre dois vértices u e v em um grafo (néo-
orientado) é o comprimento de um (u, v)-caminho de menor comprimento possivel; se ndo existe
um tal caminho, entao dizemos que a distancia é infinita.

Num grafo (orientado ou ndo) com n vértices, um circuito com exatamente n arestas é
chamado hamiltoniano.

Um grafo é conexo se possui um caminho entre quaisquer dois de seus vértices; caso con-
trario, é desconexo. Denominamos componentes os subgrafos conexos maximais de um
grafo. Um grafo G com pelo menos 2 vértices é 2-conexo se é conexo e G — v é conexo para
qualquer vértice v em G. Para grafos orientados, esses conceitos sao definidos analogamente,
ignorando-se a orientagdo dos arcos.

Um grafo é aciclico se nao contém circuitos. Um grafo aciclico conexo é chamado arvore.
Grafos aciclicos nao necessariamente conexos sao chamados florestas.

1.2 Algebra Linear

Denotamos por R, Z e N os conjuntos dos niimeros reais, inteiros e naturais, respectivamente.
O conjunto N nao contém zero. Denotamos por R, o conjunto dos nimeros reais ndo-negativos
e por Z, o dos inteiros nao-negativos. Para n € N, o simbolo R" denota o conjunto de todos
os vetores com n componentes reais. Definimos Z" analogamente. Denotamos por R™*" o
conjunto das matrizes reais com m linhas e n colunas.
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Se A € R™*™ a menos de menc¢ao contraria, deve ficar subentendido que A é da forma

a1 a2 ... Qip

Um1 Am2  --. Gmp

A j-ésima coluna de A é um vetor com m elementos, denotado por A,;, ou seja,

A i-ésima linha da matriz A é um vetor-linha de comprimento n, denotado por A;,. Ou seja,
Ai* = (aﬂ ce am).

SeI C {l,....m} =t M edJ C{l,...,n} =1 N denotamos por A;; a submatriz de
A formada pela eliminacao das linhas de A cujos indices ndo estdao em I e eliminacdo dos
elementos das colunas de A cujos indices ndo estdo em J. Note que, se [ = {i} e J = {j},
entdao Ary = Aj e Ayg = A,j. Escrevemos Ay, em vez de Ay, e A,y em vez de Ayy.

Se E é um conjunto finito ordenado e W um conjunto qualquer, W¥ denota o conjunto dos
vetores com |E| componentes indexadas pelos elementos de F, com entradas em W. Similar-
mente, se A é uma matriz, A € REXF significa que A ¢é real, possui |E| linhas e |F| colunas,
indexadas pelos elementos dos conjuntos finitos ordenados E e F, respectivamente.

Se x é um nimero real, entao |z| denota o maior inteiro menor ou igual a x; e o simbolo
[2] denota o menor inteiro maior ou igual a . Sendo A e B conjuntos, denotamos por A A B
a diferenca simétrica de A e B, isto é, AAB:= (A\B)U(B\ A). Asomade Ae B é
definida como A+ B:={a+b|a€ A e be B}.

A menos de especificacdo em contrario, vetores serao vetores-coluna. Assim, se x é um
vetor, ' denota seu transposto. O produto interno de dois vetores z e y em R é o escalar
'y := Y " x;y;. Um vetor de uns é denotado por 1. Um vetor ou uma matriz de zeros
é denotada por 0 (ficard claro pelo contexto a sua dimensdo). Da mesma, forma a matriz
identidade é denotada simplesmente por I. Um vetor (z1,xs,...,2,) é referido como unitario
se existe 7 (1 < i < n), tal que z; = 1 e z; = 0 para j # 4. Utilizamos a notacdo e; para
designar o vetor unitario cuja componente 1 esta na posicao .

Se E é um conjunto finito ordenado e A C E, denotamos por x4 = (x2 : e € E) o vetor
de incidéncia ou vetor caracteristico de A, definido como

4|1, see€ A
Xe = 0, seeec E\ A

Neste texto, identificamos funcdes ¢ : A — R com vetores em R4. Assim, se a € A, ¢, pode
ser a componente do vetor ¢ indexada por a € A, ou o valor ¢(a) da fun¢do c. Se B C Ae
¢c:A— R (ouceR), entdo ¢(B) denota a soma c(B) := >,y G
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Um vetor x € R* é uma combinacao linear dos vetores x1, T, . .., z; € R”, se, para algum
— t
a=(a,...,q) €R,

t
xr = E [e7HITR
i=1

Uma tal combinagao linear é chamada

afim, se a; +---+ = 1;
cOnica, se ay, -, > 0;

convexa, se for afim e conica.

Para um conjunto nao-vazio S C R", denotamos por lin(S) o fecho linear dos elementos
de S; isto é, o conjunto de todos os vetores que sao combinacao linear de um niumero finito
de vetores de S. Analogamente, definimos os fechos afim, cénico e convexo, denotados por
afim(S), cone(S) e conv(S), considerando a combinacdo correspondente. Se S for o conjunto
vazio, entdo lin(S) := cone(S) := {0} e conv(S) = afim(S) := ().  Dizemos que S C R"
é um subespacgo linear se S = lin(S). Analogamente, definimos subespago afim, cone e
conjunto convexo. Se A é uma matriz, entao cada um dos conjuntos lin(A4), afim(A), cone(A)
e conv(A) sdo definidos analogamente, considerando-se os vetores-coluna de A.

Um conjunto S C R™ é linearmente independente se para qualquer subconjunto finito

{z1,...,24} de S, sempre que 22:1 a;z; = 0, onde o; € R, temos que oy = --- = o = 0.
Dizemos que S é afim-independente se para qualquer subconjunto finito {z,...,2;} de S,
Zle a;r; =0, onde a; € Re Z:zl a; =0, implica a; = -+ = a; = 0. Um conjunto S é line-

armente dependente se ele nao for linearmente independente. Definimos afim-dependente
de forma anéloga.

Para S C R", o posto de S, denotado por posto(S), é a cardinalidade de um maior
subconjunto de S que é linearmente independente. Analogamente, definimos o posto afim
de S, denotado por posto — afim(S), como sendo a cardinalidade de um maior conjunto afim
independente contido em S. Observe que {0} é afim-independente, mas néo é linearmente
independente. Por outro lado, se S é um conjunto linearmente independente, entao S é afim-
independente. Prova-se que para todo S C R, se 0 € afim(S), entdo posto — afim(S) =
posto(S) + 1; e se 0 ¢ afim(S), entdo posto — afim(S) = posto(S5).

O posto de uma matriz A, denotado por posto(A), é o posto do conjunto de vetores-coluna de
A, que prova-se ser igual ao posto do conjunto de vetores-linha de A. Uma matriz A € R™*" tem
posto-linha completo se posto(A) = m, e tem posto-coluna completo se posto(A) = n.

Para S C R", a dimensao dim(S) de S é definida como dim(S) := posto — afim(S) — 1.
Dizemos que S tem dimensdo plena se dim(S) = n.
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Capitulo 1

Teoria de Poliedros

Neste capitulo estudamos conceitos e resultados basicos da teoria de poliedros. Um dos re-
sultados fundamentais que apresentamos diz respeito as formas de se descrever um poliedro:
como intersec¢do de um nidmero finito de semi-espagos (a chamada representacdo externa) e
como soma do fecho convexo dos seus vértices com os pontos gerados pelo cone de seus raios
extremais (a representacdo interna). Esse resultado nao é imediato, e exige alguns preparativos,
o que ¢ feito no capitulo.

Uma operagao muito importante sobre poliedros é a projecdo. Apresentamos um algoritmo
para projetar um poliedro sobre um conjunto, numa dada dire¢cao. Uma aplicacao interessante
desse algoritmo é o método de eliminacao de Fourier-Motzkin. Mostramos como esse método
pode ser usado para verificar se um dado poliedro é vazio; ou, em sua versao dual, para achar,
a partir da representacao externa de um poliedro, os seus vértices e raios extremais.

Uma conseqiiéncia direta do método de eliminacdo de Fourier—Motzkin é o chamado Le-
ma de Farkas (também chamado de Lemas Alternativos em suas vérias versoes). Resultados
importantes da teoria de programacao linear, como o teorema forte de dualidade, podem ser
derivados a partir do Lema de Farkas.

Outro conceito importante que discutimos é o de polaridade conica. O resultado mais inte-
ressante é que pode-se mostrar que para todo cone poliédrico (dado através de sua representacdo
externa), existe uma matriz tal que o conjunto de pontos desse cone coincide com o fecho conico
gerado por essa matriz. Além disso, mostramos que dada uma matriz, tanto o fecho linear,
conico, convexo e afim dessa matriz sao poliedros. Nesse ponto, apresentamos o resultado sobre
a equivaléncia entre a representacao externa e a representacao interna de um poliedro.

Apresentamos caracterizacoes para faces, facetas e vértices de poliedros. O conceito de
inequacao que define (ou induz) uma face é introduzido. Mostramos que uma descrigdo de um
poliedro dada por inequacgoes que definem suas facetas é a melhor descricao possivel. Além
disso, mostramos que se uma inequacao define uma faceta, entao existe uma forma canodnica
unica de representa-la. Tal resultado, aparentemente simples, permite uma simplificacao muito
grande nas demonstracoes que apresentamos no Capitulo 3, a respeito de facetas de alguns
poliedros.
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Os resultados apresentados aqui sao baseados em varios textos, e segue de perto os topicos
cobertos em [46]. Recomendamos ao leitor os textos de Schrijver [99], Chvatal [14], Griinbaum
[62] e Ziegler [105].

1.1 Conceitos Basicos

Um subconjunto P C R" é chamado poliedro se
P={z eR"| Az < b},

para alguma matriz A € R™*" e algum vetor b € R™.

Um poliedro P definido por uma matriz A e por um vetor b é denotado por P(A,b). Se P
é um poliedro limitado (ou seja, existe um real « tal que todo ponto z € P satisfaz ||z|| < «),
entdao P é chamado politopo.

Sea € R"\ 0 e «a€R, entdo o poliedro {z € R* | a'z < a} é chamado semi-espago. Um
conjunto de pontos que divide o espac¢o em dois semi-espagos, ou seja, um conjunto da forma
{z € R" | a"x = a}, onde a é ndo nulo, é chamado hiperplano.

Observando que cada uma das linhas da matriz A juntamente com a correspondente entrada
do vetor b define um semi-espago, segue imediatamente que P(A, b) é intersec¢ao de um niimero
finito de semi-espacos.

Exemplo 1.1.1 Na Figura 1.1 a regiGo mais escura corresponde ao poliedro P(A,b), onde

1 -1 —9
1 -1 —9

A: =
oo | € 4
0 1 4

Note que o conjunto vazio é um poliedro, assim como o espago R". Certos tipos de cones
também sao poliedros. Lembramos que um conjunto C' C R" é um cone se C' = cone(C). Um
cone C' é poliédrico se C' é um poliedro.

Exercicio 1.1.2 Mostre que todo cone C C R € poliédrico.
Exercicio 1.1.3 Dé um exemplo de um cone que ndao € poliédrico.
Exercicio 1.1.4 Mostre que todo poliedro é um conjunto convexo.

Proposicao 1.1.5 Um cone C' C R"™ € poliédrico se e somente se existe uma matriz A € R™*"
tal que C = P(A,0).
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\j

Figura 1.1: Exemplo de um poliedro no R2.

Prova. Seja C um cone. Se C' = P(A,0), entdo claramente C' é um poliedro, e portanto é um
cone poliédrico.

Suponhamos agora que C' seja poliédrico. Como C' é um poliedro, entao existe uma matriz
A e um vetor b tais que C' = P(A,b). Suponhamos que exista 2’ € C tal que Az’ £ 0. Entao,
existe uma linha 7 da matriz A tal que ¢t := A;,2’ > 0. Como C é um cone, entdo \z’' € C
para todo A > 0. Tome X := b;/t + 1 e observe que X' > 0 e Nz’ € C . Por outro lado,
Ai(Nz') = Nt > b;, uma contradigdo. Assim, para todo z € C temos que Az < 0. Logo,
C C P(A,0). Como 0 € C, segue que b > 0, ou seja, P(A,0) C C. Portanto, C = P(A,0). O

1.2 Transformacao de Poliedros

Nem sempre os poliedros surgem na forma de um sistema de inequacoes. Entretanto, nao é
dificil mostrar que sistemas constituidos por equacoes e inequacoes podem ser transformados
em sistemas equivalentes s6 constituidos por inequacoes.

Proposicao 1.2.1 O conjunto de solucoes do sistema abaizro é um poliedro.

Bx+Cy=c
Dz + Ey<d
z>0

zeRP, yeRI.
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Prova. Basta notar que o conjunto das solugdes do sistema acima é igual ao conjunto dos
pontos do poliedro P(A,b), onde

B C c

-B —-C —c

A= D i e b:= d
-1 0 0

Ol

Um tipo especial de poliedros é aquele definido apenas por equacgoes. Dada uma matriz
A € R™" e um vetor b € R™, seja

P=(Ab) :={z e R" | Az = b, z > 0}.

Note que P=(A,b) é um poliedro (basta aplicar a proposi¢ao anterior). Claramente, nem
todo poliedro pode ser descrito dessa forma. De fato, o poliedro {x € R | z < 1} ndo pode ser
descrito por um sistema de equacoes.

Podemos, no entanto, sempre tomar um poliedro descrito de uma forma e transforma-lo
em um outro poliedro “equivalente”, descrito de uma outra forma. Para isso, algumas vezes,
precisamos trabalhar em um outro espaco, de dimensao diferente.

Assim, vejamos como transformar P(A,b) em um poliedro “equivalente” P=(A’,b'). Inici-
almente, transformamos todas as inequagoes em equagoes. Isso é feito acrescentando-se, para
cada inequagao, uma varidvel de folga (slack variable) ndo-negativa.

Ou seja, uma inequacao da forma
a'x <«

pode ser inicialmente transformada em
T —
ar+y=a, y=>0.

Como a variavel x é livre de sinal, podemos substitui-la pela diferenca de duas variaveis nao-

+ +

e ~. Ou seja, substituimos as ocorréncias de x por ™ — x~ e acrescentamos as

restricoes x7 > 0 e = > 0. Assim, neste caso, o sistema “equivalente” que se obtém é

negativas «

o'zt —a'z +y=qa, zv>0, 27 >0, y>0,
que € da forma

-
ad z=a, 2>0.

Note que, fazendo tais transformagoes, um poliedro P(A, b), onde A € R™*™ ¢ transformado
em um poliedro P’ = P=(A',b), onde A’ € R™ ™™ Ambos sio ditos “equivalentes”, no

sentido de que a cada ponto z € P(A,b) corresponde um ponto z' € P’ = P=(A',b) e vice-
versa.
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Figura 1.2: Exemplo de projecao

1.3 Projecao de Poliedros

Uma ferramenta que pode ser muito util no tratamento de certos problemas é considerar pro-
jecao de poliedros. Veremos a seguir que o problema de verificar se um poliedro é ou nao vazio
pode ser resolvido usando projecao. Da mesma forma, pode-se resolver o problema de encon-
trar todos os vértices ou as inequagoes que definem um poliedro. Mais adiante faremos alguns
comentarios a esse respeito.

Sejam S CR® e H C R" dois conjuntos e ¢ € R" um vetor nao-nulo. O conjunto
{r e R" | x € H, existe A € R tal que x + Ac € S}

¢ chamado de projecao de S sobre H na diregao c. Na Figura 1.2 mostramos um exemplo
de projecao.

Interessa-nos, em especial, projecoes sobre espacgos afins. Veremos que, neste caso, todos
os resultados podem ser expressos como projecoes sobre hiperplanos, em particular, projecoes
ortogonais. Assim, se H é o hiperplano

H={z€R"|c'z=)\}, para algum ) € R",
entao dizemos que a projecao de S sobre H na direcao c é ortogonal.
Exercicio 1.3.1 Seja H C R" um subconjunto qualquer, ¢ € R* \ {0} e H' := {z € R" |
a'z < a} um semi-espaco. Seja Py a projecio de H' sobre H na direcdo c. Prove que
(a) Se a é ortogonal a ¢, entdo Pgp = HN H'.
(b) Se a ndo é ortogonal a c, entdo Pg = H.
Agora vejamos como calcular a projegdo de um poliedro P(A,b) sobre um conjunto (qual-

quer) H, numa dada direcao c¢. O método calcula um poliedro P(D,d) tal que a proje¢ao de
P(A,b) sobre H na diregao ¢ é dada por

Hn{z €R" | Dz < d}.
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Algoritmo PROJECAO DE UM POLIEDRO NUMA DADA DIREGAO

Entrada: Um poliedro P(A,b), A € R™*™ b€ R™,
um vetor ¢ € R” (a dire¢do de projecdo).
Saida: Um poliedro P(D,d), D €e R™*", d e R
(r é calculado no algoritmo) tais que, para qualquer
H C R", a projecao de P(A,b) sobre H
na dire¢do ¢ é dada por H N P(D, d).

Seja M = {1,2,...,m} o conjunto dos indices das linhas de A;
Particione M em 3 partes:
N:={ie M| Ajc <0},
Z:=1{i € M| A =0},
P:={ie M| Ajc>0};
Faga r := |Z U (N x P)|;
Defina R := {1,...,r};
Construa uma bije¢do p: R — Z U (N x P);
Para cadai:=1,...,r faga
se p(i) € Z
entao Di* = Ap(i)*; di = bp(i);
senao seja p(i) = (s,t) € N X P;
D;, = (At*C)As* - (As*C)At*§
d; = (ApC)bs — (AsC)by;
Devolva D e d.

Provaremos a seguir que o algoritmo acima calcula corretamente a projecao de um poliedro.
Sabemos que

P(A,b) = (| H;, onde H; := P(Ay,by).

i=1
Equivalentemente, podemos escrever que

PAb) = () HNH;.

(ij)EM XM

Vamos mostrar que a projecao Py, de P(A,b) sobre H na direc¢ao ¢, pode ser calculada da
seguinte forma:
PH =HnN m Hija

(1,J)EM XM

onde H;; é a projecao de H; N H; sobre R* na direcao c.
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Proposicao 1.3.2 Seja P(A,b) um poliedro em R*, H CR" e c € R*. Entdo, a projecio Py,
de P(A,b) sobre H na dire¢ao ¢, pode ser calculada da sequinte formas:

PHI:Hﬂ m Hij,

(i,j)EMx M

onde H;; € a projecdo de H; N H; sobre R* na direcdo c.

Prova. Temos que

Py = {ze€R"|z€ H, existe A € R tal que z + Ac € P(A,b)}
= {zeR" |z € H, existe A€ Rtalque z+Ace€ H;NH;
para todo (i,7) € M x M}
= HnN ﬂ {z € R" | existe A € R tal que z + A\c € H; N H,}
(i) EMxM
= Hn () Hy

(4,j)EMxM

Ol

Com isso, concluimos que basta estudar como projetar sobre um conjunto a interseccao de
dois semi-espacos numa direcdo c. Isso é feito no teorema a seguir.

Teorema 1.3.3 Sejam ¢ € R* \ {0}, H um conjunto qualquer, S; := {zx € R* |a'z < a} e
Sy :={z eR"|b'x < B}. Seja Py a projecio de S; NSy sobre H na direcdo c.

(a) Se ambos os vetores a, b sdo ortogonais a c, entio

PH251HSQHH.

b) Se um dos vetores a, b é ortogonal a ¢ e o outro néo, digamos a'c =0, b'c # 0, entdo
g g

(c) Se ambos os vetores a, b ndio sio ortogonais a c ea'c eb'c tém o mesmo sinal, entdo

T

(d) Se ambos os vetores a, b ndo sio ortogonais a c, e a'c e b'c tém sinais diferentes,

digamos, a'c < 0 eb'c> 0, entdo tomando-se
d=(b"c)a—(a'c)b, §=(b"c)a— (a'c)B,

temos que
Py=Hn{zreR"|d z <6}

Adicionalmente, temos que a inequacio d'z < § é uma combinacdo cénica das inequacies
a'z<aeb'z<pB, ed éortogonal a c.
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Prova. (a) Da defini¢do de projecdo, temos que
Py ={z e R" |z € H, existe A € R tal que z + Ac € S; N Sy }.
Ou seja,
Pp=HN{zcR"| existe \€R : a'(z+Xc)<aeb (z+ )< B}
Mas, como a e b sao ortogonais a c,

PH:HﬂslﬂSQ

(b) A demonstragao é andloga a do item (a) (exercicio para o leitor).

(c) Claramente, Py C H. Vamos mostrar que a outra inclusdo também ¢é vélida. Seja
z' € H. Sem perda de generalidade podemos supor que a' ¢ > 0e b'c > 0. Tome

A := min {L(Oz —a'1"), ﬁ(ﬁ - bTxl)} ’

a'c
e observe que ' + Ac € S; N S,. Entdo, 2’ € Py.

(d) Defina o conjunto @ := {x € R* | d"z < §}. Claramente, por construgao, temos que
d"z < 6 é uma combinacio conicade a'z < e b’z < B. Dai, é facil ver que S; NSy C Q.
Além disso, d"c = 0, e portanto, a projecio Q, de Q sobre H na direcio c, é dada por QN H.
Assim,

PrCQu=QNH.

Resta mostrar que QN H C Py. Seja ' € QN H. Por hipétese, temos que a'c <0 e b'c > 0.
Pela construcao de d e §, temos

(bTe)a—(a"e)b) 2’ =d 2’ < 5= (b"c)a— (ac)B.

Assim,
(@' )(B-b"2") < (b'e)(a—a'd'),
ou ainda,
_ 1 T 1 T .
)\b = m(ﬁ —b .’EI) 2 E(O[ —a 33,) = /\a.

Basta agora tomar qualquer A tal que A\, < A < )\, e observar que
a' (@' +X)=a'z' +da'c<a'z + Na'c=oa.

Da mesma forma,
BT (2 +Xe)=b"a" + X c<b 2’ + b c=B.

Com isso, 2’ € Py. 0

Sabemos que a proje¢do Py do poliedro P(A,b) sobre H na diregao ¢ é dada por

Pp=Hn () Hy



1.3. PROJECAO DE POLIEDROS 21

Usando a particdo de M em Z, N e P como definido no algoritmo, temos,
PH = H N ﬂ Hz'j;
(1,9)
onde a interseccdo é sobre todos os pares (i,7) em (M x Z)U (P x P)U (N x N)U (N x P).

Aplicando o teorema anterior, temos

Py=Hn(\Hn ()| Hy

i€z (i,j)EN X P

Mas, P(D,d) = ;e Hi N ﬂ(m.)epr H;j;, o que completa a demonstracdo de que o algoritmo
de projecao esta correto.

No teorema seguinte, formalizamos algumas das idéias vistas.

Teorema 1.3.4 Sejam A € R™", b€ R™, c € R* e H C R" um conjunto qualquer. Considere
o sistema de inequacoes Dx < d construido aplicando-se o algoritmo de projecao e seja Py a
proje¢ao de P(A,b) sobre H na direcdo c. Entao,

(a) Cada inequacao Dyx < d; é combinacdo linear nao-negativa de inequagdes do sistema
Az < b, i.e., para cada i € {1,...,r} existe um vetor u >0 com Dy =u' A ed; = u'b.

(b) Dj.c =0 para todoi=1,...,r.
(c) Py =HnNP(D,d).

(d) Tomez' € H e N, Z e P definidos como no algoritmo. Defina

1

A= (b; — Asx'), para todo i € PUN,

Ai*C
L] se N =10,
" | max{\; | i € N}, caso contrdrio;

+o00, se P =10,

U:= . ) .
min{\; | i € P}, caso contrdrio.

Entao,

(dy) 2’ € P(D,d) implica que L < U e z' + Ac € P(A,b) para todo X tal que L < A < U.
(d2) z' 4+ Xc € P(A,b) implica que L < A< U ez’ € P(D,d).

Prova. Os itens (a) e (b) sao conseqiiéncias diretas da defini¢do da matriz D e vetor d. O item
(c) é implicado pelo item (d). Resta-nos entdo, provar esse ltimo item.

(d1) Seja z' € P(D,d). Mostremos inicialmente que L < U. Se algum dos conjuntos N
ou P for vazio, entao a afirmacao é claramente verdadeira. Suponhamos, entao, que N # () e
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P #1(. Sejam s € N,t € Per € R com p(r) = (s,t), e além disso, \; = L e \;, = U. Com
isso,
(Apc)Agx’ — (Agu0) A’ = Dy’ < dp = (Apc)bs — (AguC)by.
Dai,
(As*c) (bt - At*xl) S (At*c) (bs - As*xl)a
de onde segue que,

1
B At*c

U= /\t (bt - At*x') 2 (bs — As*x') = )\s = L.

Agc

Vamos agora mostrar que A;,(z' + Ac) < b; para todo i € M e todo A tal que L < A < U.
Temos trés casos a considerar.

e i € Z. Nesse caso, existe j € R tal que p(j) =1, D;. = Ajx e dj = b;. Como A;.c =0,
entdo A;. (2" + Ac) = Ajd’ + NAjc = Aja’ = Djua’ < dj = ;.

e ; € P. Nesse caso, U < 0o, e com isso,
Ai* (.T, + )\C) = Ai*.’EI + )\AZ*C S AZ'*.TI + UAZ*C S AZ‘*.T, + /\ZAZ*C = bz
e i € N. A demonstragao é andloga.

(d2) Tomemos agora =’ + Ac € P(A,b). Suponhamos que \ ¢ [L, U], por exemplo, A < L.
Entao, existe 1 € N com A < )\;, e com isso,

Ai* (33, + /\C) = Ai*ﬂjl + )\AZ*C > Ai*l'l + )\ZAZ*C = bi,

contradizendo o fato de que ' + Ac € P(A,b). Da mesma forma, A > U leva a um absurdo.
Resta, entdo, mostrar que ' € P(D,d). Mas, isso é conseqiiéncia do fato de que o sistema
Dz < d é combinagio conica de Ax < b; e assim, A(z' + Ac) < b implica D(z' + Ac) < d. Como
Dc =0, segue que Dz’ = D(z' + Ae) < d. 0

Do teorema acima, segue imediatamente o seguinte resultado.

Proposigao 1.3.5 Se H = P(A',b') é um poliedro, entio a projecio Py, de P(A,b) sobre H
em uma direcdo ¢ € um poliedro.

Prova. Do Teorema 1.3.4 (c¢) temos que Py = P(A', V) N P(D,d), ou seja,
Al b
r=r((5)(4))

Uma aplicagao interessante do algoritmo de projecao é o método de eliminagao da j-ésima
varidvel de Fourier-Motzkin. Esse método permite, através da projecao de um poliedro no

Ol

hiperplano {z € R" | z; = 0}, a eliminagdo de uma varidvel. Em seguida veremos uma
motivagao para o método.
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Algoritmo ELIMINAGAO DE FOURIER-MOTZKIN

Entrada: Um poliedro P(A,b), A € R™*™ b€ R™,
variavel j (a direcdo c serd e;).

Saida: Um poliedro P(D,d), D €e R"™*" d e R
(r é calculado no algoritmo) tais que, a projecao de
P(A,b) sobre {z € R" | z; = 0}, na direcdo e;, é o
conjunto {x € P(D,d) | z; = 0}.

Particione M, o conjunto dos indices das linhas de A, nas partes
N:={ie M| a; <0},
Z:={ieM]|a; =0},
P:={ie M| ay; >0}

Faca r:=|Z U (N x P)|; defina R:={1,...,r};

Construa uma bijecdo p: R — Z U (N x P);

Para cadai:=1,...,r faga

Se p(i) € Z
entao D;, := Ay di = by();
senao seja p(i) = (s,t) € N x P;
D, == atjAs* - asjAt*S
d; = aijbs — as;by;
Devolva D e d.

O método descrito acima pode ser usado para resolver o problema de determinar se um
dado poliedro é ou nao-vazio. A proposicao seguinte mostra como podemos usar o método de
eliminacao de Fourier—-Motzkin para resolver esse problema.

Proposigao 1.3.6 Seja P(A,b) um poliedro e P(D,d) o poliedro obtido aplicando o algoritmo
de projecao descrito acima. Entdo,

P(A,b) #0 se e sése P(D,d)#.

Prova. Inicialmente suponha que P(D,d) = (). Como a proje¢ao de P(A,b) sobre si mesmo
é o préprio P(A,b), entao usando o fato de que Py = H N P(D,d), temos que P(A,b) =
P(A,b) N P(D,d); e portanto, P(A,b) = .

Agora suponhamos que exista © € P(D,d). Pelo item (d;) do Teorema 1.3.4, segue que o
poliedro P(A,b) também é nao-vazio. 0

Observe que podemos aplicar iterativamente o método de eliminacao de Fourier—Motzkin,
comegando com o poliedro P(A,b) e fazendo projegoes em sucessivas dire¢oes (nos hiperplanos
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correspondentes). Seja {c1, co,. .., c,} uma base ortogonal de R” (por exemplo a base ortogonal
candnica) e projete o poliedro P(A,b) na diregdo ¢;. Obtemos, entdo, segundo a proposi¢ao
anterior, uma matriz D; e um vetor d; tais que:
(l) chl = 0,
(ii) existe Uy € RI**™ com UyA=DyeUib=d, e
(iii) P(A,b) # (0 se e s6 se P(Dy,dy) # 0.

Aplicando o método novamente, agora projetando o poliedro P(D;,d;) na dire¢io ¢, obtemos
analogamente uma matriz Dy e um vetor dy tais que:

(i) Dacs =0,
ii) existe Uy € R2*™ com UyD; = Dy e Usd; = ds e
+

(iii) P(D1,d;) # 0 se e s6 se P(Dy,dy) # 0.

Combinando o conhecimento que temos da matriz D; e da matriz Do, obtemos que Dyc; =
UyDic; = 0. Além disso, dy = Usdy = UsUpb. Assim, temos as seguintes relagoes (para nao
sobrecarregar a notagao, chamamos a matriz UyU; de Us):

(1) DQCl = D202 = 0,

(i) existe Uy € R2*™ com UsA = Dy e Usb =ds e

(iii) P(A,b) # (0 se e 86 se P(Ds,dsy) # 0.
Aplicando o mesmo método para todos os vetores da base ortogonal, obtemos

(1) Dncl = DnCQ =...= Dncn = 0,
(ii) existe U,, € R**™ com U, A= D, e U,b=4d, e

(iii) P(A,b) # (0 se e s6 se P(D,,d,) # 0.

Como {cy,...,c,} é uma base de R", entdao D, = 0. Assim, é facil verificar se o poliedro
P(D,,d,) é ou ndo-vazio. Note que tal poliedro é vazio se e s6 se d,, # 0.

Vale aqui ressaltar que, considerando a base ortogonal canénica {ej, e, ..., ey}, cada vez
que fazemos uma proje¢do em uma diregdo e;, obtemos um conjunto de “dimensao” menor (no
sentido de que, a cada projecao que efetuamos, obtemos conjuntos em que mais uma coordenada
x; passa a ser igual a zero). Dessa forma, alguns problemas relativos a um dado poliedro (inicial)
podem ser transformados em problemas relativos a um conjunto muito mais simples, obtido
por projecao.
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Para trabalharmos com tais conjuntos, é conveniente identificarmos {z € R" | z,, = 0} com
o R !, 0 que nos permite falar de projecao de um poliedro P C R" sobre R¥, onde 0 < k < n.

Seja P(A,b) C R” um poliedro e k£ um inteiro positivo tal que k£ + p = n. A projegao de
P(A,b) sobre R ¢ definida como sendo o conjunto

Q= {xeRk | existe y € RP com <x ) EP(A,b)}.
)

Basicamente, para se obter tal projecdo, basta considerar a proje¢ao de P(A,b) sobre R", nas
diregoes {en,€n_1,...,n_pt1}, € depois considerar o conjunto dos vetores = (1,22, ..., Tk)
tal que o vetor n-dmensional (x1, s, ..., zk,0,...,0) pertence a essa projecao.

O método de Fourier—-Motzkin pode ser aplicado para resolver problemas de pequeno porte,
mas requer muito tempo quando a matriz é grande, ja que o nimero de operacoes pode crescer
exponencialmente. O dual do método de eliminacao de Fourier—Motzkin consiste em eliminar
uma inequacao por iteracao, introduzindo novas variaveis. Este método pode ser usado para
achar todos os vértices e raios extremais de um cone (veja defini¢gdes a seguir). De fato, alguns
programas de computador implementam as idéias descritas aqui, e sao muito uteis para se
determinar a estrutura de poliedros de dimensdo pequena (veja, por exemplo, o programa
PORTA, disponivel por ftp!).

1.4 Dualidade em Programacao Linear

Um resultado interessante que pode ser obtido como conseqiiéncia do método de eliminacao de
Fourier—Motzkin é o Lema de Farkas.

Lema 1.4.1 Seja A € R™" uma matriz e b € R™ um vetor. Entao, existe um vetor x com
Az < b se e somente se para cada vetor y > 0 com y'A =0 temos y'b > 0.

Prova. Suponha que P(A,b) seja ndo-vazio. Entdo, existe z’ tal que Az’ < b. Tome agora
y' > 0comy' A= 0. Entdo, multiplicando Az’ < b por 3/, obtemos y' ' Az’ < y'"b. Mas, como
y'"A =0, obtemos ' ' b > 0.

Para provar a implicacao reversa, suponha por absurdo que P(A,b) seja vazio. Aplicando
o método de projecao visto na ultima secao, esse poliedro é vazio se e somente se existe um
vetor y > 0em R™ comy'A=0ey'b < 0 (uma linha da matriz U"), contrariando a hipétese
acima. O

Outras versoes do Lema de Farkas podem ser encontradas na literatura. Em alguns textos,
esses lemas sao também chamados de lemas alternativos.

!Endereco: http://www.iwr.uni-heidelberg.de/iwr/comopt/soft/PORTA/readme.html
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Lema 1.4.2 (Lema de Farkas — caso geral) Para matrizes A, B, C e D e vetores a e b de
dimensades apropriadas temos que

Fistern . u tais aue ( Existem u, v tais que
Ao By < o ulA+viC>0
= \/ X uw' B+v'D=0
Cx+Dy=0> w0
>0 -
- \ uwa+v'b<0

O simbolo V (ou exclusivo) indica que uma das alternativas ocorre, mas nunca ambas a0 mesmo
tempo.

Prova. Segue usando o Lema 1.4.1 (deixamos como exercicio para o leitor). 0

Considerando casos especiais do Lema 1.4.2, obtemos os seguintes resultados.

Lema 1.4.3 (Lema de Farkas — casos especiais) Sejam A€ R™*" e b € R™. Entdo, va-
lem as sequintes afirmagoes:

(a) Eriste x tal que Az <b V eziste u > 0 tal queu' A=0eu'b<0;
(b) Eziste x > 0 tal que Az <b V existeu >0 tal queu' A>0eu'b<0;
(c) Ewiste z > 0 tal que Az =b V eziste u tal queu'A>0 eu'b < 0;
(d) Emiste x tal que Az =b V eziste u tal que u'A =0 eu'b <0.

Prova. Imediata a partir do Lema 1.4.2. ad

Em alguns casos é conveniente formular a versdao poliédrica dos lemas alternativos. No
préximo lema mostramos dois desses exemplos.

Lema 1.4.4 (Lema de Farkas — versao poliédrica) As sequintes asser¢oes sio vdlidas:

G)  PABAD v P:<<’2:),<_?))¢@;

(i)  P=(4,b) #0 Vv p((‘@l),(ﬂl))ﬂ.

Prova. O item (i) Segue do Lema 1.4.3, fazendo uma mudanga de escala do valor dos vetores
solugdo da alternativa do lado direito (precisamos transformd-los em 1). A prova do item (ii)
é analoga a do item (i). O

Exercicio 1.4.5 Dé a versdo poliédrica do Lema 1.4.3 (b) e (d).

Exercicio 1.4.6 Dé a versdo polédrica do Lema 1.4.2.
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Observe que o Lema de Farkas nos d4 um certificado para a nao-existéncia de solucao de
sistemas de inequagdes (ou equagoes) lineares. Podemos, por exemplo, ler o Lema 1.4.3 (d) da
seguinte forma: para provar que um sistema Az = b nao tem solucao, basta exibir um vetor
talqueu' A=0eu’b<0.

Vamos usar esse resultado para demonstrar algumas propriedades a respeito de dualidade
em programacao linear. Como veremos, dualidade em programacao linear pode ser visto como
a versao de otimizacao do Lema de Farkas.

Considere o seguinte problema de programagao linear

max c'zx

(P) Az <b

Dizemos que um vetor z é uma solugao viavel do problema acima, se x satisfaz Az < b.
Uma solucdo vidvel z* tal que c'z* > ¢z para toda solucdo vidvel 2 é chamada de solugdo
6tima do problema.

Podemos reescrever o problema (P) da seguinte maneira:

max 2z
zSch
Az <b

Ou seja,
max z

-
1 —c z\ . 0
0 A x /)~ \Ub
Ou ainda, transpondo z para o lado direito da desigualdade,

max =z

()= ()

Para z € R fixo, o conjunto solucao do problema acima é um poliedro em R". Para cada z € R,

(5 )=(0))

Com isso, resolver o problema acima é equivalente a resolver

seja

P, = {x e R"

max{z | P, # 0}.

Note que P, pode ser vazio para todo z € R. Nesse caso (P) ndo tem solugdo étima. Ca-
so contrario, podemos tentar limitar superiormente o valor da solugao resolvendo o seguinte
problema:

min{z | P, = (}.
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Aplicando o Lema de Farkas (Lema 1.4.3(a)), P, = () se e somente se o sistema

y'A = X'
y'h < Az
y > 0
A >0

tem solugdo. Sob a hip6tese de que (P) tem solugdo, é ficil ver (podemos dividir as equagoes
por \) que o sistema acima tem solugao se e somente se

yT A = CT
y'b < =z
y > 0
tem solugao. Assim, determinar o menor z tal que P, é vazio é equivalente a resolver o seguinte
problema:
min y'b
(D) yTA=c'
y > 0.

Note que, partimos de um problema de programacao linear — o problema (P) — e recaimos
em um outro problema de programacao linear — o problema (D). Esses dois pares de problemas
sao chamados de primal e dual, respectivamente. Mais especificamente, (D) é o dual do
problema (P). E imediato que se 2’ é uma solucdo vidvel de (P) e y' é uma solugao vidvel de
(D), entao y'Th >y A > T

O fato de que “se (P) e (D) tém solug¢des vidveis, entdo o valor 6timo de (D) é sempre maior
ou igual ao valor dtimo de (P)”, é referido como Teorema Fraco de Dualidade. Podemos,
na verdade, mostrar um resultado mais forte do que esse. Se (P) e (D) tém solucoes Gtimas,
entao os valores 6timos dos dois problemas sao iguais. Vamos mostrar esse resultado usando o
Lema de Farkas.

Teorema 1.4.7 (Teorema Forte de Dualidade Linear) Sejam (P) e (D) os problemas
primal e dual enunciados acima. Entdo, ambos os problemas tém solucdo étima e os valores
otimos sao iguais se e somente se esses problemas tém solucoes vidveis.

Prova. Claramente, se (P) e (D) tém solugdes 6timas, entdo também tém solugdes vidveis.

Para mostrar o outro sentido da implicacdo, observe que se (P) e (D) sdo vidveis, entdo o
valor 6timo de (D) é maior do que ou igual ao valor 6timo de (P), como observamos acima.
Resta mostrar que existem 2’ e 3 tais que Az’ < b, ¢ > 0, YA = c e ainda ¢'2' > y''b.
Reescrevendo utilizando a linguagem de poliedros, devemos mostrar que o poliedro P(A’,b') é
nao-vazio, onde,

A 0 b
0 -1 0
A = 0o AT e b= c
0 —AT —c
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Aplicando o Lema de Farkas, isso ocorre se e somente se para cada vetor-linha w > 0 com
wA" = 0, temos wb' > 0. Tome w = (wy,ws, w3, wy, ws) que satisfaz w > 0 e wA' = 0, ou
seja, wiA — wsc = 0 e wsb' + wsAT — wyAT > 0 (eliminando w,). Queremos mostrar que
wib + (w3 — wy)e > 0. Supondo ws > 0, wib = b w] = wy wsb"w] > wy'(wy — wz)ATw] =
wi H(wy — w3)w A = w3 H(wy — w3)wse = (wy — ws3)e.

Caso ws = 0, tome z’' e 3’ pontos vidveis de (P) e (D), respectivamente. Entao, wb >
wi Az’ =0 > (wy —w3) ATy = (wy — ws3)c. 0

A seguir enunciamos um resultado que caracteriza completamente a relagdo entre o valor
otimo primal e dual, mesmo quando algum dos problemas é ilimitado ou nao tem solucao viavel.
A demonstragao fica por conta dos leitores.

Teorema 1.4.8 Sejam (P) e (D) os problemas primal e dual como enunciados acima. Além
disso, sejam P e z* o conjunto de solugdes vidveis de (P) e o valor étimo primal, respectiva-
mente. Defina, D e u* analogamente. Caso (P) ndo tenha solug¢do vidvel, defina z* = —o0, e
caso (P) ndo tenha solug¢do dtima (seja ilimitado), z* = +oo (andlogo para (D)). Assim, (P) e
(D) tém solugdes dtimas com o mesmo valor se e somente se P # () e D # (). Além disso,

(a) Se z* = 400 entio D = (;

(b) Se u* = —oo entdo P = ();

(c) Se P =10, entio D =0 ou u* = —o0;

(d) Se D =10, entio P =0 ou z* = +oo.

O

No teorema a seguir, caracterizamos quando duas solucoes vidveis para o problema primal
e dual sao 6timas.

Teorema 1.4.9 (Teorema de Folgas Complementares) Sejam (P) e (D) os problemas
primal e dual como enunciados acima e suponha que x ey sdo solugoes vidveis de (P) e (D),
respectivamente. Entao, as solucoes sao dtimas se e somente se, para todo 7j,

y; > 0 implica que Aj.x =b;.

Exercicio 1.4.10 Repita o raciocinio mostrado nesta se¢ao para construir o problema dual do
sequinte problema min{c'z | Az > b}.
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1.5 Descricao de Poliedros

Até agora vimos um poliedro como a intersec¢do de um niimero finito de semi-espagos (ou o
conjunto de solucoes de um sistema de inequagoOes lineares). Uma tal descrigdo é chamada
representacdo externa de um poliedro. Ha outras formas equivalentes para se descrever os
pontos de um poliedro. Por exemplo, podemos representar um poliedro como a soma do fecho
convexo de seus vértices com o conjunto de pontos do cone gerado pelos seus raios extremais.
Esta representacao é conhecida como representacdo interna do poliedro. A equivaléncia entre
estas duas representacoes serd o tema desta secao.

Inicialmente tomemos uma matriz A € R™*". No préximo teorema, devido a Weyl, mostra-
mos que o espaco linear, o espaco afim, o fecho convexo e o cone gerados por A sao poliedros.

Teorema 1.5.1 (Teorema de Weyl, 1935) Para toda matriz A € R™ " temos que lin(A),
afim(A), conv(A) e cone(A) sdo poliedros.

Prova. Vamos mostrar que conv(A) é um poliedro; os outros casos sao andlogos (deixaremos
como exercicio). Temos que

conv(A) = {x e R™ | existe y >0, > ,y; =1 com = = Ay}

f

0 -1 0
0 1 1
= z€R™ | existe y € R", 0 -1 ($)< -1 |,
I -4 | MY 0
\ -1 A 0/ )
que é a projecao de um poliedro em R"*™ sobre R™. 0

O préximo teorema nos diz que a soma de dois poliedros também é um poliedro. Lembramos
que, se P; e P, sao poliedros, entao

P +P:={zx|z=x1+x x1 €P e x5€ P}

Teorema 1.5.2 Se P, e P, sdo poliedros, entao Py + P, é também um poliedro.

Prova. Exercicio. O

Corolério 1.5.3 Se A € R™*" ¢ B € R™*" | entdo
conv(A) + cone(B)

¢ um poliedro. 0O
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1.5.1 Polaridade de cones

~ . ! ~ /
Sabemos da se¢do anterior que se A € R™*" e B € R™™ | entdo conv(A) + cone(B) é um
poliedro. Na verdade, vale um resultado muito importante, que é de certa forma, a reciproca
da afirmacao acima. Mais precisamente, veremos que

todo poliedro é da forma conv(A) + cone(B).

Para provar isso, vamos introduzir o conceito de polaridade de cones e usar uma versao
geométrica do Lema de Farkas.

Consideremos inicialmente a seguinte versdo do Lema de Farkas (Lema 1.4.3(c)):
existe z > 0 tal que Az =b seesése A u> 0 implica u'b> 0 para todo u.

Note que o resultado acima caracteriza todos os vetores b para os quais o sistema Az < b, £ >0
tem solugao.

Lembrando que, por definic¢ao,
cone(A) = {b € R™ | existe x > 0 tal que Az = b},

usando a equivaléncia acima, conclui-se imediatamente a seguinte proposicao.

Proposicao 1.5.4 Para toda matriz A € R™*",

cone(A) = {b € R™ | u'b < 0 para todo u € P(AT,0)}.

Ol

Geometricamente, a Proposicao 1.5.4 pode ser assim descrita. O conjunto dos vetores b para
0s quais o sistema Ax = b, x > 0 tem solucao é precisamente o conjunto de todos os vetores b
que formam um angulo obtuso (maior que 90°) com cada um dos vetores do cone P(A',0).

Mais genericamente, vamos dar um nome especial ao conjunto dos vetores que formam um
angulo obtuso com cada um dos vetores de um conjunto dado. Seja S C R" e defina

S°:={yeR" |y 'z <0 para todo = € S}.

O conjunto S° é chamado de cone polar de S. Denotamos por S°° o conjunto (S°)°. Nos
exercicios a seguir, citamos algumas relacdes entre os conjuntos S, S° e S°°. Observe que
S+ C S° onde S+ :={y € R* | 2"y = 0 para todo z € S} é o complemento ortogonal de
S.

Fazendo uso da defini¢ao de cone polar, a Proposicao 1.5.4 pode ser assim reescrita.

Proposicao 1.5.5 Para toda matriz A € R™*",

P(A,0)° = cone(A").
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P(A,0)

p(A0)°

Figura 1.3: Cone polar de S

-2 2

Exemplo 1.5.6 Seja A = ( 1 _3

). Os cones P(A,0) e P(A,0)° estio indicados na

figura abaizo.

Exercicio 1.5.7 Prove as sequintes afirmacoes para S, S; C R":
(a) Si C Sj implica S5 C SF.
(b) S C S°°.
© (Uis) =k, sz
(d) S° = cone(S°) = (cone(S5))°.

(e) S =1in(S) implica que S° = S+.

Exercicio 1.5.8 Vale a reciproca da afirmacgio (e) acima?

Exercicio 1.5.9 Se nas afirmagdes (a) a (e) substituirmos “o” por “L” elas continuam vdli-

das?

Exercicio 1.5.10 Para quais conjuntos S C R™ wvale

(i) S° = =7

(ii) S = 5°?
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Usando a afirmacio (d) do Exercicio 1.5.7, pode se provar facilmente o seguinte fato.
Proposicao 1.5.11 Para toda matriz A € R™*",
cone(A")° = P(A4,0).
Prova. Temos que cone(A")° = cone((A7)°) = (AT)° = {z | Az < 0} = P(4,0). 0
O seguinte resultado segue diretamente das proposicoes 1.5.5 e 1.5.11.
Teorema 1.5.12 Para toda matriz A € R™*"™,
P(A,0)°° = P(A,0) e cone(A)*® = cone(A).

Prova. Temos que P(A4,0) = (cone(A"))" = (P(A,0)°)° = P(4,0)*°. Ademais, cone(A) =
P(AT,0)° = (cone(A)°)° = cone(A)*. 0

Com isso, podemos enunciar o Teorema de Minkowski.

Teorema 1.5.13 (Minkowski, 1896) Um subconjunto K C R" é um cone poliédrico se e sé
se K € o fecho conico de um numero finito de vetores. Em outras palavras, para cada matriz
A € R™ " existe uma matriz B € R tal que

P(A,0) = cone(B);

e, reciprocamente, para cada matriz B € R"*P | eriste uma matriz A € R™" tal que P(A,0) =
cone(B).

Prova. Temos que P(A,0) = cone(AT)° = P(B",0)° = cone(B). O

Estamos agora em condigoes de provar o resultado central desta segao.

Teorema 1.5.14 Considere A € R™"™ e b e R™. Entdo existem conjuntos finitos V, E CR"
tais que
P(A,b) = conv(V) + cone(E).

ser((52)(2)

Observe que x € P(A,b) se e s6 se ( 316 ) € H. Como H é poliédrico, existe uma matriz B tal

Prova. Tome o cone

que H = cone(B). Da defini¢ao de H, segue que a tltima linha da matriz B sé tem elementos
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nao negativos. Usando mudanga de escala e permutacao na matriz B, podemos transforma-la

em B = ( ‘1/T OET ), sendo cone(B) = H. Com isso,

z € P(A)b) «— (gf)eH = (f)econe(B) =

z=VA+Ev, \1=1, \,v >0 <= z € conv(V) + cone(E).

Corolario 1.5.15 Um subconjunto P C R™ é um politopo se e sé se P é o fecho convero de
um numero finito de vetores.

Prova. Se P é um politopo, sabemos que existem conjuntos finitos V e E tais que P =
conv(V) + cone(E). Caso E \ {0} # 0, entdo P nao é limitado, e portanto ndo é um politopo.
Logo, P = conv(V).

Para mostrar a implicacao contraria, basta notar que se P é o fecho convexo de um nimero
finito de vetores, entao é um poliedro. Além disso, é facil ver que P ¢ limitado. d

Juntando todos os resultados dessa se¢do, podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 1.5.16 Um subconjunto P C R™ é um poliedro se e sé se P é a soma de um politopo
e um cone poliédrico, ou seja, existem conjuntos finitos V, E C R" tais que

P = conv(V') + cone(E).

Prova. Exercicio. O

1.6 Faces

Nesta se¢ao estudaremos formas de caracterizar as faces de um poliedro. Para isso, precisamos
de algumas definicoes.

Seja S CR*, a € R*" e @« € R Uma inequacdo a'z < « é valida em relacio a S se
SC{r eR"|a'z < a}. Quando o conjunto S esta claro pelo contexto, dizemos simplesmente
que a inequacao é vdlida. Um hiperplano H = {z |a"z = a} é um hiperplano suporte de S
sea'rz <aparatodoxr € SeSNHH#.

Seja P C R® um poliedro. Um conjunto F' C P é uma face de P, se existe uma inequagao
a'z < « valida em relacdo a P, tal que

F=Pn{z|a'z=al.
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Dizemos que F' é uma face prépria se F' # P; e F é nao-trivialse ) # F #P. Sea'z < «
é valida em relacao a P, entao dizemos que PN {x | a"z = a} é a face induzida ou definida
pora'z < .

Claramente, faces de poliedros sdo também poliedros. Assim, podem ser definidas de diver-

sas maneiras.

Exemplo 1.6.1 Considere o poliedro P = P(A,b), onde

1 2
0 1 1
A= 4 e b= 0
0 -1 0

)

@)

O ponto (2,0) € a face induzida pela inequacio x < 2 e também pela inequacio z —y < 2. O
segmento [(1,1),(2,0)] € a face induzida pela inequacdo x +y < 2.

Proposicao 1.6.2 Se P C R" ¢ um poliedro, entdo

(a) P € uma face de si mesmo;
(b) 0 € uma face de P;

(c) Se F={x € P|a'z=a} éuma face nio-trivial de P, entdo a # 0.
Prova. Exercicio. n

No préximo teorema mostramos que o conjunto das solucoes 6timas de um problema de
maximizar ou minimizar uma fung¢ao linear sobre um poliedro P (ou seja, de um problema de
programacao linear), é sempre uma face de P. Esse resultado é de fundamental importancia
para justificar o funcionamento do algoritmo simplex para programagao linear.
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Teorema 1.6.3 Sejam P = P(A,b) # 0 um poliedro, ce R", y € R e

“ 400, caso c' x seja ilimitado sobre P,
zt = T i
max{c'z | x € P}, caso contrdrio.

Entao,

(a) a inequagao c'x < éwvdlida em relacdo a P se e s6 se y > z*;

(b) z* < +oc implica que F = {x € P | ¢"x = 2*} é uma face nio-vazia de P e {z | c'x = 2*}
¢ um hiperplano suporte de P (caso ¢ #0).

Prova. (a) Suponha que 7 < z*. Entdo, existe * € P tal que ¢'z* = z* > 7, ou seja, a
inequacdo ¢’z < 7 ndo é valida em relacio a P.

Por outro lado, se v > z*, entdo ¢'z < z* < v para todo z € P. Logo, ¢'z < v é vélida.

(b) Se z* < oo entdo, por (a), segue que ¢'x < z* é valida em relacio a P. Além disso,
como z* é limitado, existe 2* € P tal que z* = ¢'z*. Logo, F' é uma face nao-vazia de P. Se
c# 0, entdo {z | ¢"z = z*} é um hiperplano suporte de P. ad

Dada a descrigdo de um poliedro P = P(A, b) através de um sistema de inequagoes, e uma
face F' desse poliedro, é interessante determinar um conjunto de inequacgoes desse sistema que
definem F'. Denotamos por ind(A) o conjunto dos indices das linhas da matriz A. Definimos o
conjunto igualdade de F' como sendo

ig(F) :={i € ind(A) | Aj,x = b; para todo = € F}.

Para I C ind(A), seja
fa(I):={x € P | Ap.x = bs}.

O conjunto fa(I) é chamado de face induzida por I.
Exercicio 1.6.4 Considere P = P(A,b) e I Cind(A). Prove que fa(I) é uma face de P.

Teorema 1.6.5 Sejam P = P(A,b) um poliedro e F = {z € P | ¢'x = v} uma face nio-vazia
de P. Entao,

ig(F) = {i €ind(A) | existeu >0 tal que u; >0 eu' A=c',u'b=nr}.

Prova. Seja M := {i € ind(4) | existeu > 0 talquew; >0 e w'A=c", u'b=1}
Considere agora os pares de problemas primal e dual:

T min u'b
(D) u'A=c'
u >0
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Sob a hipétese de que F' é uma face ndo-vazia de P, os dois problemas tém solugao étima com
o mesmo valor objetivo v e F' é o conjunto de solugoes 6timas de P. Usando o Teorema das
Folgas Complementares (Teorema 1.4.9), existem solucoes 6timas z* e u* de (P) e (D) tais que

u;‘ >0 seesése Ajz" =bj.

Tomemos i € ig(F). Como z* € F, segue que A;x* = b;. Entao, i € M.

Para mostrar a outra direcao, seja i € M. Entao, existe u > 0 tal que u; > 0 e
u'A = c¢",u"b = 7. Neste caso, u é solu¢io 6tima de (D). Usando o Teorema de Folgas
Complementares, A;,x = b; para todo = € F; ou seja, i € ig(F). 0

O préximo teorema caracteriza as faces de um poliedro P.

Teorema 1.6.6 Sejam P = P(A,b) um poliedro e F # () um subconjunto de P. As sequintes
afirmacoes sio equivalentes:

(a) F € uma face de P;
(b) existe I Cind(A) tal que F = fa(l);

(0) F = fa(ig(F)).

Prova. [(a) = (b)] Seja F = {z € P|c"z =~} uma face de P, e I = ig(F). Entao, sabemos
que F C{zx € P| A, = b} := F'. Vamos provar que F' C F. Seja x € F'. Como = € P,
resta mostrar que ¢'z = . Para cada i € I, pelo Teorema 1.6.5, existe um vetor u( tal que
u® >0, ug-i) > 0 para algum 7, (u®)TA =c" e (u®)Th = v. Considere

Por construgado, u; > 0 para todo i € I e além disso, u; = 0 para todo 7 € ind(A) \ I. Entdo, os
vetores T e u sdo vidveis para os problemas (P) e (D), definidos na prova do Teorema 1.6.5. Pelo
Teorema de Folgas Complementares segue que tais solugoes sao 6timas. Logo, ¢’z = u'b = v

ex € F.

[(b) = (c)] Se F =fa(I), entdo I é uma face de P. Da prova acima temos que F' = fa(J),
onde J = ig(F). Ou seja, F' = fa(ig(F)).

[(c) = (a)] Segue do fato de que se J C ind(A), entdo fa(J) é uma face de P. 0

Note que o teorema anterior nos dd uma forma de obter faces de um poliedro P(A,b). Para
isso, basta escolhermos algumas inequacoes do sistema Axr < b e exigirmos igualdade nessas
inequagoes. Essa caracterizagao nos da um limitante superior para o nimero de faces de um
poliedro.
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Coroldrio 1.6.7 Se P = P(A,b) com A € R™" e b € R™, entdo P tem no mdzimo 2™ + 1
faces.

Prova. Pelo Teorema 1.6.6 o nimero maximo de faces nao-vazias é dado pelo nimero de
subconjuntos de ind(A). O

1.7 Dimensao

Nesta secao tratamos de um conceito importante na teoria de poliedros, que é a de dimensao
de um conjunto. Algumas faces receberdao nomes especiais, dependendo de sua dimensao.
Inicialmente, lembramos que a dimensao de um conjunto F, denotada por dim(F) é d se F
contém exatamente d + 1 vetores afim-independentes. Podemos relacionar a dimensao de uma
face com seus pontos interiores, como vemos a seguir.

Um elemento x de um poliedro P é um ponto interior de P se x nao estd contido em
nenhuma face propria de P.

Teorema 1.7.1 Todo poliedro nao-vazio tem um ponto interior.

Prova. Seja P = P(A,b), I := ig(P) e J := ind(A) \ I. Se I = ind(A4), entdao P nao tem
nenhuma face proépria e assim todo elemento de P é um ponto interior.

Caso I # ind(A), entao o sistema Ax < b é equivalente a

Anx =0
Apx <by

e para cada j € J existe 27 € P com A;,2? < b;. Tome, entdo,
1 .
L J
o= ad
| J| 4
JjE€J

Observe que 2’ € P e como Az’ < by, ' é ponto interior de P. 0

Exercicio 1.7.2 Seja F uma face do poliedro P(A,b) e x' € F. Entdo, x' é um ponto interior
de F se e sd seig({z'}) = ig(F).

Com isso, podemos mostrar o seguinte teorema que relaciona a dimensao de uma face F'
com o posto da matriz Ajy(p)s.

Teorema 1.7.3 Se F # () é uma face do poliedro P(A,b) C R™, entdo
dim(F) = n — posto(A;gr«),

onde o posto(A) é o nimero mdzimo de colunas linearmente independentes de A.
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Prova. Seja I :=ig(F). Como
n = posto(Ar.) + dim(niicleo(Ar,)),

resta provar que 7 := dim(F') = dim(nicleo(Ar,)) := s.

Primeiramente, vamos mostrar que 7 < s. Como dim(F') = r, entdo existem r + 1 vetores
afim-independentes xg, z1,...,z, em F. Com isso, x1 — xg, L3 — Xg, - - . , Tr — To SA0 linearmente
independentes e satisfazem Ay, (z; —zo) = 0 para todo j = 1,...,r. Logo, nicleo(A,) contém
pelo menos r + 1 vetores afim-independentes. Além disso, 0 € niicleo( Ay, ), e portanto s > r.

Mostremos agora que s < r. Pelo Teorema 1.7.1, F' contém um ponto interior x’, e aplicando
o Exercicio 1.7.2, ig({z'}) = ig(F) = I. logo, Ap.x’ = by e Aj.z' < by para J :=ind(A) \ I.

Se s = 0, segue imediatamente que s < r. Assim, suponhamos que s > 1 e tomemos uma

base {z!, 2%, ..., 2} do nicleo(Ay,). Defina agora
0, se Ajxp, =0,
Qjp 1= L
P (bj — Ajix")/Ajix,, caso contrario;

e A :=min{o,, | j € J,pe{l,...,s}} (se ajp = 0o para todo j,p, defina A # 0 arbitrariamen-
te). Seja p € {1,...,s} e note agora que para todo i € I, temos

A (2" + AaP) = A’ + MNAja? = Ajx’ = b;.
Para todo j € J, temos que

Aj(z' + XaP) = Apa’ + NAj P
S Aj*.’EI + O!ijj*.Ip
= Aj*$l + bj — Aj*.’L'I

= b;
Vemos entdo que z’ + Az? € F para todo p € {1,...,s}. Como os vetores \z',..., \z® sdo
linearmente independentes, os vetores z’, ' + Az, ..., 2’ + A\z® sdo afim-independentes, e com
isso r > s. O

O préximo coroldrio retine alguns resultados importantes a respeito da dimensao de faces
de poliedros. Deixamos a prova a cargo do leitor.

Corolario 1.7.4 Seja P = P(A,b) CR" um poliedro ndo-vazio. Entao,

(a) dim(P) = n — posto(Aigp):);
(b) seig(P) =0, entdo P tem dimensdo plena (i.e. dim(P) =n);

(c) se F é uma face prépria de P, entdo dim(F) < dim(P) — 1.
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Faces de dimensao 0 sdo chamadas de vértices de um poliedro. Faces préoprias maximais de
um poliedro sao chamadas de facetas. Nas préximas secoes deste capitulo discutimos algumas
propriedades dessas faces.

Exercicio 1.7.5 Sejam X e Y subconjuntos do R tais que X C Y. Mostre que, se X é um
conjunto afim, entio dim(X) < dim(Y).

1.8 Facetas

Uma face nao-trivial F' de P(A,b) é uma faceta se F' nao estd contida em nenhuma outra
face prépria de P(A,b). Algumas vezes, por simplicidade, se uma inequagio induz uma faceta
entao chamamos tal inequacao de faceta, Nesta secdo mostramos que as facetas constituem um
sistema “minimal” de inequacbes para representar um poliedro.

Seja Az < b um sistema de inequagbes. Para simplificar a notag¢do, o conjunto ind(A) sera
denotado por M. Seja I C M. O sistema A,z < b; é redundante em relagdo a Ax < b, se
P(A,b) = P(Am\1x, ba\r)- Se um sistema contém um subsistema redundante, entdo dizemos
que Az < b é redundante; caso contrario, o sistema é irredundante.

Uma inequagao A;,x < b; irredundante em relacao a Az < b é dita equagao implicita
se 1 € ig(P(A,b)).

Um sistema Az < b, Cxz = d é irredundante se Az < b nao contém nenhuma inequagao
redundante em relagao ao sistema Azr < b, Cx < d, —Cz < —d e C tem posto-linha completo.

Observe que redundancia ou irredundancia nao é uma propriedade de poliedros, mas de sis-
temas de inequagoes. Um poliedro pode ter vérias descrigbes irredundantes (e véarias descrigoes
redundantes). Note que, dado um sistema redundante, ndo é verdade que, ao removermos as
inequacoes redundantes desse sistema, obtemos um sistema irredundante.

Exercicio 1.8.1 Mostre que se a inequacdo c'x < & é redundante com o sistema Ax < b,
entdo a inequacdo pode ser escrita como combinac¢do conica das inequacgoes de Az < b.

No restante desta se¢cao mostramos algumas formas de caracterizar facetas de um poliedro.
Mostramos também que, um sistema constituido pelas facetas de um poliedro é uma descricao
irredundante desse poliedro.

Teorema 1.8.2 Seja F' uma faceta de P = P(A,b). Entéo

(a) ig(P) C ig(F);

(b) para todo i € ig(F) \ ig(P), F = fa({i}).

Prova. (a) Imediato.
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(b) Para todo i € ig(F) \ ig(P), F C fa({i}). Mas, como fa({i}) é uma face, e F é faceta,
entdo fa({i}) = F. 0

Este teorema, apesar de simples, nos permite determinar quem sao as facetas de um poliedro
P(A,b). Considere o seguinte corolario.

Coroldrio 1.8.3 Seja P = P(A,b) um poliedro e F o conjunto das facetas de P. Entao,

(a) Fi, Fy € F, F1 # Fy entao ig(Fy) Nig(Fy) = ig(P);
(b) |7l < |M|—|ig(P)l;
(c) existe I C M tal que I C M \ig(P), |I| = |F| e F € F se e sd se eziste precisamente um

i €I tal que F =fa({i}). 0

Um conjunto I C M com as propriedades descritas em (c) é chamado conjunto dos
indices-faceta. Pelo Teorema 1.8.2(b), temos que as facetas de P sdo obtidas impondo-se
igualdade em apenas uma inequacao A;x < b; do sistema Az < b. Note que isso nao implica
que para todo i € M fa({i}) é uma faceta de P! Isso s6 vale para os i € M que estdo contidos
em um conjunto de indices-faceta de P. A seguir, caracterizamos descrigdes irredundantes de
poliedros.

Teorema 1.8.4 Sejam P = P(A,b) # 0 um poliedro, I C M\ ig(P), J C ig(P) e suponha que
P={z|Ajx="by,Anx <bs}. Essa descri¢cio de P ¢ irredundante se e s se

(a) I € um conjunto de indices-faceta de P;

(b) Ay, € uma matriz p X n de posto-linha completo.

Prova. Segue dos resultados anteriores e da definicdo de descri¢ao irredundante. 0

Coroldrio 1.8.5 Seja P = P(A,b) C R* um poliedro de dimensdo plena. Entao, para todo
I C M, Ar,x < by é uma descricao irredundante de P se e s6 se I € o conjunto de indices-faceta
de P. O

O resultado central dessa secao esta apresentado no proximo teorema.

Teorema 1.8.6 Seja P = P(A,b) um poliedro e F uma face ndo trivial de P. As sequintes
afirmacoes sio equivalentes:

(a) F € uma faceta de P;

(b) F é uma face prépria mazimal de P;
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(c) dim(F) = dim(P) — 1;
(d) F contém dim(P) vetores afim-independentes,

(e) Seja c'x < v uma inequacdo vilida em relagdo a P tal que F = {x € P | ¢'x = ~}.
Entio, para toda inequacdo d'x < § vdlida em relagdo a P, tal que FC {z € P |d'z =
§}, temos que existe um vetor u € R8") ¢ q € R, o > 0 tal que

d" = ac’ +u' Aigp)s,
6= ay + UTbig(p).

Prova. Da definicio de faceta, temos (a) <= (b). E imediato que (¢) <= d. Vamos
mostrar as equivaléncias em trés partes, mostrando que (c) = (b); (a) = (e) e (e) = (c).

[(c) = (b)] Suponha que dim(F) = dim(P) — 1. Se F nao é uma face prépria maximal
de P, entdo existe uma face prépria G tal que FF C G C P. Do Corolario 1.7.4(c) temos que
dim(F) < dim(G) — 1 < dim(P) — 2; uma contradicio.

[(a) = (e)] Seja F' uma face arbitraria de P. Vamos assumir que Ay, < By, Ay, = by é uma
descri¢do irredundante de P(A,b) com 1 € [ e F:={zx € P | Aj,x = b, }.

Seja d'x < § uma inequacio vélida tal que F' C {z € P | d"x = 6}. Entdo (veja Exercicio
1.8.9 a seguir), existe v > 0 e w > 0 tais que

UTAI* + wTAJ* = dT e UTb[ + waJ S 0.

Suponha que existe i € I'\ {1} tal que v; > 0. Entao, pelo Teorema 1.6.5, i € ig(F'). Mas, isto
contradiz o fato de que I é um conjunto de indices-faceta. Portanto v; > 0 e v; = 0 para todo
i€ I\{1}. Com isso, vjA;, +w Az, =d" e viby + w' by < 4. Como vi Ay, =c' e vib =7,
segue a afirmagéo (e).

[(e) =] (c) Como F é uma face prépria de P, entdo dim(F') < dim(P) — 1. Sem perda de
generalidade podemos supor que F' = {z € P | Ay, = b;}. Supondo que dim(F) < dim(P)—1,
do Teorema 1.7.3 temos que

posto(Aig(r).) > posto(Aigpy) + 2.

Entdo, existe ¢ € ig(F') \ (ig(P) U {1}) tal que o vetor A;. e os A}, j € ig(P) U {1}, sdo
linearmente independentes. Isto significa que o sistema

Az‘* = C“41* + UTAig(P)*
nao tem solucgdo a, u.

Como F C {x € P | A,z = b;}, isto contraria a hipétese de (e). 0

No préximo coroldrio mostramos o caso em que ig(P) = (), ou seja, o poliedro é de dimenséo
plena.
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Corolario 1.8.7 Seja P C R™ um poliedro de dimensdo plena e F = {x € P |c'x = v} uma
face de P. Sao equivalentes:

(a) F € uma faceta de P;
(b) dim(F)=n—1;

(c) sed'z =4, d#0, é uma inequagio vdlida tal que F C {z € P | d"x = 6§}, entdo eriste
a€R, a>0ta qued’ =ac’ ed = ay.

Exercicio 1.8.8 Considere o poliedro P = P(A,b) dado por

—1 1 0

1 0 1

A= -1 0 e b= 0
3 -3 0

1 1 2

Determine ig(P) e quais das inequagoes definem facetas de P.

Exercicio 1.8.9 Considere A € RP*", C € R™*", b e RP ed € R?. Entdo ocorre exatamente
uma das alternativas:

(a) existe x € R" tal que Az < b, Cx < d;

(b) (b1) ezisteu e RY, ve RL \ {0} tal que u" A+v'C=0eu"b+0v'd <0, ou
(be) existe u € R tal que u' A =10, u'b < 0.

Exercicio 1.8.10 Se P(A,b) # () entdo ocorre exatamente uma das alternativas:

(a) erxiste x € R* tal que Ax < b, Cx < d;

(b) emiste ( b ) ER w#0, tal queu A+v'C=0eub+v'd<0.
v

Exercicio 1.8.11 (Gordan, 1873) Ocorre ezatamente uma das alternativas:
(a) existe x tal que Ax < 0;
(b) existe u >0, u # 0 tal que u' A = 0.

Exercicio 1.8.12 (Stiemke, 1915) Ocorre ezatamente uma das alternativas:

(a) existe x > 0 tal que Az = 0;

(b) eziste u tal que uT A >0, u'h# 0.
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1.9 Veértices e Extremais

Estudamos aqui outras faces especiais de poliedros: as de dimensao 0 e as de dimensao 1.

Seja P C R" um poliedro e F' uma face de P. Se F = {z} para algum z € R", entdo
dizemos que F' é um vértice de P. Se existem z € R” e z € R*\ {0} tais que F' = z+lin({z}),
entdo chamamos F' de reta extremal; se F' = z + cone({z}), entdo dizemos que F' é um raio
extremal de P.

Se F' = {z} é um vértice de P, dizemos simplesmente que x é um vértice de P. Vértices
sao faces de dimensao 0, enquanto retas e raios extremais sao faces de dimensao 1. Faces de
dimensao 1 também sdo chamadas de arestas. Além de raio ou reta extremal, uma aresta pode
ser um segmento de reta ligando dois vértices. Veja a Figura 1.4.

Se z, y sao vértices de um poliedro P que sao ligados por uma aresta (i.e. conv{z,y} é uma
face de P), entdo dizemos que z, y sdo adjacentes em P. Na Figura 1.4, os vértices x e y sdo
adjacentes; ja os vértices y e z ndo sao adjacentes.

etas extremai s

rai o extrenal

Figura 1.4: Vértices, raios e retas extremais.

No restante desta secao apresentamos caracterizacoes de vértices, raios e retas extremais de
poliedros.

Teorema 1.9.1 Seja C C R™ um cone poliédrico. Neste caso,

(a) se x é um vértice de C, entdo x = 0.
(b) F € raio extremal de C se e sé se existe z € R" \ {0} tal que F = cone({z}) € face de C.
Prova. Como C é cone poliédrico, pela Proposicao 1.1.5 existe uma matriz A tal que C =

P(A,0). Pelo Teorema 1.6.6, segue imediatamente que, toda face ndo-vazia de C' é um cone
que contém o vetor 0.
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(a) Se x é um vértice, entdo 0 € {z}, e portanto x = 0.

(b) A prova de uma das implicacdes segue diretamente da definicio. Vamos mostrar que se
F é raio extremal, entao existe z tal que F' = cone({z}) é face de C.

Como F' é raio extremal de C, entdo existe z € R* e z € R* \ {0} tais que F =
x + cone({z}). Mas, da observagio acima segue que 0 € F. Logo, existe a > 0 tal que
0 =z + az, ou seja, £ = —az. Como F é um cone, entao

M AeR}={M-0z) | X eR }CF

Caso a # 0, entdo {A\(—az) | A e R} ={-Az | A€ R, } € z+cone({z}). Assim, a =0,
e neste caso, F' = cone({z}). 0

Lema 1.9.2 Seja F uma face nio-vazia de P = P(A,b), I =ig(F) e B = {y},...,y*} uma
base do nicleo de A;. Entdo, para cada ponto interior x € F, existe € > 0 tal que = + ey’ e
x—ey € Pparaj=1,...,k.

Prova. Seja xz um ponto interior de F' e J := {1,...,m} \ I. Pelo Exercicio 1.7.2, temos que
ig({z}) = I. Logo, Aj.x < b;. Além disso, Ar.(z + €y?) = by e Ap(z — ey’) = by para todo
¢ € R Para ¢ suficientemente pequeno valem também as desigualdades A, (z + ey?) < by e
As(x —ey?) < by. O

O teorema a seguir contém o resultado principal desta secao, e caracteriza quando um ponto

7

é vértice de um poliedro.

Teorema 1.9.3 Seja P = P(A,b) CR" um poliedro e x € P. Sao equivalentes:

(a) x € vértice de P;
(b) {z} € uma face de P de dimensdo 0;

(c) = ndo é combinac¢do convezra prdpria de elementos de P, ou seja, para quaisquer y,z € P,
y#z, 0<A<1, entiox# Ay+ (1 —XN)z;

(d) P\ {z} é convero;

(e) posto(Aigfa})«) = 15

(f) existe c € R" \ {0} tal que x é a tinica solugdo dtima do problema max{c'y |y € P}.
Prova. Por definigao, temos que (a) <= (b). Deixamos como exercicio para o leitor, mostrar

que (c¢) <= (d) e (c) = (e) (basta usar o Lema 1.9.2). Para completar a prova, vamos mostrar
as implicacoes (a) = (f), (f) = (c) e (e) = (b).
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[(a) = (f)] Por defini¢do, {z} é uma face. Logo, existe uma inequacdo valida c'y < « tal que
{z}={yeP|cy=1}

[(f) = (c)] Seja c € R*\ {0} e = a tinica solugio 6tima de max{c"y | y € P}. Considere 7 o valor
6timo desse problema, ou seja, v :=c¢'x. Sex = A\y+(1—N)zparay,z € P,y#ze0 <\ <1,
entdo segue que Y =c'x = c ' (Ay+ (1 —=Nz) = A’y + (1 —=Nec'z < Ay + (1 =Ny = 7.
Com isso, c'y=vy=c'
considerado.

z, contradizendo o fato de que z é a Unica solugao 6tima do problema

[(e) = (b)] Seja I =ig({z}). Entao, A,y = by tem uma solugao unica que é precisamente x.
Disso segue que F' = {y € P | A,y = by} = {z}. Ou seja, {z} é uma face de dimensao 0. 0O

O teorema a seguir caracteriza vértices de poliedros da forma P=(A,b). Lembramos que, se
xz € R™ entdo o suporte de z, denotado por sup(z) é o conjunto dos indices correspondentes
as entradas nao nulas de z. Ou seja,

sup(z) :={i € {1,...,n}| z; # 0}.
Teorema 1.9.4 Para x € P=(A,b) CR" as sequintes afirmagdoes sio equivalentes:
(a) = € um vértice de P=(A,b);

(b) pOStO(A* sup(m)) = |sup(x)|;

(c) os vetores-coluna A,j, j € sup(x), sao linearmente independentes. 0

Nem todos os poliedros possuem vértices. Basta tomar, por exemplo, a intersec¢ao de menos
do que n semi-espacos no R”. Dizemos que um poliedro é pontudo, se possui pelo menos um
vértice.

Um conceito relacionado com poliedros pontudos é o de cone recessional. Se um poliedro
P nao é limitado, ele contém alguma semi-reta. O conjunto de todas as direcoes de semi-retas
contidas em P formam um cone, chamado de cone recessional de P. Mais precisamente,

rec(P):={y € R" | x + Ay € P para todo z € P, A > 0}.
O teorema a seguir, e os coroldrios subseqiientes caracterizam poliedros pontudos.

Teorema 1.9.5 Seja P = P(A,b) C R™ um poliedro nao-vazio. Sdo equivalentes:

(a) P € pontudo;
(b) posto(A4) =n;

(¢) toda face nao-vazia de P é um poliedro pontudo;
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(d) P nao contém nenhuma reta;
(e) rec(P) € pontudo, isto €, 0 é vértice de rec(P);

(f) rec(P) ndo contém nenhuma reta.

Prova. Exercicio. O
Coroldrio 1.9.6 Se P = P=(A,b), entdo P # () se e s6 se P € pontudo. O
Corolario 1.9.7 Se P ¢ um politopo, entio P # () se e sé se P ¢ pontudo. O

Corolério 1.9.8 Se P é pontudo e max{c'z | x € P} tem uma solu¢do dtima, entdo existe
um vértice de P que é solugao otima. O

Vale observar que o resultado acima é fundamental para justificar as idéias que estao por
tras do método simplex.
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Capitulo 2

Métodos de Planos-de-corte

Neste capitulo apresentamos a teoria sobre os chamados métodos de planos-de-corte. Esses
métodos foram introduzidos por Gomory na década de 50 para resolver problemas de progra-
macao linear inteira. Essencialmente, esses métodos se baseiam na seguinte idéia: comeca-se
com uma solucao do problema (PL) relaxado, depois, de uma maneira sistemética, enquanto a
solugao obtida nao é inteira, procura-se elimina-la acrescentando-se novas inequagoes (chamadas
planos-de-corte) ao sistema linear corrente.

Descrevemos aqui a base geométrica dessa teoria, que diz respeito a garantia de que esse
processo de acrescentar planos-de-corte, nos conduz a uma seqiiéncia finita de poliedros P 2
P'D P"D ...D P;, onde P; é precisamente o fecho inteiro do poliedro original P sobre qual
queremos otimizar. Ou seja, esse processo € finito, e de fato, nos permite encontrar um vértice
inteiro que é uma solugao do problema (PLI) original.

Comecamos introduzindo o conceito de poliedro inteiro, matriz totalmente unimodular e
sistema totalmente dual integral (TDI). Conceitos como provas de planos-de-corte e posto de
Chvdtal de uma inequacao também sao discutidos. Descrevemos o método de planos-de-corte
devido a Gomory e mencionamos a questao da equivaléncia entre problemas de otimizacao e
separacao.

2.1 Fecho Inteiro de um Poliedro

Dado um poliedro P, define-se o fecho inteiro de P, denotado por P; como sendo o fecho
convexo dos vetores inteiros em P, isto é,

Py :=conv{z € P | z é inteiro}.

Com isso, resolver um problema de programacao linear inteira do tipo

max CT.’IT

Ax < b

 Inteiro

49
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é equivalente a resolver o problema max{c'z | z € P(A,b);}. Assim, se formos capazes de
encontrar o fecho inteiro de um poliedro, seremos capazes de resolver problemas de programacao
linear inteira. Considerando que problemas de programagéo linear inteira sdo N P-dificeis [38],
concluimos que nao deve existir algoritmos eficientes para encontrar fecho inteiro de poliedros

(a que P = N'P).

Assim como no caso de problemas de programacao linear, ainda que o problema geral seja
dificil, ha casos especiais que sao trataveis. Veremos aqui, alguns desses casos. Para isso,
estudaremos algumas propriedades do fecho inteiro de um poliedro.

Mostraremos que se P = P(A,b) é um poliedro racional (isto é, com A e b s6 contendo
entradas racionais), entdo P; é um poliedro, ou seja, existe uma matriz A’ e um vetor b’ tais
que P(A,b); = P(A',V). Este é o principal resultado desta se¢do, e envolve conceitos como
matrizes totalmente unimodulares e sistemas totalmente dual inteiros. Antes, definamos o
conceito de poliedro inteiro.

Dizemos que um poliedro P ¢é inteiro se P = P;. Pode-se mostrar facilmente que as
seguintes afirmacoes sao equivalentes sobre um poliedro racional P.
(a) P é inteiro;
(b

cada face nao vazia de P contém vetores inteiros;

(¢) cada face nao vazia minimal de P contém vetores inteiros;
(d) max{c'z | x € P} é atingido por um vértice inteiro para todo ¢ para o qual 0 méaximo é
finito.

2.1.1 Matrizes totalmente unimodulares

Uma matriz A é totalmente unimodular (TU) se o valor de cada subdeterminante de A é
0, +1 ou —1. Exemplos bastante conhecidos de matrizes TU sao a matriz de incidéncia de um
grafo orientado e a matriz de incidéncia de um grafo bipartido.

Um resultado importante a respeito de matrizes TU (alids que motivou sua descoberta) esta
expresso no préximo teorema, devido a Hoffman e Kruskal [65].

’

Teorema 2.1.1 Seja A uma matriz TU e b um vetor inteiro. FEntdo o poliedro P(A,b) é
inteiro.

Prova. Seja F' = {z | A’z = '} uma face minimal de P(A, b), onde A’z < b’ é um subsistema de
Az < b com A’ de posto completo. Entdo, A" = [B C] para alguma matriz B com determinante
+1 ou —1. Claramente, z = [B~'¥’ 0] é um vetor inteiro em F, e portanto, P(A,b) é inteiro.

O

Outros resultados importantes a respeito de matrizes totalmente unimodulares podem ser
encontrados em Schrijver [99]. Aqui nos restringiremos a enunciar alguns desses resultados.
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Lema 2.1.2 Se A e B sao matrizes TU, entao

(a) AT € TU;

(b)(é)éTU. .

Corolario 2.1.3 Seja A uma matriz TU e b, c vetores inteiros. Entao os sequintes problemas
de programacao linear tém solucao inteira:

max{c'z | Az < b} =min{y b |yTA=c, y > 0}.

Prova. Segue do Teorema 2.1.1 e do fato da matriz

AT
—AT
-1

ser totalmente unimodular. O

Em vista dos resultados acima, a pergunta natural que surge é como descobrir se uma dada
matriz é TU.

Diversas caracterizagoes de matrizes TU foram obtidas nas décadas de 60 e 70 (veja Teorema
2.1.8), nenhuma das quais fornece um algoritmo polinomial para testar total-unimodularidade.
Em 1980, Seymour [100] caracterizou matrizes totalmente unimodulares usando decomposicao
de matréides. Estes resultados foram utilizados por Cunningham e Edmonds [19] que apre-
sentaram um algoritmo de reconhecimento de matrizes TU. O algoritmo mais rapido que se
conhece é devido a Truemper [102].

Dizemos que uma matriz A de posto-linha completo é unimodular se A é inteira e cada
base de A tem determinante igual a +1 ou —1. Lembramos que uma base de uma matriz m xn
A de posto-linha completo é uma submatriz de A inversivel de ordem m.

Deixamos a cargo do leitor a prova do seguinte exercicio, a respeito da relagdo existente
entre matrizes unimodulares e totalmente unimodulares.
Exercicio 2.1.4 A é TU se e somente se [I A] é unimodular.

O préximo teorema mostra uma relacdo entre matrizes unimodulares e certos poliedros.

Teorema 2.1.5 Seja A wma matriz inteira de posto-linha completo. Entdo, P=(A,b) € inteiro
para cada vetor inteiro b se e somente se A é unimodular.
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Prova. Inicialmente suponha que a matriz A € Z™*" seja unimodular. Seja b um vetor inteiro e
2’ um vértice de P=(A,b). Como z' é vértice, existem m restricoes linearmente independentes
de A que sao satisfeitas por ' com igualdade. Assim, as colunas de A correspondentes aos
indices do suporte de z' sdo linearmente independentes. Com isso, podemos estender tais
colunas & uma base B de A. Como z' restrito aos indices de B é da forma B~!b, e os seu
demais componentes sao nulos, é facil ver que 2z’ s tem componentes inteiros.

Para provar a outra diregdo, suponha que P~(A,b) é inteiro para cada vetor inteiro b.
Seja B uma base de A. Para mostrar que A é unimodular, basta provar que B!z é inteiro
para cada vetor inteiro z. Seja z um vetor inteiro. Entdo existe um vetor inteiro y tal que
w:=y+ B2z > 0. Assim, b = Bw é inteiro. Mas, estendendo w de forma a ter componentes
nulas fora da base B, obtemos um vetor w’ tal que Aw’' = Bw = b. Com isso, w’ é vértice de
P=(A,b), e portanto w’ é inteiro. Logo, w —y = B!z também & inteiro. O

Uma conseqiiéncia imediata do Teorema 2.1.5 é o seguinte resultado devido a Hoffman e
Kruskal [65].

Coroldrio 2.1.6 (Hoffman e Kruskal, 1956) Seja A uma matriz inteira. Entdo, a matriz
A é TU se e somente se para cada vetor inteiro b o poliedro {xz | Az < b, x > 0} € inteiro.

Prova. Temos que A é TU se e s6 se [I A] é unimodular. Por sua vez, esta tltima propriedade
é equivalente a P=([I A],b) ser inteiro para cada inteiro b, donde segue o resultado. 0

Outra consequiéncia do Teorema 2.1.5 estd expressa no exercicio abaixo, que pode ser en-
tendido como um teorema de “dualidade” inteira.

Exercicio 2.1.7 Uma matriz A é TU se e somente se para quaisquer vetores inteiros b e c,
ambos os lados da equagdo (de dualidade linear):

max{c'z | Ar <b, >0} =min{y b |y A >c, y>0}

sao atingidos por vetores inteiros x e y (se forem finitos).

No teorema a seguir enunciamos varias formas equivalentes de caracterizar matrizes TU.
Ao leitor interessado na prova desse teorema ou em outros resultados a respeito de matrizes
TU sugerimos consultar Schrijver [99].

Teorema 2.1.8 Seja A uma matriz com entradas 0, +1 e —1. As sequintes afirmacoes sdo
equivalentes.

(a) AéTU;

(b) para cada vetor inteiro b o poliedro {x | Az < b, x > 0} sd tem vértices inteiros;
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(¢) cada colegao de colunas de A pode ser particionada em duas partes, de modo que a soma
das colunas em uma parte menos a soma das colunas na outra parte é um vetor com
entradas 0, +1 e —1;

(d) cada submatriz ndo singular de A tem uma linha com um ndmero impar de componentes
nao nulas;

(e) nmenhuma submatriz quadrada de A tem determinante +2 ou —2. 0

Exercicio 2.1.9 Seja G um grafo orientado e A a matriz de incidéncia de G. Mostre que A
¢ TU.

Exercicio 2.1.10 Seja G um grafo e A a matriz de incidéncia de G. Mostre que A é TU se
e s se G € bipartido.

Exercicio 2.1.11 Utilize os resultados mencionados nos exercicios 2.1.7 e 2.1.9 para provar
o Teorema de Konig: Num grafo bipartido a cardinalidade de um emparelhamento mdximo é
tqual a cardinalidade de uma cobertura minima de vértices.

J& vimos que matrizes TU e poliedros inteiros tém uma relagdo estreita entre si. A seguir,
mostramos outros resultados relacionando esses dois conceitos. Antes, vejamos uma caracteri-
zagao de poliedros inteiros devida a Edmonds e Giles.

Teorema 2.1.12 (Edmonds e Giles, 1977) Um poliedro racional P € inteiro se e somente
se cada hiperplano suporte racional de P contém vetores inteiros.

Prova. Uma das implicacoes segue diretamente da definicdo de poliedros inteiros. Vamos
mostrar que, se cada hiperplano racional de P contém vetores inteiros, entdo P ¢ inteiro.
Tomemos P = P(A,b) racional e suponhamos A e b inteiros. Seja F':= {z | A’z =0’} uma face
nao vazia de P. Sabemos que F' contém vetores inteiros se e s6 se y' b’ é inteiro para todo vetor
y tal que y' A’ é inteiro (veja Exercicio 2.1.7). Assim, se F' nao contém vetores inteiros, ento
existe y tal que ¢ := y' A’ é inteiro e v := y'b é ndo inteiro. Claramente, H := {z | c'z < v}
é um hiperplano suporte de P e, pela hipotese, contém vetores inteiros, uma contradicao. O

Um corolario imediato do teorema acima estd enunciado a seguir, e caracteriza quando um
problema de programacao linear tem solucao inteira, qualquer que seja a funcao objetivo.

Corolario 2.1.13 Seja Az < b um sistema racional. Entdo, max{c'xz | Ax < b} € atin-
gido por um wvetor inteiro x*, para cada vetor ¢ para o qual o mdximo € finito, se e so se,
max{c'z | Az < b} é inteiro para cada vetor inteiro ¢ para o qual o mdzimo é finito.
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Prova. Uma das implicagoes é imediata. Vamos mostrar que, se 0 méximo é inteiro (sempre
que finito), entdo existe um vetor inteiro que atinge esse maximo. Tome ¢’ um vetor racional,
e ¢ = Mc um vetor inteiro. Entao, max{¢'z | Az < b} é inteiro, se for finito. Seja H :=
{z | ¢"2 = v} um hiperplano suporte de P = P(A,b), onde 7 := max{é'z | Az < b}. Entdo,
H contém vetores inteiros, e pelo Teorema 2.1.12, o poliedro P é inteiro. Pela definicao de
poliedro inteiro temos que, para todo ¢, esse poliedro tem face 6tima com vértice inteiro. O

Lembramos que pelo teorema forte de dualidade,

max{c'z | Ar < b} =min{y'b |y ' A=¢, y > 0}.

De certa forma, gostariamos de estender o resultado acima, que vale em programacao linear,
para programacao linear inteira. Infelizmente, nem sempre isso é verdade.

Dizemos que um sistema racional Az < b é totalmente dual integral (TDI) se 0 minimo
na expressao acima € atingido por uma solucao 6tima y inteira para cada vetor inteiro ¢ para
o qual o minimo é finito.

De certa forma, esse conceito nos fornece um resultado “equivalente” para a teoria de
dualidade para programagao inteira. Lembramos que, pelo Corolédrio 2.1.3, se uma matriz A é
TU entao Az < b é TDI para cada vetor racional b.

Exercicio 2.1.14 Seja Ax < b um sistema TDI. Mostre que se b é inteiro e o mdzrimo na
erpressao acima € finito, entao o problema de maximizacdo tem solugcdo otima inteira.

Exercicio 2.1.15 Mostre que se Az < b é um sistema TDI, entao P(A,b) € inteiro.

Vale ressaltar que a propriedade de “ser TDI” nao se aplica a poliedros, mas a sistemas de
inequagoes. Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 2.1.16 Os sistemas

N ()<(0) < (G0

definem o mesmo poliedro, mas o primeiro sistema é TDI, enquanto que o sequndo sistema nao
é. Em geral, sistemas TDI sao redundantes.

Exercicio 2.1.17 Se A é uma matriz inteira e b é um vetor racional, entdo o sistema Ax <
b, x >0 é TDI se e so se 0 minimo em

max{c'z | Az <b, £ >0} =min{y b |y A>c, y >0}

tem uma solug¢do dtima inteira y para cada vetor inteiro ¢ para o qual o minimo € finito.
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Dizemos que um sistema Az < b é TDI minimal ou minimalmente TDI se esse sistema
¢ TDI, mas qualquer seu subsistema proprio que define 0 mesmo poliedro que Az < b nao é
TDI. Pode-se provar o seguinte teorema a respeito de sistemas minimalmente TDI.

Teorema 2.1.18 Para cada poliedro racional P existe um sistema TDI Ax < b com A inteiro
e P = P(A,b). O vetor b pode ser escolhido inteiro se e sé se P for inteiro. Além disso, se P ¢é
de dimensdo plena, existe um unico sistema TDI minimal Az < b com A inteiro e P = P(A,b).
Nesse caso, b € inteiro se e s6 se P ¢ inteiro. O

O seguinte resultado é um corolério imediato do teorema acima.

Corolario 2.1.19 Um poliedro racional P ¢é inteiro se e so se existe um sistema TDI Ax < b
com P = P(A,b) e b inteiro. D

Assim, se fossemos capazes de descobrir um sistema TDI que caracteriza um poliedro inteiro,
poderiamos resolver qualquer problema de programacao linear inteira com func¢ao objetivo
racional. Porém, em geral, um sistema TDI minimal com matriz inteira pode ter tamanho
exponencial.

Exemplo 2.1.20 Seja k um poliedro inteiro e P o poliedro P := {(z y) | = > 0,z + ky > 0},
k inteiro. Um sistema Ax < b TDI minimal tal que P = P(A,b) é dado pelas inequagies
x+Jy>0paraj=0,...,k. Tal sistema tem tamanho O(klogk), que é portanto exponencial
no tamanho da instancia.

Para encerrar essa se¢ao faremos alguns comentdrios a respeito da complexidade computa-
cional de alguns problemas referentes a reconhecimento de sistemas TDI e poliedros inteiros.

Dado um sistema racional Ax < b, o problema de decidir se tal sistema determina um
poliedro inteiro estd em co-NP. Nao se sabe se esse problema, estd em NP. Se o posto de A é
fixo, entao o problema pode ser resolvido em tempo polinomial.

Por outro lado, decidir se um dado sistema Az < b é TDI estd em co-NP quando a matriz
A ¢ inteira. Quando a matriz nao é inteira nao se sabe se o problema estd em co-NP.

2.2 Descricao dos Métodos de Planos-de-Corte

Na secao anterior definimos o conceito de fecho inteiro de um poliedro P. Uma pergunta
natural que surge é como determinar esse fecho inteiro. Note que se H = {z | ¢"z < v} é um
semi-espaco afim racional, onde ¢ tem componentes inteiros primos entre si, entao é facil achar
o fecho inteiro de H:

Hy={z|c'z < [v]}.



56 CAPITULO 2. METODOS DE PLANOS-DE-CORTE

Assim, para qualquer poliedro P, defina
P':= () Hi.
HDP
Note que Py C P', ja que P C H implica P; C Hj.

Poderiamos, entao, seguir obtendo inequacoes que definem semi-espacos H que contém P e
repetindo o processo, até, eventualmente, atingirmos P;. Se P©®) = P e Pt+1) = (P®)! temos

POP DOP'D...DP;.
A idéia do método é obter aproximacoes cada vez melhores de P; através da introducao de tais

inequacoes, chamados de planos-de-corte.

No final da década de 50, Gomory desenvolveu o chamado método dos planos-de-corte
(MPC) para resolver problemas de programacao linear inteira usando o método simplex. A
teoria que justifica tal método é o resultado acima mencionado.

O MPC resolve problemas lineares P, P', P", ... até que uma solugdo inteira seja encon-
trada. Veremos a seguir que, para encontrar uma solucao 6tima, podemos nos restringir a um
nimero finito de semi-espacos H. Apesar de limitado, em geral o niimero de inequagoes pode
crescer exponencialmente.

Teorema 2.2.1 Seja P = P(A,b) com Ax <b TDI e A inteiro. Entdo,
P'={x| Az < |b]}.

Em particular, para qualquer poliedro racional P, tem-se que P' é um poliedro.

Prova. Suponhamos que P # (. E claro que P’ C {z | Az < [b]}. Vamos provar que
{z | Az < [b]} C P".

Seja H := {z | ¢z < §} um semi-espago afim racional tal que P C H. Sem perda de
generalidade podemos assumir que os componentes de ¢ sao inteiros primos entre si. Entao,
H ={z|c'z<d}e

§ > max{c'z | Az < b} =min{y b |y A=c, y>0}.

Como Az < b é TDI, o minimo na equagao acima é atingido por um valor inteiro, digamos y*.
Seja z tal que Az < |b|. Entao,

o=y Az <y " [b] <|y*Tb| < [6].

Portanto, {z | Az < |b]} C H;. Como isso vale para qualquer semi-espaco afim H que contém
P, temos que {z | Az < |b|} CNH; = P'. 0

Lema 2.2.2 Seja F' uma face nao-vazia de um poliedro racional P. Entdo, F' = P'NF.
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Prova. Considere P definido por Az < b, um sistema TDI, onde a matriz A é inteira. Tome
F :={rx € P| a'z = B} uma face ndo-vazia de P com a e [ inteiros. Como o sistema
{Az < b, a"x < B} é TDI, o sistema {Az < b, a'x = $} também é TDI. Sendo 8 um inteiro,
segue que

P'NF={z|Az < |b], ax =B} ={x | Az < |b], az < |B], ax > |B]|} = F".

Pelo acima exposto, temos que se F' é uma face nao-vazia de um poliedro racional P, entao

(a) F' é uma face de P’;

(b) para todo natural ¢, temos que F) = PN F.

O préximo teorema (que tem uma prova bastante técnica) nos dd o embasamento tedrico para
os métodos de planos-de-cortes. Nesse teorema mostramos que para cada poliedro racional P
existe um natural ¢ tal que P®) = P;.

Teorema 2.2.3 Para cada poliedro racional P, existe um natural t tal que P = P;.

Prova. Vamos demonstrar esse resultado por inducao na dimensao do poliedro P. Se o poliedro
é vazio (dimensao —1) ou tem dimensdo 0, o resultado é trivial.

Vamos analisar dois casos. Se afim(P) ndo contém vetores inteiros, existe um vetor inteiro
c e um escalar ¢ tal que P C {c| ¢z = §}. Logo,

P Clz|c'z<|6] e c'z>[8]} =0,

e portanto, P' = P;.

Suponhamos agora que afim(P) contenha vetores inteiros, e que a dimensio de afim(P) seja
n—d. Existe uma transformacgao do poliedro P C R” para um poliedro P’ de dimensao completa
em R?. Podemos, entdo, supor sem perda de generalidade que P tem dimensdo completa.

Para um poliedro P de dimensao completa, podemos mostrar que existe uma matriz A e
vetores b e O tais que P = P(A,b) e P, = P(A,b'). Vamos mostrar que, para cada inequagao
a'x < B de Az < V', existe um natural s tal que P C {z | a'z < B'}. Com isso, o teorema
ficara provado,

Seja H :={x |a"z < '} e a'x < B a inequacdo correspondente (a o'z < 3') em Az < b.
Suponha que P®) ¢ H para todo s. Como P' C {z | a"2z < |B]}, existem inteiros 3" e r tais
que

B <p"<|B]eP® C{x|a"z<p"} paratodo s >r,

*(2.1)e além disso,
P® g {z]a"z < B"—1} paratodo s > r.
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Considere F := PM) N {z | a"z = B"}. Como P tem dimensdo completa, dim(F) < dim(P).
Além disso, F' ndo contém vetores inteiros. Assim, pela hipétese de inducdo, F = ) para
algum inteiro u. Aplicando o Lema 2.2.2,

0 — F(u) — P(T—F’u) N F — P(T+’u) N {:L' | aTCC — ﬁll}.

Entdo, P"+% C {z | axz < #"}, e portanto Pr+*+1) C {x | "2 < B” — 1}, contrariando (x).

Ol

Algumas propriedades apresentadas no inicio deste capitulo, a respeito de poliedros inteiros
(por exemplo, o Teorema 2.1.12), podem ser obtidas como conseqiiéncia do resultado apresen-
tado acima. Um outro resultado que segue do Teorema 2.2.3 é o seguinte resultado, devido a
Chvatal 1973, para politopos nao necessariamente racionais.

Corolério 2.2.4 Para cada politopo P, eriste um natural t tal que P = Py, O

2.2.1 Provas de planos-de-corte

Seja Az < b um sistema de inequacdes lineares, e ¢’z < § uma inequacdo. Dizemos que uma
seqiiéncia de inequacoes lineares

elz <61, qr<by,..., chr <y

é uma prova de planos-de-corte de ¢'x < § (a partir de Az < b), se

(a) cada ¢, s, .. ., Cp S80 inteiros, ¢, = ¢, 6, = 0 €,
(b) para cada i = 1,...,m, a inequagdo ¢, z < ! é uma combinagdo conica das inequagdes
Az <b, ¢z < d1,..., ¢] jz < &1 para algum ¢! com |&}] < 6;.

Dizemos que uma tal prova tem comprimento m.

Tz < § tem uma prova de planos-de-corte a partir de

Claramente, se uma inequacao ¢
Az < b, entao essa inequacgao é valida para qualquer solucao inteira de Az < b. A reciproca
dessa afirmacdo também vale, se assumirmos que Az < b possui pontos inteiros (isto segue do

Teorema 2.2.3).

Lema 2.2.5 Seja P = P(A,b) um poliedro nao-vazio e c'xz < § uma inequacio vdlida para
P. Entdo, eriste ' < 6 tal que ¢c'z < &' é uma combinacdo cénica das inequacdes do sistema
Ax <b. ]

Deixamos a cargo do leitor provar o seguinte resultado a respeito de existéncia de provas de
planos-de-cortes.
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Coroldrio 2.2.6 Seja P = P(A,b) um poliedro ndo-vazio, racional e limitado.

(a) se Pr # 0 e a inequacdo c'z < § (c inteiro) é vdlida para Py, entdo existe uma prova de
planos-de-cortes de ¢z < & a partir de Az < b.

(b) se Py =0, entdo existe uma prova de planos-de-cortes de 0"z < —1 a partir de Az < b.

2.2.2 Comprimento de provas de planos-de-corte

O Teorema 2.1.18 sugere o seguinte procedimento para achar o fecho inteiro de um poliedro P;
(supondo de dimensao plena).

Encontre um sistema TDI minimal Az < b com A inteiro que define P;
— Seja P':={z | Az < |b] };

— Encontre um sistema TDI minimal A’z < b’ com A’ inteiro que define P’;

Seja P":={z | Alz < |V'|};

Repita o processo acima até obter um poliedro, digamos P®, para o qual o sistema TDI
minimal é inteiro e tem lado direito também inteiro. Neste caso, P = P;.

O menor t para o qual P® = P; d4 uma “medida” da complexidade do problema de achar
o fecho inteiro do poliedro P. Pode-se mostrar que nao existe um limite superior para ¢ em
funcao da dimensao do poliedro. Observe o exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.7 Considere P o sequinte poliedro no R?:

P := conv{(0,0), (0,1), (k,1/2)}.

(k, 1/ 2)

-
-

(0,0)

Note que P; = conv{(0,0),(0,1)}, e que (k —t,1/2) € P®) para todo t < k. Assim, P # P;
para t < k.
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No caso do Exemplo 2.2.7, note que ¢ ndo é polinomialmente limitado pelo tamanho do
sistema que define o poliedro P. Vale notar que o comprimento das provas de planos-de-corte
também pode ser bem grande em relagao ao tamanho do sistema.

Sao conhecidos alguns resultados a respeito de limitantes superiores para o comprimento
de provas de planos-de-corte. Para o caso em que o poliedro P nao contém vetores inteiros,
em 1985, Cook, Coullard e Turdn [15] mostraram que o nimero de planos-de-corte pode ser
limitado em termos da dimensao de P, como mostra o resultado que enunciamos a seguir.

Teorema 2.2.8 Se P € um poliedro racional de dimensdo d, tal que Py = 0, entdo ewiste um
natural t(d) tal que PU®) = (). 0

Cook, Gerards, Schrijver e Tardos [16] mostraram em 1986 que o nimero de planos-de-cortes
para um problema de programagcdo linear inteira tem um limite superior que sé depende da
matriz de restrigoes.

Teorema 2.2.9 Para cada matriz racional A, existe um niumero t tal que, para cada vetor b,
tem-se que
{z| Az < b} = {2 | Az < b}

O Teorema 2.2.9 motiva as seguintes defini¢coes. Seja A uma matriz racional. Chamamos
de posto de Chvatal ao menor niimero ¢ tal que {z | Az < b} = {x | Az < b};, para cada
vetor inteiro b. O posto forte de Chvatal é o posto da matriz

Alguns resultados que listamos a seguir seguem diretamente do Teorema 2.1.6 (de Hoffman e
Kruskal). Esses resultados, a respeito de matrizes inteiras, mostram como o posto de Chvétal
se relaciona com outros conceitos apresentados neste capitulo.

— Se A é uma matriz inteira, entdo A tem posto forte de Chvatal 0 se e somente se A é TU;

— Se A é uma matriz inteira, entdo o posto de Chvital de A é 0 se e somente se A" é
unimodular;

— Se A é TU entao o posto forte de Chvatal de A é menor ou igual a 1, e o posto forte de
Chvatal da matriz 24 também é menor ou igual a 1.

No proximo capitulo, mostramos que a matriz do sistema que descreve o poliedro dos empare-
lhamentos de um grafo tem posto de Chvatal 1.
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2.2.3 Cortes de Gomory

Estamos prontos para apresentar o método de planos-de-cortes sugerido em 1958 por Go-
mory [43].

Considere o seguinte problema:

maXx CT.I

Arx =b
(P) x>0

 inteiro.

De forma geral, o método dos planos-de-corte para resolver o problema acima pode ser assim
descrito.

1. Resolva a relaxagao linear (PL) correspondente ao problema (P), que é gerada eliminando
a condigao de integralidade da solucdo z. Se o (PL) nao tem solugdo 6tima, entao (P) é
invidvel ou ilimitado. Caso (PL) seja limitado, tome z* uma solugio 6tima de (PL).

2. Se z* for inteiro, entdo pare (e devolva a solugdo z*). Caso contrério, encontre uma
inequacdo d'x < dy com as seguintes propriedades:

d'z* > dyed z <dg, paratodo z € P=(A,D);.

3. Junte essa nova inequagao ao sistema de equagoes (usando uma varidvel de folga) e volte
ao passo 1.

N

otinb inteiro

LP-oti no

d
° o o

pl anos-de-corte

Figura 2.1: Método dos planos-de-corte

A inequagao d'z < d; definida no passo 2 é chamada plano-de-corte (para a solugao z*).
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Os vérios “métodos de planos-de-corte” diferem entre si pelo tipo de planos-de-cortes utili-
zados no passo 2. O nome “plano-de-corte” vem do fato de que a solugao 6tima da relaxacao
atual vai sendo “cortada”, como vemos na Figura 2.1.

No préximo teorema apresentamos os cortes sugeridos por Gomory. Antes disso, vejamos
a notacao que sera usada. Denotamos por Ap a base da matriz A associada a uma solugao
Otima z* da relaxacao linear. As varidveis correspondentes as colunas da base estao em B. As
outras varidveis (nao-bdasicas) estao em N. Denotamos por ¢* o valor da solugao étima, ou seja,
¢* == c'z*. Além disso, definimos A := AZ'Ay, b:= AZ'b, €' := (¢}, — cLA) e é:= —C.

Teorema 2.2.10 Considere o problema max{c'z | x € P=(A,b), x inteiro }, onde A e b
sdo inteiros. Seja x* uma solugdo otima do programa linear relazado e Ag a base associada
a solugao x*. Seja h # 0 um inteiro. Considerando a notacao acima definida, temos que as

mequacoes
> (|h@i;| — hayj)z; < |hb;| — hb;, para todo i € B;a (2.2)
JEN
> (Lhé;] — héj)a; < |hc| = he*,b (2.3)
JEN

sao planos-de-corte para a solucdo x*, caso hb; ou hc* nao sejam inteiros.

Prova. Sabemos que uma solugdo bésica x, relativa & base Ag, pode ser escrita da seguinte
forma:

Irp = Aglb — AEIAN.IN = 5 — Z.IN.
Com isso, z; = b; — A; zy para todo i € B. Ou seja,
x; + Zaijl‘j = Ei, para todo i € B.1 (24)
JEN
Multiplicando (1) por h obtemos
hz; + Zhai]—x]— = hb;, para todo i € B.2 (2.5)
JEN
Como x > 0, podemos truncar os coeficientes do lado esquerdo da equacgao e obtemos a seguinte
inequacao valida
hl‘i + ZLhaiijj S hEZ, para todo 7 € B3) (26)
jEN
Para as solugbes inteiras, o lado esquerdo de (3) tem valor inteiro. Com isso, podemos truncar
também o lado direito da inequacao, obtendo-se a seguinte inequagao valida:

hz; + Z ha;j|x; < |hb;], para todo i € B.4 (2.7)

JEN

Subtraindo (2) de (4) obtemos a inequagao vélida

Z(LhEUJ — h&ij)acj S thzJ — hgz, para todo 7 € B.

JEN
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Assim, se a solucdo 6itma z* nao é inteira, entao b; nao é inteiro. Com isso, o lado esquerdo
da inequagao acima deve ser negativo. Como a solucao bésica z* satisfaz x3 = 0, essa solucao
sera cortada pela inequacao acima.

Para a segunda inequacdo a prova é andloga. Sabemos que o valor objetivo ¢ := c¢'z de
um ponto z pode ser escrito em funcao de uma base Ag da seguinte forma:

co=c x=cprp+(cy —cpAz An)Ty = cyb+C zy.

Assim, ¢y — €'y = ¢y + ¢ xx = cpb = ¢*. Multiplicando a inequagdo acima por h, obtemos

heo + Y _ héjz; = he* 5 (2.8)

JEN

Sabendo que x > 0, como acima, podemos truncar o lado esquerdo da equagdo, obtendo a
inequacao
hey + ZLhéjij < hc*.6 (2.9)
jEN
Considerando que, para pontos inteiros o valor do lado esquerdo da inequacao é um inteiro,
podemos truncar também o lado direito, e obtemos

heo + Y _|héjz;) < |he'].7 (2.10)

JEN
Subtraindo (5) de (7) obtemos a inequagao

3 (&) — héj)z; < [he'| — he.

JEN

Com isso, fica completa a prova do teorema. O

Os planos-de-corte definidos no Teorema 2.2.10 sao conhecidos como cortes de Gomory

Note que os dois cortes do Teorema 2.2.10 sao suficientes para “cortar” solucoes da relaxacao
linear. Caso o valor objetivo ndo seja inteiro, entdo uma inequagio do tipo (b) pode ser usada
para “cortar” a solucao. Se o valor objetivo for inteiro, mas a solucao nao for, entdo uma
inequacao do tipo (a) pode ser usada. Ao acrescentar inequagbes desse tipo nenhum ponto
inteiro do poliedro é excluido, e a base continua viavel no simplex dual. Esta observacao nos
leva a um algoritmo em que acrescentamos inequagoes violadas do tipo (a) ou (b), resolvendo no
passo seguinte o simplex dual, até que a solucao da relaxagao linear seja inteira. Este algoritmo
é chamado dual fracionario. Uma descricao sucinta desse algoritmo é dada a seguir.
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Algoritmo DUAL FRACIONARIO

Encontre uma solucao 6tima z* do problema relaxado;
viavel := verdadeiro;
enquanto z* nao é inteiro e viavel = verdadeiro
faca escolha uma linha 7;
adicione um corte de Gomory gerado pela linha 7;
aplique o método simplex dual;
se o problema dual é ilimitado
entao viavel := falso
senao seja z* a nova solugao 6tima.

Pode-se mostrar que, usando este algoritmo e uma versao especial do método simplex dual
para a solugao da relaxagao linear, o algoritmo termina com uma solugao inteira (caso exista)
em um numero finito de passos. Para discutir isso, vamos introduzimos algumas defini¢oes.

Um vetor nao nulo z € R” é lexicograficamente positivo se seu primeiro componente
nao nulo é maior que zero. Se x = 0, dizemos que z é lexicograficamente nulo. Caso —x
seja lexicograficamente positivo, entao x é lexicograficamente negativo. Denotamos esses
€asos por

L L L
>0, =0 e z<O0.
Dizemos que um vetor z € R" é lexicograficamente maior (respectivamente, menor, igual
) b

L . L L . ,
que w € R™, caso z — w > 0 (respectivamente, £ — w < 0, £ — w = 0). Definimos também
lexicograficamente minimo e lexicograficamente maximo de forma andloga.

Teorema 2.2.11 Aplique as sequintes regras no algoritmo dual fraciondrio descrito acima:

(a) escolha a linha fonte como sendo a primeira linha com a;y ndo-inteiro;

(b) use a versao lexicogrdfica para o simplex dual.

Entao, assumindo que o problema original tem um limitante superior z para o valor da solucdo
otima, o algoritmo termina com uma solugdo inteira em um nimero finito de passos, ou descobre
que nao existe solugao inteira vidvel para o problema original. 0

O método de Gomory, entretanto, nao é pratico, pois o seu tempo de execucao, apesar
pode ser muito grande. Além disso, as inequacoes introduzidas no sistema trazem instabilidade
numérica, e a convergéncia do método sé é garantida usando-se precisao infinita.
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2.2.4 Cortes faciais

Como ja mencionamos na descricao geral dos métodos de planos-de-cortes, os varios métodos
diferem de acordo com o tipo de plano-de-corte utilizado. Nesta secao discutimos como utilizar
os chamados cortes faciais.

Considere o problema max{c'z | x € P(A,b), z inteiro}. Sabemos (veja se¢io 2.1 deste
capitulo) que este problema é equivalente ao problema
(P) max{c'z |z € P(A,b)}.
Assim, se conhecemos inequagoes que definem facetas do poliedro P(A, b);, podemos utilizé-las
como planos-de-corte.

Dizemos que tais planos-de-corte sao faciais. Lembramos que as inequacoes que definem
facetas do poliedro sao as de melhor qualidade possivel, pois estas inequagoes compoem uma,
descricao completa e irredundante do poliedro.

Suponha que A’z < V' seja um sistema de inequagoes que definem facetas de P(A,b);. Seja
(P") max{c'z |z e P(A,V)},

e seja (PR) o problema definido por um subsistema de A’z < b'.

Para encontrar uma solucao 6tima de (P’), proceda da seguinte forma:

1. Resolva (PR).

2. Se (PR) nao tem solucdo Gtima, o problema (P') é invidvel ou ilimitado. Como (P') é
uma relaxagao de (P), entdo este também é invidvel ou ilimitado. Pare.

3. Se (PR) é limitado, considere uma solugdo 6tima z* de (PR).

— Se z* é um ponto inteiro vidvel de (P), entdo é certamente uma solu¢do 6tima de
(P') (e portanto de (P)).

— Caso contrario, encontre uma inequacio d'z < dy em A’z < b que corta a solucio
x*. Junte essa inequacdo ao sistema atual, formando um novo (PR).

— Va para o passo 1.

Como vimos, o método sé difere do que foi apresentado na secao anterior pela escolha do
tipo de plano-de-corte utilizado para cortar a solucao 6tima do porblema relaxado. Da mesma
forma, ap6s introduzirmos novos cortes a base 6tima desse novo problema continua vidvel para
o dual. Este fato pode ser utilizado na implementacao do método para melhorar a sua eficiéncia.

Na realidade, nem sempre é possivel encontrar inequagoes que definem facetas do poliedro
para adicionarmos ao problema relaxado. Em geral, nas implementagoes praticas tentamos
encontrar tais facetas, mas nos damos por satisfeitos com uma inequacao qualquer que corta a
solugao fraciondaria obtida.
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2.3 Equivaléncia entre Otimizacao e Separacao

Nesta secao discutiremos, de forma resumida e simplificada, este resultado fundamental na
teoria de combinatéria poliédrica. Uma apresentacao precisa dos resultados exigiria a intro-
ducao de varios resultados, fugindo das pretensoes deste texto. Ao leitor interessado, sugerimos
consultar Grotschel, Lovész e Schrijver [53], no qual esta segao estd baseada.

A seguir introduzimos alguns problemas que serao usados no decorrer desta secao. Seja P
um poliedro (na verdade poderiamos tomar qualquer corpo convexo e compacto) e defina os
seguintes problemas:

Problema de Otimizacao (OPT)

Dado um vetor ¢ € R, encontre z € P que maximiza ¢’
b

x, ou certifique que P é
vazio.

Problema de Violagao (VIOL)

Dado um vetor ¢ € R” e v € R, decida se ¢'z < 7 vale para todo z € P; se nio,
encontre um vetor y € R” tal que ¢'y > Y.

Problema de Validade (VAL)
Dado um vetor ¢ € R* e v € R, decida se ¢'z < «y vale para todo = € P.

Problema da Separagiao (SEP)

Dado um vetor y € R", decida se y € P; se y ¢ P encontre um hiperplano que
separa y de P; mais precisamente, encontre ¢ € R" tal que ¢’y > c¢'z para todo
x e P.

Problema da Pertinéncia (PERT)
Dado um vetor y € R”, decida se y € P.

Claramente, se sabemos resolver (OPT), entdo também sabemos resolver (VIOL). Também
é imediato que resolver (VIOL) implica em resolver (VAL). Da mesma forma, (PERT) pode ser
resolvido se (SEP) o for. Na figura abaixo mostramos de forma esquemadtica essas implicagoes
através de flechas tracejadas (omitimos as implicadas por transitividade).

Note que a complexidade de cada um dos problemas apresentados depende essencialmente da
forma como o poliedro P é dado. Por exemplo, (SEP) é trivial se o poliedro é dado através de sua
representac¢do externa (sistema de equagbes e inequagoes), mas nio é trivial se a representacdo
é a interna (conjunto de vértices e raios extremais). Para o problema (OPT) ocorre exatamente
0 oposto.

Outras implicagoes quanto a solubilidade de um problema em relagao a outro, estao de-
monstradas em Grotschel, Lovész e Schrijver [53]. Tais implicagbes estdo indicadas na Figura
2.2 com flechas continuas.
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OPT
' V
VIOL D PERT

Figura 2.2: Relagao entre os problemas apresentados

No contexto deste texto, o resultado mais importante é a equivaléncia entre os problemas
(OPT) e (SEP). Tal resultado, que envolve o método elipséide para programacao linear, garante
que os problemas de otimizacao e separacao tém a mesma complexidade computacional. Assim,
para poliedros associados a problemas de otimizacdo N P-dificeis, ndo podemos esperar que
algoritmos polinomiais sejam encontrados para o problema da separagao correspondente, a
menos que P = NP. No préximo capitulo veremos alguns exemplos de problemas formulados
como PL (de tamanho exponencial em relacao a entrada do problema) para os quais o problema
da separac¢do é polinomial. Com isso, podemos concluir que existe um algoritmo polinomial
para o problema (ainda que um tal algoritmo nao seja de interesse pratico, por envolver o uso
do método elipsdide).
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Capitulo 3

Poliedros de Problemas de Otimizacao
Combinatoéria

Neste capitulo definimos formalmente os tipos de problemas de otimizacao combinatéria que
podem ser tratados por métodos poliédricos. Fazemos um apanhado geral a respeito da evolucao
dos métodos poliédricos na solucao de problemas de otimizag¢ao combinatéria. Mostramos como
formular esses problemas como problemas de otimizacao sobre um poliedro, e como desenvolver
um algoritmo baseado nessa formulacao.

Um passo fundamental nessa abordagem é o estudo do poliedro que associamos ao problema.
Mais precisamente, estamos interessados numa descricao desse poliedro, dada por um sistema
de inequacgoes que definem facetas. Para ilustrar como isso pode ser feito, apresentamos diversos
poliedros bem-estudados associados a problemas classicos de otimizacao combinatéria. Dentre
esses problemas, destacamos o problema do emparelhamento maximo, o problema do caminho
minimo, o problema do caixeiro viajante e o problema de Steiner em grafos.

3.1 Otimizacao Combinatdria e Métodos Poliédricos

Problemas de otimizacao, na sua forma geral, tém como objetivo maximizar ou minimizar uma
funcao definida sobre um certo dominio. A teoria classica de otimizacao trata do caso em que o
dominio é infinito. J4 no caso dos chamados problemas de otimizacao combinatiria, o dominio
é finito; e tipicamente, seus elementos podem ser “facilmente” gerados ou testados quanto a
sua pertinéncia a este dominio. Posto dessa forma, tais problemas parecerem relativamente
simples, pois em principio, bastaria testarmos todos os elementos do dominio na busca de um
que seja 6timo. De fato, essa idéia seria perfeitamente valida se a questao fosse simplesmente
encontrar um algoritmo.

Na maioria dos problemas de otimizacao combinatéria, a questao da existéncia de um al-
goritmo que resolve o problema nao é dificil, mas sim o desenvolvimento de algoritmos que, de
alguma forma esperta, restrinjam a busca a um subconjunto do dominio. Essa restri¢cao é nao
apenas desejavel, mas imprescindivel, se queremos resolver instancias de tamanho relativamen-
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te grande do problema. Vale notar que, na maioria dos casos que nos interessam, o dominio
tem tamanho nao-polinomial em rela¢ao a entrada do problema (essa é a razao que nos leva a
descartar a idéia ingénua de se testar todo o dominio).

Veremos neste capitulo exemplos de problemas de otimizacao combinatéria que sao faceis
e outros que sao N'P-dificeis, para ilustrar que ambos os tipos podem ser tratados através
de métodos poliédricos. Alids, cabe aqui mencionar que instancias bem grandes de certos
problemas N P-dificeis, como o problema do caixeiro viajante, s6 puderam ser resolvidas com
o uso do método branch and cut que descrevemos no Capitulo 4.

Para expor nossas idéias, vamos definir formalmente a classe de problemas que serdo nosso
objeto de estudo.

Considere uma tripla da forma (E,¢,S), onde E é um conjunto finito, ¢ : £ — R é uma
funcao custo que associa a cada elemento de F um valor real, e S é um conjunto de solugoes
vidveis (dominio), formado por subconjuntos de E. Dada uma tal tripla, deseja-se encontrar
S € S que maximiza (ou minimiza) ¢(S) := >, 4 c(e). Problemas que podem ser formulados
dessa maneira sao chamados de Problemas de Otimizagao Combinatéria Linear.

Note que estamos considerando uma classe especial de problemas de otimizacao onde a
fungdo objetivo é linear (o que ndo necessariamente precisaria ocorrer). Para os nossos pro-
pésitos (aplicacdo de métodos poliédricos), vamos nos restringir a essa classe de problemas,
denotando-os simplesmente por POC.

Ainda que, de certa forma, tal classe possa parecer restrita, veremos que varios problemas
interessantes podem ser formulados dessa maneira. Tipicamente, os problemas que trataremos
aqui sao problemas sobre grafos, que tém a seguinte forma geral:

Dado um grafo G, com custos nas arestas (ou nos vértices), encontrar em G um sub-
grafo com propriedade 7 (por exemplo, ser hamiltoniano, ser uma drvore geradora)
que seja de custo minimo (ou mdximo).

Em particular, focalizaremos os seguintes problemas.

1. Problema do Emparelhamento Méaximo. Dado um grafo G = (V, A) e uma fungao
custo ¢ : A — R definida nas arestas de (G, achar um emparelhamento F' em G tal que
c(F) seja maximo.

2. Problema do Caminho Minimo. Dado um grafo orientado D = (V, A), dois vértices
distintos s, £ em V' e uma funcao custo ¢ : A — R definida nos arcos de D, encontrar em
D um caminho de s a t que seja de custo minimo.

3. Problema do (s,?)-Corte Minimo. Dado um grafo orientado D = (V, A), dois vértices
distintos s, t em V e uma fun¢ao capacidade c¢: A — R, encontrar em D um (s, t)-corte
de capacidade minima.

4. Problema da Arvore Geradora Minima. Dado um grafo G = (V, A) e uma funcéo
custo ¢ : A — R, achar uma arvore geradora F' em G tal que ¢(F") seja minimo.
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5. Problema do Caixeiro Viajante. Dado um grafo G = (V, A) e uma funcdo custo
c¢: A — R, encontrar em G um circuito hamiltoniano de custo minimo.

6. Problema de Steiner em Grafos. Dado um grafo G = (V, A), um conjunto de vértices
Z C V chamados terminais e uma funcao custo ¢ : A — R, encontrar S C A tal que G[S]
conecta todos os terminais e ¢(S) seja minimo.

Note que, todos os problemas acima se caracterizam pelo fato de o dominio ser finito,
e de que podemos testar facilmente se um subconjunto de arestas de G tem a propriedade
desejada. E imediato também que esses problemas podem ser formulados como um POC. Por
exemplo, no caso do problema 1, basta tomar £ como sendo o conjunto das arestas de G e
S§:={F C E|F ¢éum emparelhamento em G}.

Para fazer uso de métodos poliédricos, vejamos como associar um poliedro a um POC
constituido por uma tripla (E, c,S). Seja RE o espago vetorial real |E|-dimensional onde cada
vetor x € R¥ tem seus componentes indexados pelos elementos de E, ou seja, = (¢)ecs-
Para cada elemento S € S, associamos a esse elemento um ponto em RE, correspondente ao
seu vetor de incidéncia xX° = (X3 )eer, definido como

s { 1, se e€ S;
Xe =

0, caso contrario.

Consideramos agora o politopo P C RF, definido como o fecho convexo dos vetores de
incidéncia dos subconjuntos em &, isto é,

P :=conv{x’ € R” | S € S}.

Exercicio 3.1.1 Seja P o politopo definido acima. Mostre que o conjunto dos vértices de P é
precisamente o conjunto dos vetores de incidéncia dos elementos S € S.

Dessa forma, o problema original é equivalente ao problema (considerando ¢ como um vetor
em RP)

max{c'z | x € P}.

Pelo Exercicio 3.1.1, sabemos que o conjunto dos vértices do politopo P é precisamente o
conjunto dos vetores de incidéncia dos elementos em S. Ou seja, existe uma correspondéncia
biunivoca entre os vértices de P e as solu¢oes vidveis (o dominio) do problema. Ademais, como
P é um politopo, existe um sistema de inequacoes lineares que define P. Assim, aparentemente,
transformamos o problema original em um problema de programagio linear (PL). Ainda que
isso possa parecer bastante satisfatorio, na verdade, as coisas nao sao tao simples assim.

Uma das dificuldades estd em encontrar um tal sistema. A outra, reside no fato de que esse
sistema pode ter tamanho exponencial (em relagao as entradas do problema original). Apesar
dessas dificuldades, veremos que, mesmo tendo apenas uma descricao parcial do politopo, é
possivel desenvolvermos um algoritmo para o problema. Além disso, esta abordagem permite
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eventualmente descobrir casos especiais de problemas dificeis que podem ser resolvidos em
tempo polinomial. Por exemplo, no caso do problema do corte méximo, foi provado [7] que este
problema, que é NP-dificil no caso geral, pode ser resolvido em tempo polinomial para grafos
planares (ou mais geralmente, para grafos que nao sao contrativeis ao Kj).

A reducao que apresentamos mostra que todo POC pode ser formulado como um PL
0/1. A reciproca dessa afirmagao também é verdadeira. De fato, dado um PL 0/1 da forma
max{c'z | Az <b, x € {0,1}}, onde A € R™" e b € R™, basta tomarmos E := {1,2,...,n} e
S:={SCE|Ax’ <b}.

Essas observagoes nos mostram que os POC constituem uma classe equivalente a classe dos
PL 0/1. A técnica que veremos também se aplica a problemas de otimizac¢do combinatéria que
podem ser formulados como PLI nao necessariamente 0/1. Ou seja, problemas do tipo

max{c'z | Az < b, z inteiro}.

Neste caso, considerando o fecho inteiro (); do poliedro () definido pelo sistema Az < b, o
problema acima é equivalente ao problema

max{c'z |z € Q;}.

Como ja vimos no Capitulo 2, se () é um poliedro racional, entao existe um sistema linear
que descreve Q);.

Resumindo, por enquanto s6 vimos que certos problemas de otimizacao combinatoéria podem
ser reduzidos a problemas de programacao linear sobre um poliedro inteiro, definido implicita-
mente. Interessa-nos agora, mostrar como obter descricoes de tais poliedros. Lembramos que
no Capitulo 2 j4 mencionamos como podemos fazer uso de uma tal descricao para desenvolver
um algoritmo baseado em métodos de planos-de-corte faciais.

Sabemos que uma descricao nao-redundante de um poliedro é dada por um sistema de
inequacoes que definem facetas. Nem sempre porém, conseguimos encontrar uma descricao
completa desse tipo. Alids, sabe-se que problemas que sdao N P-dificeis sio pouco provaveis
de terem uma descri¢do completa e “boa” (veja [72] e [94]). Sabe-se também que, se fosse
encontrada uma descricao completa de um politopo associado a um problema N P-dificil e
o correspondente problema da separagao pudesse ser resolvido em tempo polinomial, entao
terfamos que P = N'P.

Neste ponto, cabe ressaltar que essa estratégia de se associar um politopo a um proble-
ma, e mais especificamente, a tarefa de encontrar um sistema de inequacoes que descreve um
tal poliedro (definido implicitamente pelos seus vértices), ou provar que certos sistemas line-
ares descrevem poliedros inteiros, constituem tdépicos centrais de pesquisa em combinatéria
poliédrica.

O desenvolvimento desta subarea, que surgiu da tentativa de se desenvolver algoritmos para
problemas de otimizacao combinatoria, pode ser dividido em 3 periodos, caracterizados por
resultados marcantes em termos de abordagens algoritmicas.
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O primeiro uso explicito de métodos de combinatéria poliédrica parece ter ocorrido em 1943
num artigo de R. Rado [96], que fazia uso do Lema de Farkas, ainda que de maneira indireta.
Entretanto, o primeiro periodo de desenvolvimento de combinatéria poliédrica teve inicio nos
anos 50, apds o descobrimento do método simplex para programagcao linear. Data deste periodo
a observagao de que muitos problemas de otimizacao combinatoéria, em particular, varios proble-
mas de fluxos em redes, podem ser formulados como problemas de programacao linear inteira,
mas que devido a total-unimodularidade da matriz de restri¢oes, tais programas lineares intei-
ros podem ser tratados simplesmente como programas lineares. Conseqiientemente, o método
simplex — e mesmo dualidade em programacao linear — podem ser aplicados. Tal observacao
constituiu um marco e direcionou muitas pesquisas que foram realizadas neste periodo, quando
entdo varios resultados mini-max foram descobertos (veja [21, 29, 34, 35, 64, 66, 74, 75, 76, 98]).

O segundo periodo de desenvolvimento teve inicio em meados da década de 60 quando
J. Edmonds [24] obteve uma descri¢do linear completa — de tamanho exponencial — para o
politopo dos emparelhamentos de um grafo. O fato interessante foi a descoberta de que mesmo
uma descricao de tamanho exponencial pode ser 1til para o desenvolvimento de algoritmos
polinomiais. Ademais, tais algoritmos podem fazer uso, ou mesmo provar, relagoes de dualidade
em programacao linear. Isso levou a tentativas “infrutiferas” de se obter descricdes lineares
completas de problemas que mais tarde foram provados ser N'P-dificeis.

O terceiro periodo teve inicio em 1979 com o desenvolvimento do método elipséide para
programagcao linear, devido a Khachiyan [73]. A conseqiiéncia importante para a drea de com-
binatéria poliédrica nao foi simplesmente a constatagao de que programas lineares podem ser
resolvidos em tempo polinomial, mas o principio no qual tal método se baseia.

Tal principio béasico reside no fato de que é possivel resolver eficientemente um programa
linear desde que se saiba resolver eficientemente o problema da separacao. Ademais, descobriu-
se que vale nao apenas o fato de que é possivel se encontrar uma solucdo 6tima sabendo-se
resolver o problema da separacao, mas também é verdadeira a reciproca dessa afirmacgao. Ou
seja, se sabemos encontrar eficientemente uma solucao 6tima entao também sabemos resolver
eficientemente o problema da separacao.

A “equivaléncia entre otimizagio e separagdo” (mencionada no Capitulo 2) foi uma desco-
berta que se tornou um marco no que se refere ao desenvolvimento de algoritmos na area de
combinatéria poliédrica, trazendo como conseqiiéncia novas perspectivas com relacao ao uso de
métodos poliédricos no tratamento de problemas de otimizacao combinatéria. Ficou transpa-
rente que associar poliedros a problemas de otimizagdo combinatoria e resolver o problema da
separacao correspondente, poderia ser uma estratégia para se conseguir algoritmos polinomiais
para certos problemas. E que, no caso de problemas N P-dificeis, tal abordagem também era
interessante, principalmente no tratamento de problemas de grande porte, para os quais a busca
de solucdes exatas através de outros métodos mostravam-se invidveis.

Essa descoberta e as conseqiiéncias advindas dai no tratamento de problemas de otimizacao
combinatéria constituem a esséncia do artigo “The Ellipsoid Method and its Consequences in
Combinatorial Optimization” de Grétschel, Lovész e Schrijver [51, 52] que recebeu o Fulkerson
Prize em 1982 pela sua relevancia na area de programagao linear e otimizacao combinatoria.
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Mais tarde, em 1988, esses mesmos autores vieram a publicar o livro “Geometric Algorithms
and Combinatorial Optimization” onde essas idéias germinais foram estendidas e investigadas
a fundo [53].

O conseqiiente reflorescimento do uso de técnicas de combinatdria poliédrica, que ao ser
utilizada por Dantzig, Fulkerson e Johnson [22] em 1954 recebeu pouca atencio e aceita¢io na
comunidade, pode ser constatado pelos artigos a este respeito que surgiram na literatura na
década de 80 (veja [49, 50, 57, 58, 91, 89]).

Para situarmo-nos no contexto histérico, vale aqui lembrar como foi a a evolugdao em termos

algoritmicos do uso da abordagem poliédrica na resolucao de instancias reais de problemas
NP-dificeis.

O ja mencionado artigo de Dantzig, Fulkerson e Johnson [22] de 1954 foi o primeiro a
usar tal abordagem, relatando como uma instancia do problema do caixeiro viajante de 49
cidades foi resolvida. Neste trabalho pioneiro, o uso desta técnica é ilustrada com uma série de
exemplos, onde muitos dos passos (para encontrar planos-de-corte) sao realizados manualmente,
de uma maneira interativa e ad hoc. Esta abordagem foi “esquecida” por um longo tempo até
que em 1977, Grotschel em sua tese de doutoramento [45] fez um estudo mais aprofundado da
estrutura facial dos politopos associados ao problema do caixeiro viajante simétrico e assimétrico
e resolveu uma insténcia deste problema (caso simétrico) com 120 cidades da Alemanha. Isto
porém, foi feito de maneira sistemdtica e totalmente automdtica (sem nenhuma intervencao
manual para encontrar planos-de-corte).

Outros trabalhos seguiram-se na década de 80, muitos deles sobre o problema do caixeiro
viajante [57, 80, 91, 89]. Este problema continua desafiando os pesquisadores, e tem sido fonte
de inspiracao para o desenvolvimento de muitas técnicas, tuteis também no tratamento de outros
problemas. Além desse, varios outros problemas N P-dificeis também foram pesquisados sob
esta abordagem: o problema do subgrafo aciclico [70], o problema da ordem linear [49, 50],
o problema do corte méximo [6], o problema da parti¢ao em cliques [58, 61], o problema das
mochilas multiplas [31], etc.

Todos esse problemas N P-dificeis tém em comum o fato de que é conhecida apenas uma
descricao parcial dos politopos associados a esses problemas, sendo que para muitos deles, o
problema da separacao foi resolvido apenas para classes especiais de facetas. Como ja obser-
vamos, tais resultados tém conseqiiéncias muito interessantes em termos de casos especiais do
problema que podem ser resolvidos em tempo polinomial.

Os primeiros algoritmos implementados usando essa abordagem poliédrica faziam uso do
método simplex (para resolver os varios PL que sao gerados), o que era natural, j& que outros
métodos ainda nao eram conhecidos. Embora em 1979 tenha surgido o algoritmo polinomial
para PL devido a Khachiyan [73], este ndo se mostrou 1til do ponto de vista pratico, e por
essa razao nao foi adotado para uso em contextos de planos-de-corte.

Assim, o método simplex, que se celebrizou por se mostrar muito eficiente na pratica (embora
no pior caso seja exponencial), é o método que tem sido usado nas implementagoes de algoritmos
baseados em planos-de-corte. Na falta de outros produtos (software) mais convenientes, o
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pacote MPSX /370 da IBM [69] (uma implementagdo em PL/1 do método simplex revisado) foi
largamente usado nos algoritmos desenvolvidos na década de 80.

Mais recentemente, foi desenvolvido o CPLEX [17] — uma implementac¢ao do método sim-
plex na linguagem C — que tem a vantagem de ser muito conveniente para uso em contextos
de planos-de-corte, onde operacoes como adicionar e eliminar restricoes sao freqiientes.

Para finalizar, vale lembrar que outros métodos polinomiais para a resolucao de programas
lineares foram descobertos na década de 80: os chamados métodos de pontos interiores. Esses
métodos tiveram suas idéias langadas num algoritmo desenvolvido por Karmarkar [71] em 1984,
nao tendo os defeitos do método dos elipsdides em relagao ao seu comportamento na pratica,
considerado muito aquém de satisfatorio. Tais métodos, estdo sendo acoplados ao CPLEX.

O propdsito das consideracées acima foi dar uma indicacao do estado-da-arte do uso da
abordagem poliédrica para o tratamento de problemas de otimizacao combinatéria. Os resul-
tados que serao apresentados nas proximas secoes serao mais técnicos, objetivando mostrar ao
leitor como se prova que certos sistemas lineares descrevem um dado poliedro, ou como se prova
que certas inequacoes definem facetas.

Cada uma das segoes seguintes focalizam um problema ou uma classe de problemas que estao
interligados. Para cada problema, descrevemos o(s) poliedro(s) associados(s) a esse problema.

3.2 Poliedro dos Emparelhamentos

O Problema do Emparelhamento Mdzimo é o seguinte:

Dado um grafo G = (V, A) e um fungao custo ¢ : A — R definida nas arestas de G,
encontrar um emparelhamento que seja de custo maximo.

Definimos o poliedro dos emparelhamentos de um grafo G, denotado por Pgy,(G), como
o fecho convexo dos vetores de incidéncia dos emparelhamentos em G. Ou seja,

Py (G) := conv{x¥ € R* | E é um emparelhamento em G}.

Primeiramente, observemos que o conjunto vazio, e para cada aresta a € A, o conjunto {a}
é um emparelhamento. Como os vetores de incidéncia desses conjuntos sao afim-independentes,
segue imediatamente o seguinte resultado.

Lema 3.2.1 O poliedro Pgy,,(G) tem dimensdo plena, ou seja,
dim (Prng (G)) = |A].

Considere as seguintes inequagoes:

xz, > 0, para todo a € A,
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z(6(v)) <1, para todo v € V.

Lembrando que §(v) denota o conjunto das arestas que incidem em v, é imediato que essas
inequagdes sao validas para Ppgm,(G). Logo,

Ppp(G) C P(G) :={x € R* | z, >0, para todo a € A;
z(d(v)) <1, para todo v € V'}.

E facil ver que o sistema acima é uma formulacao inteira do problema dos emparelhamentos,
ou seja, todo ponto inteiro que satisfaz as condices acima é um emparelhamento e vice versa, ou
seja, todo vetor de incidéncia de um emparelhamento satisfaz estas condi¢ées. Por outro lado,
nao é dificil encontrar grafos G' para os quais a inclusao acima é estrita. Basta considerarmos,
por exemplo, G = K3 e observarmos que z = (%, %, %) é um vértice de P;(K3) que ndo pertence
a Pgpy(K3). Analisando esse exemplo, imediatamente notamos que a seguinte inequacao estd
sendo violada por um tal vértice:

z(A) <1, onde A é o conjunto das arestas de K.

De um modo geral, sempre que temos um conjunto S C V, |S| > 3 e impar, é imediato
que qualquer emparelhamento em G pode ter no maximo (|S| — 1)/2 arestas do conjunto A(S)
(arestas com ambos os extremos em S). Ou seja, a seguinte inequagao ¢ valida para Pgp,(G):

z(A(S)) < (IS[-1)/2.
Considerando que,

Pmp(G) = conv{z € Z* | z € P,(G)} := {P.(G)}1,

de acordo com a teoria vista no Capitulo 2, sabemos que todas as inequacoes que definem

facetas de Pgp, (G) podem ser obtidas por “combinacao e arredondamento” das inequagdes que
definem P, (G).

No caso da inequacgao acima, vejamos como ela pode ser obtida por esse processo. Primeira-
mente, somamos as inequacoes z(d(v)) < 1 para todo v € S, com as inequagoes —z, < 0 para
todo e € §(S), obtendo a inequagdo 2x(A(S)) < |S|. Dividindo essa inequacdo por 2 temos
z(A(S)) < |S|/2. Arredondando o lado direito (pois |S| é impar), obtemos a inequagio dese-
jada. Note que essa prova de plano-de-corte, nos mostra que essa inequacao tem comprimento
de prova igual a 1. Com o resultado que veremos a seguir, poderemos concluir que o sistema
que define o poliedro P;(G) tem posto de Chuvdtal igual a 1 (veja Capitulo 2).

Incluindo essas ltimas inequacdes na descrigdo de Pgy,(G), temos que

Pppp(G) C{z € R | 2, > 0, para todo a € A,

z(d(v)) <1, para todo v € V,
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z(A(S)) < (|S| —1)/2, para todo |S| > 3 e {mpar}.

A prova de que a inclusao acima é de fato uma igualdade, foi obtida em 1965 por Ed-
monds [24]. Este é um dos resultados mais conhecidos e referenciados em combinatéria po-
liédrica, muito importante pelas consequéncias que trouxe nessa area. A idéia da prova que
apresentamos aqui é devida a Lovéasz [81].

Teorema 3.2.2 Para qualquer grafo G = (V, A), o poliedro Pgp,(G) é descrito pelo sistema
(1) z, >0, paratodo a € A;

(2) z(6(v)) <1, para todo v eV,

(3) z(A(S)) < (|S|—1)/2, paratodo S CV, |S|>3 e impar.

Prova. Seja o'z < o uma inequagao que induz uma faceta, digamos F,, de Pgy,(G). Ou seja,

F,:= {1 € Pppnp(G) | a' v = a}.

Vamos chamar de Fj,-emparelhamento, um emparelhamento cujo vetor de incidéncia per-
tence a F,. Sejam
Fi(e) :={z €eR* | 2, = 0};
Fy(v) = {z € R [ 2(6(v)) = 0};
F3(8) :=={z € R* | z(A(S)) = (IS| - 1)/2}.

Note que, como F, é uma faceta, é suficiente provarmos que F, C Fi(e) para algum e € A,
ou F, C Fy(v) para algum v € V, ou F, C F3(S) para algum S C V, |[S| > 3 e impar.

Caso 1. Suponha que exista e € A tal que a, < 0.

Neste caso, podemos concluir que todo F,-emparelhamento, digamos F, satisfaz x, = 0.
De fato, se isso ndo ocorresse, entdo F' := F — {e} seria um emparelhamento em G tal que
a"x¥ > a, um absurdo.

Caso 2. Suponha que a, > 0 para todo e € A, e que exista v € V tal que v é coberto por todo
F,-emparelhamento.

Seja £ um F,-emparelhamento. Como, por hipétese, v é coberto por E, segue imediata-
mente que x¥ satisfaz z(6(v)) = 1. Portanto, F, C Fy(v).
Caso 8. Suponha que a, > 0 para todo e € A, e que para cada vértice v € V exista um
F,-emparelhamento que nao cobre v.

Seja AT :={e€ A|a.> 0} e GT o subgrafo de G induzido por A™".
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Vamos mostrar que todo F,-emparelhamento satisfaz a equacdo z(A(S)) = (]S|—1)/2, onde
S é o conjunto dos vértices de G™.

Para nao interrompermos o raciocinio, vamos assumir que Gt é conexo (a prova sera feita
depois).

Suponha que exista um F,-emparelhamento que nao cobre (pelo menos) dois vértices de G+.
Dentre todos os tais emparelhamentos, escolha um emparelhamento E;, e um par de vértices
u, v nao cobertos por E1, tais que a distancia entre u e v em G* seja minima.

Note que u e v sdo ndo-adjacentes em G (caso contrario, F' := E; U {uv} seria um empa-
relhamento tal que a' x* > «). Existe entdo um vértice, digamos w, num caminho mais curto
de u para v.

Seja Fs um F,-emparelhamento que nao cobre w. Pela escolha de E;, podemos concluir
que F5 cobre u e v; e pela escolha de u e v, temos que F; cobre w.

Seja H o grafo formado pelas arestas F; U E5. Como os vértices u, v e w tém grau 1 em H,
existe em H um caminho alternante, digamos @, que contém u ou v (eventualmente ambos),
mas nao contém w. Suponha que ) contém u e denote por AQ o conjunto das arestas no
caminho Q).

Considere agora os emparelhamentos

Fl :ElAAQ e F2 :EQAAQ

Note que Fi U Fy, = E; U FEy; e Fy N Fy, = Ey N Ey. Logo, Fy e F, sao F,-emparelhamentos.
Como Fj nao cobre w e nem wu, isso contraria a escolha de Fj.

Tendo concluido que todo F,-emparelhamento deixa de cobrir no maximo um vértice de S,
e lembrando a hipdtese que estamos assumindo no caso 3, temos que |S| > 3 e impar, e que
todo F,-emparelhamento satisfaz a equacao z(A(S)) = (|S| — 1)/2. Logo, F, C F3(95).

Para completar a prova, resta mostrar que G é conexo. Suponhamos que G nao seja
conexo e que Gt = G, U Gy, onde G e G, sao subgrafos disjuntos de G. Vamos mostrar que
a'x < a pode ser escrito como soma de outras duas inequagdes vélidas para Pgy,(G).

Para i = 1,2, seja ¢' = (a’ : e € A), onde ¢! = a,, se e é uma aresta de G;; e g° = 0, caso

contrario.

aramente = a. Seja F; um emparelhamento cujo vetor de incidéncia maximiza
Cl te, g' + ¢° Seja F lh t tor d d

a funcdo ¢’z e seja o; o valor desse maximo. Entdo, oy + ap = «a. De fato, se E é um
F,-emparelhamento entao

a +ay > g'x" + ¢*x" = ax” = a.

Por outro lado, podemos assumir que F; s6 contém arestas de G;. Entao F := E; U E, é
um emparelhamento em G, e

at+a=gx"+x" ="+ )" =ax” <o
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Assim, a; + as = o, donde segue que o'z < o é soma das inequacdes ¢g'z < oy e ¢’z < ay
(ambas vélidas para Pgm,(G)), o que é uma contradi¢do ao fato de que a'z < « define uma
faceta. O

A prova do teorema acima permite-nos dizer que as inequagoes que definem facetas de
Py (G) sdo de um dos tipos mencionados no enunciado do teorema. Veremos a seguir que, a
menos das inequagoes de ndo-negatividade, ndo é verdade que todas elas definem facetas.

As inequacoes relativas a um conjunto S de vértices sdo chamadas inequagoes blossom,
em alusdo aos blossoms introduzidos por Edmonds [25], quando desenvolveu um algoritmo
polinomial para resolver o problema do emparelhamento maximo.

O préximos resultados mostram quais sao as inequagoes que realmente definem facetas de
Prmp (G).

Teorema 3.2.3 Para cada aresta a € A a inequacao
Tg >0

define uma faceta do poliedro Pgy,(G).

Prova. Considere uma aresta a € A e a correspondente inequacao z, > 0. Claramente,
os vetores de incidéncia do emparelhamento vazio e dos emparelhamentos {e} em G, e # a,
satisfazem essa inequagdo com igualdade. Temos assim, |A| vetores afim-independentes na face
definida por essa inequagao, donde se conclui que essa face é maximal, e portanto uma faceta.

Ol

Teorema 3.2.4 Seja G = (V, A) um grafo conexo com pelo menos 3 vértices, e seja v um
vértice de G. Entdo a inequagdo

z(d(v)) <1

define uma faceta de Pppy(G) se e sd se os dois vizinhos de v sdo nao-adjacentes sempre que
grau(v) = 2.

Prova. Considere um vértice v € V e suponha que u e w sao os dois unicos vizinhos de
v, com u e w adjacentes. Neste caso, a inequacao blossom T, + Tyw + Tyuw < 1 € valida
para Pgm,(G). Somando essa inequagdo com a inequagdo —z,, < 0, temos que a inequagdo
2(6(v)) := Tyy + Ty < 1 também é vilida. Logo, essa inequacdo nao define uma faceta, ja que
é uma combinacao de outras inequagoes que sao validas.

Para provar a implicacao reversa, considere v um vértice nas condicoes do teorema. Para
cada aresta a incidente a v considere o emparelhamento {a}; e para cada aresta a que nao
incide em v, escolha uma aresta f incidente a v, tal que f nao é adjacente a a, e considere
o emparelhamento {a, f}. Os vetores de incidéncia desses |A| emparelhamentos satisfazem a
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inequacdo z(d(v)) < 1 com igualdade e sdo afim-independentes. Logo, essa inequacdo define
uma faceta de Pgp,(G). O

Para finalizar, falta provar para a classe das inequacdes blossom, quais delas definem facetas.
Antes de fazermos isso, lembramos que um grafo é hipo-emparelhavel se ndo possui um
emparelhamento perfeito, mas ao remover qualquer um de seus vértices o grafo que resulta
possui um emparelhamento perfeito.

Teorema 3.2.5 Seja G = (V, A) um grafo conexo com pelo menos 8 vértices, e seja S CV tal
que |S| > 3 e impar. Entdo a inequagdo

z(A(S)) < (IS| = 1)/2

define uma faceta de Pgpy(G) se e s6 se o subgrafo induzido por S é 2-conexo e hipo-emparelhd-
vel.

Prova. Para todo S C V, |S| > 3, a inequacdo z(A(S)) < (|S|—1)/2 é claramente vélida para
Ppgmp(G). Fixemos um tal conjunto S e denotemos por G o grafo induzido por S.

Primeiramente, suponhamos que a inequacdo z(A(S)) < (|S| — 1)/2 define uma faceta.
Entao, é imediato que G é conexo. Vamos mostrar que G é 2-conexo. Suponha que isso nao
ocorra, e que GT seja a uniao de dois grafos nao triviais G; e G, com exatamente um vértice
em comum. Suponha que G; = (V;, A;) e que |V;| > 3. Entao somando-se para i = 1,2 as
inequacoes

z(Ai) < (Vi = 1)/2,

que sao vélidas para Pgyp,,(G), obtemos a inequagao z(A(S)) < (|S] —1)/2. Isto é um absurdo,
pois estamos supondo que esta ultima inequacdo define uma faceta. Caso |Vi| = 2 e/ou [V3| = 2,
é facil ver que a inequagao z(A(S)) < (|S| — 1)/2 também pode ser obtida como combinagao
linear de outras.

Para provar que G é hipo-emparelhdvel, precisamos mostrar que para todo vértice v € G*
existe um emparelhamento perfeito em G+ — v. Suponhamos que exista um vértice v € G tal
que em G' — v ndo existe um emparelhamento perfeito. Entao a inequacdo z(A(S — {v})) <
(IS] — 3)/2 é vélida para Ppgm,(G). Somando essa inequagdo com a inequacdo z(d(v)) < 1,
obtemos z(A(S)) < (|S| —1)/2, um absurdo.

Para provar a implicacao reversa, suponhamos que G* seja 2-conexo hipo-emparelhdvel.
Claramente, a inequagio z(A(S)) < (|S| —1)/2 é vélida para Ppy,(G). Seja Fs a face definida
por essa inequacao.

Seja 'z < o uma inequagao que define uma faceta de Pgp,(G), e suponha que
FsCF,:={zeR|a"z=a}.

Fato 1. Se e ¢ A(S) entdo a, = 0.



3.2. POLIEDRO DOS EMPARELHAMENTOS 81

De fato, como a aresta e tem no méximo um dos seus extremos em S, e G é hipo-
emparelhdvel, existe um emparelhamento E de G tal que F' := E'U(e) é um emparelhamento.
Tanto x¥ quanto x¥ pertencem a Fg, e portanto, pertencem a F,. Logo, a'x¥ = a'x¥ = «,
ou seja,

0=a"x—a"x¥ =a..

Fato 2. Se e, f € A(S), entdo a. = ay.

Vamos supor que e e f sao adjacentes a um vértice comum v. Considere o grafo G* obtido
de G subdividindo v em dois vértices v, e vy, onde v, é incidente a todas as arestas h que
eram adjacentes a v e para as quais a, = a.; e vy ¢ incidente a todas as demais arestas
originalmente incidentes a v. Pode-se provar (exercicio), usando o Teorema de Tutte, que G*
tem um emparelhamento perfeito. Seja E* um tal emparelhamento perfeito e sejam €' e f’ as
duas arestas de E* incidentes a v, e vy, respectivamente. Claramente, E — e’ e E — f sdo
emparelhamentos perfeitos em G — v, e portanto, seus vetores de incidéncia pertencem a Fg,
e portanto a Fj,. Neste caso, a. = ay, pois

0= aT(XE—e’) N aT(XE—f') = a, — ay.

Tendo mostrado que quaisquer duas arestas e, f em A(S) incidentes a um mesmo vétice sdo
tais que a, = ay, segue que todas as arestas e em A(S) tém o mesmo coeficiente a, := 7. Logo,
como Fg C F,, segue que z(A(S)) = yz(A), e portanto, (|S| —1)/2 = ya. Ou seja, Fs = F,.
Logo, Fs é uma faceta de Pgy,(G), e a prova do teorema estd completa. O

A demonstragao da segunda implicacdo mencionada na prova acima é basicamente a que
consta em Lovdsz e Plummer [82].

Exercicio 3.2.6 Para provar que a inequacdo (A(S)) < (|S|—1)/2, |S| > 3 e impar, define
uma faceta de Py, (G) se o grafo induzido por S € 2-conexo hipo-emparelhdvel, exiba |A| vetores
afim-independentes que satisfazem essa inequag¢do. Sugestao: usar o Teorema da decomposicao
auricular de grafos 2-conexos hipo-emparelhaveis (veja Lovasz e Plummer [82]).

Exercicio 3.2.7 Prove que o grafo G* mencionado na prova do Teorema 3.2.5 tem um empa-
relhamento perfeito (sob a hipdtese de que o grafo Gt é hipo-emparelhdvel).

Voltando a discussao anterior a prova do Teorema 3.2.2, quando observamos que nao é
verdade que Pgp,(G) = Pi(G) para todo grafo G, uma pergunta natural que surge é a seguinte:
Existem classes de grafo para as quais essa igualdade é sempre valida?

A resposta é que os grafos bipartidos constituem uma tal classe. Mais precisamente, podemos
afirmar que

Ppmp(G) = Pi(G) <= G é bipartido.
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O lado mais interessante dessa afirmacdo é o seguinte teorema, cuja autoria é geralmente
atribuida a Birkhoff [10] e von Neumann [87]. A prova que faremos nao é a que foi apresentada
por esses autores. Uma outra prova alternativa, muito interessante, pode ser encontrada em [39].

Teorema 3.2.8 Seja G = (V, A) um grafo bipartido. Entdo

Pip(G) = Pi(G) == {z € R* | 2, > 0, para todo a € A, z(5(v)) < 1, para todo v € V}.

Prova. Considere o sistema Cz < d correspondente ao conjunto de inequagoes z(6(v)) <1
(para todo v € V') que ocorre na descrigdo de P;(G). Note que, C' é precisamente a matriz de
incidéncia de G. Como G é bipartido, C' é totalmente unimodular (segue do Teorema 2.1.8), e
portanto o poliedro P;(G) é inteiro (pelo Corolério 2.1.6). 0

Um resultado min-max interessante que segue deste teorema, usando dualidade em progra-
macao linear, é o conhecido Teorema de Konig:

Num grafo bipartido a cardinalidade de um emparelhamento mdximo é igual ao
niimero minimo de vértices que cobre todas as arestas do grafo.

Um resultado min-max de mesma natureza pode ser provado com relacao a cardinalidade de
uma cobertura minima de arestas e a cardinalidade de um conjunto estavel maximo de um
grafo bipartido (veja o préximo exercicio).

Exercicio 3.2.9 Um subconjunto de arestas F' de um grafo é uma cobertura de arestas se
todo vértice do grafo é extremo de alguma aresta em F. Um conjunto estavel é um conjunto
de vértices, dois a dois ndo-adjacentes. Considere o poliedro definido como o fecho convexo dos
vetores de incidéncia dos conjuntos estdveis de um grafo. Encontre uma descricdo completa
desse poliedro no caso em que o grafo é bipartido. Usando dualidade em programacao linear,
prove que: Se G € um grafo bipartido sem vértices isolados, entao a cardinalidade de uma
cobertura minima de arestas € igual & cardinalidade de um conjunto estdvel mdzimo. (Veja
Nemhauser e Trotter [86].)

Exercicio 3.2.10 Prove que os vértices do poliedro P,(G), conhecido como o poliedro fraci-
onario dos emparelhamentos, sd tem componentes em {0,1/2,1}. (Veja Balinski [5].)

O Teorema 3.2.2 é equivalente ao seguinte teorema a respeito do sistema de inequacgoes que
descreve o poliedro dos emparelhamentos perfeitos de um grafo G = (V, A), com |V| par. Esse
poliedro é assim definido.

Ppers(G) := conv{x” € R* | E é um emparelhamento perfeito em G}.
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Teorema 3.2.11 O poliedro Pp.,;(G) € descrito pelo sequinte sistema:

(1) 24> 0, paratodo a € A;
(2) z(6(v)) =1, para todo v eV,

(3) z(6(W)) > 1, para todo W CV, W impar. 0

A prova do teorema acima a partir do Teorema 3.2.2 é imediata. Ja a prova do Teorema
3.2.2 a partir do teorema acima néo é tao simples. Essa prova pode ser encontrada em [99, 97]
Ela mostra como o problema do emparelhamento (geral) pode ser reduzido ao problema de
encontrar um emparelhamento perfeito. Assim, o problema geral pode ser resolvido através do
poliedro dos emparelhamentos perfeitos.

Em 1985, Grotschel e Holland [48] implementaram um algoritmo baseado em planos-de-corte
faciais para o problema do emparelhamento perfeito e compararam os resultados computacionais
dessa implementacao com os da implementacao de um algoritmo combinatério. E interessante
notar que os tempos de processamento sdo competitivos para instancias com pelo menos 300
vértices.

Considere o problema da separacao relativo ao poliedro Ppe;:

Dado um vetor y € R*, decidir se y satisfaz (1), (2) e (3). Se nao for este o caso,
encontrar uma inequagao violada por y.

E ficil testar se y satisfaz (1) e (2). Vamos entdo assumir que y satisfaz (1) e (2) e vejamos
como testar se y satisfaz (3). Para isso, considere y = (¥¢)eca como sendo um vetor de custos
associados as arestas de G. Assim, o problema consiste em testar se G tem um corte §(1W') com
|W| impar, cujo custo y(6(W)) é menor que 1.

Um corte §(W) com W impar é chamado corte impar. O problema que queremos resolver
entao é o de encontrar um corte impar de custo minimo num grafo com custos nao-negativos
associados as suas arestas. Em 1982, Padberg e Rao [90] desenvolveram um algoritmo po-
linomial que resolve este problema. Na verdade, esses autores desenvolveram um algoritmo
polinomial para um problema mais geral, chamado problema do T-corte de capacidade minima
(veja abaixo). Sendo T C V, |T'| par, um T-corte é um corte 6(W) tal que |T'NW| é impar.

Dado um grafo G = (V, A) com capacidades c: A — Ry, T CV, |T| par, encontrar
um T'-corte de capacidade minima.

Antes de finalizar esta secao, vamos mostrar que o problema da separacao para os inequacoes
blossom pode ser reduzido ao problema do corte de capacidade minima. Para isso, vamos
novamente listar as restri¢oes que definem Pgy,, (G).

(1) z. >0, para todo e € A.
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(2) z(6(v)) <1, para todov € V.
(3) z(A(S)) < (|S]—1)/2, para todo S CV, |S| > 3 e impar.

O problema da separacao das inequagoes blossom que queremos resolver é o seguinte:

Dado ' satisfazendo (1) e (2), ' néo inteiro, encontrar um subconjunto S C V', |S)|
fmpar, tal que z'(A(S)) > (|S| —1)/2, ou provar que tal S nao existe.

Primeiramente, vamos reescrever (3) de outra forma. Seja s = (s, : v € V) o vetor das varidveis
de folga das restrigoes (2). Ou seja,

z(6(v)) + s, =1, para todowv € V.

Somando essas equagoes para todo v € S, obtemos

2z(A(S)) + z(8(S)) + s(S) = |S|.

Obtendo z(A(S)) da equacdo acima e substituindo-a na restrigdo (3), temos que

2(8(S)) + s(S) > 1.

Assim, dado 2’ (do problema da separacdo), se definirmos s’ = (s, : v € V), onde s, =
1 —2'(6(v)), temos que

Z(A(S)) > (IS = 1)/2 <= 2'(5(S)) + 5'(S) < 1.

Para verificarmos a desigualdade direita acima, procedemos da seguinte forma. Cons-
truimos, a partir do grafo original G, um grafo G* = (V* A*), com V* = V U {w*} e
A* = AU {vw* | v € V}. Definimos em G* capacidades z/ para as arestas e € A, e ca-
pacidades s, para cada aresta vw* € A*\ A. Dessa forma, basta agora encontrar em G* um
corte impar de capacidade minima. Se tal corte em G*, digamos §(W), onde w* ¢ W, tem
capacidade menor do que 1, entdo W é um subconjunto de V' tal que z'(A(W)) > ([W]—1)/2.
Caso contrario, z' satisfaz todas as inequagoes blossom.

3.3 Poliedro dos Caminhos e Poliedro dos Cortes

O Problema do Caminho Minimo é o seguinte:

Dado um grafo orientado D = (V, A), dois vértices distintos s, t em V, uma fun¢ao
custo ¢ : A — R definida nos arcos de D, encontrar em D um caminho de s at que
seja de custo minimo.
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Considere o seguinte politopo, associado ao problema acima.

Peam(D) := conv{x" € R* | P é um (s, t)-caminho em D}.

E interessante notar que nao se conhece uma descri¢do linear de Py, (D). Ademais, é
pouco provéavel (de acordo com Karp e Papadimitriou [72] que uma tal descri¢do completa e
tratdvel exista, pois o problema do caminho minimo (com custos quaisquer) é N'P-dificil. No
caso especial em que os custos sao ndo-negativos (ou mais geralmente, se D ndo contém nenhum
circuito de custo negativo), sabe-se que o problema pode ser resolvido em tempo polinomial
(veja [95]). Para estudar este caso, vamos considerar o seguinte politopo.

Ptams (D) := conv{x? € R* | P contém um (s, t)-caminho em D}.

Note que se os custos sao nao-negativos, entao o problema do caminho minimo é equivalente
ao problema min{c'z | * € Pguny(D)}. No préximo teorema damos uma descrigio desse
poliedro. Deixamos a cargo do leitor provar esse resultado usando técnica andloga a apresentada
na descricao do poliedro dos emparelhamentos.

Teorema 3.3.1 Seja D = (V, A) um grafo orientado e s, t vértices distintos de V. Entdo o
politopo Peymy (D) € descrito pelo sequinte sistema de inequagdes.

0<z, <1, para todo a € A;
(6T (W) > 1, para todo W CV, comse W e t¢ W.

Um outro poliedro relacionado com Pgyyp, (D) € o poliedro Py, (D) + Rﬁ, chamado o do-
minante de Pg,, (D). Note que, para resolver o problema do caminho de custo minimo, no
caso em que os custos sao nao-negativos, pode-se considerar esse poliedro. Ao leitor interessado
em resultados a respeito de dominantes de poliedros, e problemas em aberto relativos a domi-
nantes de poliedros associados a problemas de caminhos e circuitos com restricao de paridade,
sugerimos consultar [53].

Lembramos que, num grafo orientado D = (V; A), um conjunto da forma 6% (W) é chamado
um corte. No caso particular em que s € W e t ¢ W, é chamado um (s, t)-corte.

Note que, no problema de minimizagao sobre o politopo Pggm+ (D), 0 problema da separagao
para a classe das inequacoOes definidas pelos (s,t)-cortes (supondo que as restrigdes de nao-
negatividade estejam satisfeitas), pode ser reduzido ao seguinte problema, conhecido como o
problema do (s,t)-corte de capacidade minima:

Dado um grafo orientado D = (V, A), dois vértices distintos s, t em V, uma fun¢ao
capacidade ¢ : A — R, , encontrar em D um (s, t)-corte de capacidade minima.



86 CAPITULO 3. POLIEDROS DE PROBLEMAS DE O.C.

O problema acima é por si s6 um problema interessante, mas tem também diversas aplicacoes,
ocorrendo como subproblema de outros. Sabemos que este problema pode ser resolvido em
tempo polinomial, usando o conhecido algoritmo de Dijkstra (veja [95]).

Dessa forma, podemos concluir (usando o fato de que problemas de otimizagio e separagio
sdo equivalentes), que o problema do caminho minimo, no caso de custos ndo-negativos, pode
ser resolvido em tempo polinomial. Note que estamos nos referindo aqui a existéncia de um
algoritmo polinomial baseado nesses resultados poliédricos (e ndo aos algoritmos combinatérios
que sabemos existir).

Vamos considerar agora, o seguinte poliedro associado ao problema do (s, t)-corte minimo.

Piors (D) := conv{x" € R* | F contém um (s, t)-corte em D}.

Deixamos a cargo do leitor fazer uma prova direta do seguinte resultado a respeito da
descricao desse politopo.

Teorema 3.3.2 Seja D = (V, A) um grafo orientado e s,t vértices distintos de V. Entdo o
politopo Pcyr1 (D) € descrito pelo sequinte sistema de inequagoes:

0 <z, <1, para todo a € A;
xz(P) > 1, para todo (s,t)-caminho P em D.

]

Em vista do que foi dito acima, usando os mesmos argumentos, podemos concluir que o
problema de minimizacdo sobre o poliedro Pg,,, pode ser resolvido em tempo polinomial. Com
isso, segue que o problema do (s, t)-corte minimo, com capacidades ndo-negativas, também pode
ser resolvido em tempo polinomial.

Vamos agora mencionar outros problemas de fluxo, relacionados com os problemas acima
considerados.

Um dos problemas mais fundamentais na teoria de fluxos em redes é o seguinte problema,
conhecido como o Problema do Fluzo Mdzimo.

Dado um grafo orientado D = (V, A), dois vértices distintos s, t em V, uma fungao
capacidade ¢ : A — R, , encontrar em D um (s, ?)-fluxo de valor méximo.

Nao definimos o conceito de fluxo, e para fazé-lo, vamos escrever a formulacao matematica
deste problema:

max z(07(s)) — z(07(s))

(D) z(6T(v)) = (6 (v), para todov € V '\ {s,t},
0<z,<e¢,, paratodoa € A
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Um vetor # € R* que satisfaz as restricoes acima é chamado um (s, t)-fluxo, ou simplesmente
um fluxo. O seu valor é z(67(s)) — (6 (s))-

Em 1957 Ford e Fulkerson [34, 35] desenvolveram um algoritmo polinomial para este pro-
blema. Sabe-se que se as capacidades ¢, sao inteiras, entao esse algoritmo encontra um fluxo
maximo inteiro. Mais precisamente, se adicionarmos a restri¢ao de integralidade

co €7 paratodoa € A,

O algoritmo de Ford e Fulkerson resolve o problema de programagcao linear inteira que resulta.
O mais interessante é que, mesmo sem adicionarmos tais restrigoes, ao resolver o PL acima, com
capacidades inteiras, obtemos uma solu¢ao étima inteira. Ou seja, as restri¢oes de integralidade
sao supérfluas. De fato, Ford e Fulkerson provaram que o poliedro definido pelo sistema acima é
inteiro, quando as capacidades sao inteiras. Este resultado pode ser provado usando o Teorema
de Hoffman e Kruskal, juntamente com o fato de que a matriz de restricoes é totalmente
unimodular (veja Capitulo 2).

Considerando-se o dual do PL acima, obtemos um PL, cuja interpretacao é precisamente o
problema do (s,t)-corte de capacidade minima. N&o vamos mostrar isso aqui, mas sugerimos
que o leitor consulte [53] ou [79]. Assim, usando o teorema da dualidade em programagao
linear, obtemos o seguinte resultado min-max.

Teorema 3.3.3 (Teorema do fluxo miximo—corte minimo) Seja D = (V, A) um grafo
orientado, s, t dois vértices distintos em V e c : A — Ry uma funcdo capacidade. Entdo, o
valor mdzimo de um (s,t)-fluzo € igual & capacidade minima de um (s,t)-corte. 0

Vale observar que, os algoritmos que encontram um fluxo méaximo, fornecem, como sub-
produto, um corte de capacidade minima. Dessa forma, temos algoritmos polinomiais para
esse ultimo problema. Analogamente ao problema do fluxo méximo, no caso do PL para o
problema do corte, o poliedro correspondente é inteiro. Portanto, aqui também, as restricoes
de integralidade podem ser omitidas.

Consideremos agora, um caso especial do problema do fluxo méximo, onde ¢, € Z, para todo
arco a € A. Neste caso, se z é um (s, t)-fluxo inteiro de valor &, entdo existem (s,?)-caminhos
P, P, ..., P, em D, tais que, para cada arco a, o nimero desses caminhos aos quais esse arco
pertence é no maximo ¢, (deixamos essa prova a cargo do leitor). Com isso, podemos concluir
o seguinte resultado.

Teorema 3.3.4 Seja D = (V,A) um grafo orientado, s, t dois vértices distintos de D, e
c: A— Z, uma funcdo capacidade. Entio, a capacidade minima de um (s,t)-corte € igual ao
ndmero mdzimo de (s,t)-caminhos, tais que, cada arco a estd contido em no mdzrimo c, desses
caminhos. 0
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A partir do teorema acima podemos concluir que o sistema

xq > 0, para todo a € A;
z(P) > 1, para todo (s,t)-caminho P em D.

é TDI, e portanto, o poliedro descrito por essas inequagoes é inteiro. O sistema acima descreve
precisamente o dominante do poliedro Pg,,(D), definido como Pg,,.(D) + ]Rj‘:.

No caso especial em que as capacidades sao todas iguais a 1, o teorema acima nos fornece
um outro resultado min-max classico.

Teorema 3.3.5 (Teorema de Menger) Seja D = (V, A) um grafo orientado, s, t dois vérti-
ces distintos de D. Entdo, a minima cardinalidade de um (s,t)-corte € igual ao nimero mdzimo
de (s,t)-caminhos dois a dois disjuntos nos arcos. 0

Tanto o problema do caminho minimo quanto o problema do corte minimo tém as suas
versoes correspondentes para o caso de grafos (nao orientados). Variantes desses problemas,
sem fixar pares de vértices, bem como o caso de cortes maximos, também foram amplamente
estudados. Consideracoes a respeito de todos esses problemas, com uma farta indicagao de
referéncias podem ser encontradas em [53].

O tipo de relagdo que existe entre os problemas do (s, t)-caminho minimo e o problema do
(s,t)-corte minimo também ocorre com outros pares de problemas. Os poliedros Pggn, (D) +
]R;‘E e Pcor(D) + Rﬁ formam o que se chama um “par de poliedros bloqueadores”. Trata-
se de uma relagdo de polaridade, introduzida por Fulkerson [37] na década de 70, quando
desenvolveu a teoria de poliedros bloqueadores e anti-bloqueadores. As relacées bloqueadoras e
anti-bloqueadoras tém aplicagoes interessantes em combinatoria poliédrica, permitindo derivar
certas relagoes min-max a partir de outras. Sugerimos que o leitor interessado nesse tépico
consulte [99].

3.4 Poliedro de um Matroide

O conceito de matréide foi introduzido por Whitney [104] e Van der Waerden [103] como
abstracao combinatéria do conceito de dependéncia linear em espacos vetoriais e de certas
propriedades de grafos. Matréides ocupam um lugar de destaque em otimizacao combinatoria
pelo seu papel unificador, que permite enquadrar sob a mesma Otica varios problemas dessa
area.

Um matréide é um par (E,Z), onde E é um conjunto finito e Z é uma colegao de subcon-
juntos de F satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) 0eT;
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(ii) se A€ ZTe B C A, entdo B € T;
(iii) se A,B € T e|A|> |B|, entdo existe e € A\ B tal que BU {e} € T.

Os elementos em Z sao chamados conjuntos independentes do matréide. Pela pro-
priedade (iii), para todo A C FE, os conjuntos independentes maximais de A tém a mesma
cardinalidade. Os conjuntos independentes maximais de A sao chamados bases de A, e a sua
cardinalidade é o posto de A, denotado por r(A). Note que, A € T se e s6 se r(A4) = |Al;
assim, um matréide fica univocamente determinado pela sua fungao posto (definido para todo
subconjunto de E). Vejamos dois exemplos de matréides.

Matréides Graficos. Considere E o conjunto das arestas de um grafo G' e Z a colegao de
todas as florestas de G.

Matréides Lineares. Considere £ um conjunto finito de vetores em um espaco linear, e Z a
colecao de subconjuntos de E que sao linearmente independentes.

Considere o seguinte problema de otimizagao:

Dado um matrédide M = (E,Z) e uma funcédo custo ¢ : E — Ry, encontrar um
conjunto independente de custo maximo.

Um resultado basico em otimizacao combinatéria é o fato de que esse problema pode ser resol-
vido em tempo polinomial pelo seguinte método, conhecido como algoritmo greedy:

(a) Faga S := {e;} onde e; é um elemento em E tal que {e} € T e c(e;) é maximal;

(b) Supondo que S := {e1, es, ..., e} foi escolhido, escolha e, 1 em E\ S tal que SU{ex 1} €
7 e c(egs1) seja maximal.

(c¢) Repita o passo (b) até que ndo exista nenhum tal elemento ey ;.

Deixamos a cargo do leitor verificar que o método acima realmente determina um conjunto
independente de custo maximo (veja [27]). Mais interessante do que essa afirmacao, é o fato
de que os matrdides sdo precisamente as estruturas (E,Z) que satisfazem as propriedades (i) e
(i) para as quais o algoritmo greedy encontra um conjunto independente de custo maximo em
T para qualquer funcao custo c: £ — R,.

Em vista do que foi dito, o problema acima pode ser considerado bem resolvido, e de
certa forma, parece dispensar outras consideracées. Vejamos, no entanto, o que podemos obter
estudando esse problema sob o enfoque poliédrico.

Seja M = (E,Z) um matréide, e seja Pyq (M) o poliedro associado a M, definido como
Pyat(M) == conv{x* € R¥ | A € T}.
O seguinte teorema foi provado em 1970 por Edmonds [26]. A prova desse teorema é

devida a Grotschel, e segue basicamente as idéias apresentadas na prova do Teorema 3.2.2 que
observamos ser devida a Lovdsz [81].
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Teorema 3.4.1 Seja M = (E,T) um matrdide. Entao

Pyos(M) = {x € R¥ | z(A) < r(A) para todo AC E, x.>0 para todoe € E }.

Prova. Podemos assumir que {e} € Z, para todo e € E. Logo, todos os vetores unitarios
pertencem a Pj,,. Esses vetores juntamente com o vetor zero formam um conjunto de |E| + 1
vetores afim-independentes. Portanto, Py, tem dimensao plena.

Seja o'z < o uma inequacio que define uma faceta dePyy, €

F,={z€RF |a"z =a}.

Vamos chamar de F,-independente um conjunto em Z cujo vetor de incidéncia pertence a Fj,

Caso 1. Suponha que exista e € F tal que a, < 0.

Neste caso, todo conjunto F,-independente satisfaz x. = 0. De fato, se existisse um conjunto
F,-independente S tal que e € S, entdio, S" := S\ {e} seria um conjunto em Z tal que o' x% > a,
contrariando a validade de o'z < «.

Caso 2. Suponha que a, > 0 para todo e € F.

Seja A := {e € E | a, > 0}. Entao, para todo conjunto Fj-independente S temos que
ISN Al = r(A). De fato, se |SN A| < r(A), entdo pela propriedade (ii) segue que existe
e € A\ S tal que S’ := SU {e} € Z. Neste caso, como a, > 0, temos que ax® > «, uma
contradigdo. Portanto, todo conjunto F,-independente satisfaz a equacao z(A) = r(A), ou seja,
F,C{z eRF z(A)=r(A)}.

Pelo que concluimos nos casos 1 e 2, temos que toda faceta de Py é de um dos tipos
mencionados na descri¢do desse poliedro. Logo, essa descri¢ao é completa. d

Veremos a seguir, quais sdo os conjuntos A para os quais a inequagdo z(A) < r(A) induz
uma faceta de Py (M). Para isso, vejamos duas definicoes.

Um conjunto A C FE ¢é dito fechado se (AU {e}) > r(A) para todo e € E'\ A, ou seja, A
¢ maximal para o seu posto. Dizemos que A é nao-separavel se, sempre que S C A satisfaz
r(S)+r(A\S) =r(A), temos que S =0 ou S = A.

Teorema 3.4.2 Seja M = (E,Z) um matrdide. Entao, a inequacio z(A) < r(A), A C E,
define uma faceta de Py (M) se e sé se A é fechado e ndo-separdvel.

Prova. Considere A C E. Se A nao é fechado, entao existe e € F'\ A tal que r(AU{e}) = r(A).
Neste caso,

2(A)+z. =x(AU{e}) <r(AU{e}) =r(A).
Ou seja, a inequagdo z(A) < r(A) pode ser obtida como combinagdo linear de inequagoes
validas para Py, (M), e portanto, ndo define uma faceta.
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Suponha agora que A tenha um subconjunto préprio S, ndo-vazio, tal que r(S)+7r(A\S) =
r(A). Entao,
z(A) =x(S) +z2(A\S) <r(S)+r(A\S) =r(A),
e portanto, x(A) < r(A) nao define uma faceta de Py (M).

Com isso, provamos que se x(A4) < r(A) define uma faceta, entdo A é fechado e nao-
separavel. Vejamos agora a reciproca dessa afirmacao.

Suponha que A seja fechado e nao-separavel. Seja a'z < o uma inequacao que define uma
faceta de Py (M), e tal que

Fy={z R |2(A)=r(A)} C{zeR* |a"v=a} = F,.

Vamos mostrar que
(a) ae=a; paratodoe,f € A;
(b) ae=0 paratodoe€ E\ A.
Suponha que (a) ndo ocorra e considere os conjuntos
Ay :={e € A| a. tem o menor valor sobre todos os elementos de A} e
Ay = A\ Ay

Seja I, uma base de Ay e I uma base de A que é uma extensao de Ir. Seja I} := I'\I,. Como A é
ndo-separavel, entdo |I;| < r(A1). Logo, existe e € Ay \ I; tal que I; U{e} € Z. Portanto, existe

fel,tal que J:=Tu{e}\{f} €Z. Neste caso, x' e x/ pertencem a Fy C F,, e portanto,

a'x" =a'x’. Por outro lado, como a, < af, temos que a'x’ > a'x’, uma contradigao.

Para provar (b), considere e € E \ A e uma base I de A. Como x' € Fj, temos que
a'x! = a. Por outro lado, como A é fechado, J := I U {e} € T e portanto a'x’ = «, donde
segue que a, = 0.

Tendo provado (a) e (b), podemos concluir que F4 é uma faceta, o que completa a prova
do teorema. 0

Aplicando o resultado anterior para matréides graficos, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.4.3 Seja G = (V, A) um grafo e Pr,(G) o poliedro das florestas de G, ou seja,
Ppio(G) := conv{x" | F é uma floresta de G}.
Entdo, Pr,(G) € descrito pelo sequinte sistemas:

(a) x>0, para todoe € A,

(b) z(A(S)) < |S|—1, para todo S CV tal que G[S] é nao-separdvel.
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O

Note que obtivemos uma caracteriza¢do completa do poliedro Py (M), sobre o qual sabe-
mos que o problema max{c'z | = € Pyq (M)} pode ser resolvido em tempo polinomial.

Lembrando da equivaléncia entre problemas de otimizagao e separagao (veja Capitulo 2),
podemos concluir que o problema da separacao relativo as inequacgoes z(A4) < r(A), para todo
A C FE pode ser resolvido em tempo polinomial. A existéncia de um tal algoritmo (via a
equivaléncia acima citada), é um fato mais de interesse teérico do que prético. Um algoritmo
combinatério que resolve esse problema, baseado em técnicas de caminhos aumentadores, foi
obtido em 1984 por Cunningham [20].

No caso particular do matréide grafico, isto é, do poliedro das florestas de um grafo GG, um
algoritmo combinatoério para o problema da separacao correspondente, foi obtido em 1984 por
Padberg e Wolsey [93].

Vamos a seguir, considerar interseccoes de matréides. Com isso, teremos uma linguagem
padrao na qual varios problemas interessantes de otimizacao combinatoria podem ser formula-
dos.

Sejam M; = (E,Z;) e My = (F,T,) dois matréides definidos sobre o mesmo conjunto E. A
intersecgao desses dois matréides é o par M; N My = (E,Z; N I5). Em geral, essa intersec¢io
nao é um matroide, mas duas propriedades interessantes continuam valendo. Primeiro, o fato
de que o problema de encontrar um conjunto independente de custo méaximo em Z; N Z, é
polinomial; segundo, o fato de que o poliedro associado a M; N My tem uma descricdo linear
completa. O poliedro a que estamos nos referindo é o seguinte:

Py (M, My) == conv{x' | I € T, N T,}.

O teorema enunciado abaixo foi provado por Edmonds [26]. O leitor pode consultar [53],
para uma prova desse resultado.

Teorema 3.4.4 Sejam M, e M, dois matréides definidos sobre um mesmo conjunto E, e sejam
r1 € To as respectivas funcoes posto. Entdo

Py (M, M3) = Ppay(M1) N Paygr (Ma),
ou seja, Py (My, My) € descrito pelo sequinte sistema:
(a) ze > 0, para todoe € E,

(b) z(A) < min{ry(A),r2(A)}, para todo A C E. 0

A seguinte férmula interessante pode ser deduzida do teorema acima.

Teorema 3.4.5 Sejam M, e My dois matroides definidos sobre um mesmo conjunto E, e sejam
r1 € To as respectivas funcoes posto. Entdo

max{|/| | I € T NIy} = min{ri(A) +ro(E\ A) | AC E}.
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Como ja mencionamos, alguns problemas combinatérios podem ser formulados como pro-
blemas de interseccao de dois matréides. Eo caso, por exemplo, das r-arborescéncias de um
grafo orientado, que pode ser expresso como a interseccao de um matréide grafico e um ma-
tréide de partigdo (o leitor pode encontrar as defini¢bes desses conceitos em [53]). S6 para
encerrar, mencionamos que, fazendo uso desse fato e dos teoremas acima, podemos obter uma
descricao completa do poliedro definido como o fecho convexo dos vetores de incidéncia das
r-arborescéncias de um grafo orientado. Ademais, sabemos que é possivel otimizar sobre esse
poliedro em tempo polinomial, e que é conhecido um algoritmo polinomial combinatério para
o problema da separacao relativo a esse poliedro.

Lembramos também que, algoritmos polinomiais para achar um conjunto independente
de custo maximo, comum a dois matréides, foram obtidos por Edmonds [28], Frank [36] e
Lawler [78].

3.5 Poliedro do Problema do Caixeiro Viajante

O Problema do Caizeiro Viajante (PCV) pode ser definido da seguinte forma:

Dado um grafo G = (V, A) e uma funcao custo ¢ : A — R, encontrar um circuito
hamiltoniano de custo minimo.

O problema acima é geralmente referido como o PCV simétrico, O problema correspondente,
para o caso em que GG é um grafo orientado, é chamado PCV assimétrico. Nesta se¢cao vamos
sO considerar o caso simétrico, que serd simplesmente referido como PCV. Sabe-se que ambos
os problemas sao N P-dificeis.

O primeiro uso do termo “Problema do Caixeiro Viajante” em circulos matemaéaticos parece
ter ocorrido no inicio da década de 30, embora nao seja muito claro quem foi que realmente
introduziu o nome [80].

Apesar de sua aparente simplicidade, pelo menos para ser definido, o PCV tem resistido a
todos os esforcos no sentido de se encontrar “bons” algoritmos exatos ou mesmo algoritmos de
aproximagao com boas garantias de desempenho. Talvez exatamente por essa caracteristica
(facil de ser formulado, mas dificil de ser resolvido), este problema tem merecido bastan-
te atencao por parte dos pesquisadores, o que explica a vasta literatura a seu respeito. Ha
também outras razoes, de ordem mais pratica, que justificam tamanho interesse por esse pro-
blema, e também a sua importancia. O fato é que muitos problemas reais relevantes podem
ser formulados como instancias do PCV: problemas de roteamento de veiculos, problemas de
seqiienciamento de tarefas, problemas de cortes de papel, projetos de computer wiring, etc.

Vérias heuristicas tém sido propostas para o PCV, conforme pode ser comprovado no livro
“The Traveling Salesman Problem: a Guided Tour of Combinatorial Optimization” [80], editado
em 1985. Dentre essas, a abordagem poliédrica, que pode ser usada no tratamento de uma classe
bem grande de problemas de otimizacao combinatéria, tem sido usada com sucesso na resolucao
de instancias reais do PCV, gerando solugoes exatas para instancias relativamente grandes. E
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interessante observar que o primeiro problema onde esta abordagem foi utilizada foi exatamente
o PCV [22].

Para estudar o PCV sob o ponto de vista poliédrico, vamos considerar o caso em que
o grafo G é completo, e associar a este problema um poliedro (mondtono) definido como o
fecho convexo dos vetores de incidéncia dos conjuntos que sao estendiveis a solucoes viaveis do
problema. Mais precisamente, denotando por K, = (V;,, A,,) o grafo completo com n vértices,
e por 7" o conjunto dos subconjuntos de arcos que ou sao um circuito hamiltoniano ou sao
estendiveis a um circuito hamiltoniano em K, ou seja,

T"={T C A, : existe um circuito hamiltoniano C' em K,, com T' C C'},
definimos tal politopo como sendo

n
PHam

=conv{x” €eR*™ : T € T"}.

A razao de se considerar o politopo acima, em vez do politopo definido como o fecho convexo
dos vetores de incidéncia dos circuitos hamiltonianos de G, é que dessa forma, obtemos um
politopo de dimensdo plena, tecnicamente, mais ficil de ser tratado (devido a unicidade da
descrigao de suas facetas). Note que ndo héd perda de generalidade em supor que G ¢é completo.

Lema 3.5.1 dim(Pj,,,) = |A.| =n(n —1)/2, paran > 3.

Prova. Segue imediatamente do fato de que o vetor zero e os vetores unitarios, que sao afim-
independentes, pertencem a Py, .. d

Teorema 3.5.2 Para toda aresta e em K,, n > 3, a inequagdo x. > 0 define uma faceta de
P}}am'

Prova. Basta notar que, para toda aresta e € A,,, os vetores de incidéncia do conjunto vazio e
dos conjuntos {f}, onde f € A, \ {e}, sdo afim-independentes, pertencem a Py, ., e satisfazem

a inequacao z. = 0. O

Teorema 3.5.3 Para toda aresta e em K,, n > 3, a inequacdo x. < 1 define uma faceta de
Plgam'

Prova. Considere os |A4,| conjuntos {e} e {e, f}, onde f € A, \ {e}. Claramente, os vetores
de incidéncia desses conjuntos sao linearmente independentes e satisfazem a inequacao z, < 1
com igualdade. Como a face definida por essa inequagao é uma face prépria de Pp,,,, segue

que ela é uma faceta. 0

A prova do seguinte resultado é bem simples e serd deixada como exercicio. Ela pode ser
feita usando a técnica apresentada na prova do Teorema 3.5.5.
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Teorema 3.5.4 Para todo vérticev em K,, n > 4, a inequacdo x(6(v)) < 2 define uma faceta
de Py - O

Note que se S C V' é um conjunto de vértices com 2 < |S| < n—1, entdo o conjunto das ares-
tas A,(S) (arestas de K,, com ambos os extremos em S) intersecta cada circuito hamiltoniano
em no maximo |S| — 1 arestas. Logo, o sistema de inequagdes

z(A,(59)) <|S| -1, paratodo SCV, 2<[S[<n-1,

é satisfeito por todos os vetores em P, .

As inequagoes acima sao conhecidas como restrigoes de eliminagao de subcircuitos
(subtour elimination constraints). Elas foram introduzidas por Dantzig, Fulkerson e Johnson
[54]. A prova de que elas definem facetas (tanto do poliedro que estamos considerando, quanto
do poliedro definido como o fecho convexo dos vetores de incidéncia dos circuitos hamiltonianos
de K,,) foi apresentada por Grétschel e Padberg [57].

Teorema 3.5.5 Para todo n > 4, a inequacao

2(A4,(S)) <|S| =1, para todo SCV, 2<|S|<n-1

define uma faceta de Py,

Prova. Seja S CV, 3 < |S| < n—1. Note que se |S| =2, o resultado segue do Teorema 3.5.3.
Seja a'x < a uma inequagao que define uma faceta de P% = e suponha que

Fs:={r e R*™ |2(4,(S)) =|S| -1} C F,:={z € R* |a'z = a}.
Vamos mostrar que a inequacdo a'z < o é um miiltiplo escalar da inequacio z(4,(S)) <
|S| —1.

Seja C' um circuito hamiltoniano em K,[S]. Para cada aresta e em C, defina T, := C —e.
Claramente, xI € Fg C F,. Logo, a. := y¢ para cada aresta e em C. Como isso vale para todo
circuito hamiltoniano em K, [S], segue imediatamente que,

a. =7 para toda aresta e € A,(S). (1)

Para toda aresta f € A, \ A4,(5), existe um caminho hamiltoniano 7" em K,[S] tal que
o grafo gerado por T'U {f} ndo tem vértices de grau 3. Entao, o vetor de incidéncia de tal
conjunto estd em Fg C F,, e portanto,

af =0 para toda aresta f € A, \ A4,(95). (2)

Como Fs C F,, de (1) e (2) segue o resultado que queriamos provar. 0
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Cabe aqui ressaltar que o problema da separacdo relativo as restricoes de eliminacao de
subcircuitos pode ser resolvido em tempo polinomial (veja Crowder e Padberg [18]).

Diversas outras classes de facetas do poliedro P, foram descobertas (veja [3] para uma
resenha a respeito). Nao se conhecem, porém, algoritmos polinomiais para os correspondentes
problemas de separacao. Consideracoes a respeito da qualidade das diversas classes de facetas
de Pj,.., podem ser encontradas em Goemans [41].

Nesta segao focalizamos apenas o caso do PCV simétrico. Resultados andlogos foram obti-
dos para o caso assimétrico. Para esse caso, algumas classes de inequagoes que definem facetas,
um tanto intratdveis (definidas por grafos hipo-hamiltonianos) foram obtidas por Grétschel e
Wakabayashi [59, 60]. A literatura sobre resultados poliédricos relativos ao PCV é bastan-
te extensa, incluindo estudo de diametro e adjacéncia de vértices nos respectivos poliedros.
Esses resultados, bem como os aspectos computacionais relativos a abordagem poliédrica sao
amplamente discutidos em Grétschel e Padberg [57, 89].

3.6 Poliedro do Problema de Steiner em Grafos

O Problema de Steiner em Grafos pode ser descrito da seguinte forma:

Dado um grafo G = (V, A), um conjunto de vértices Z C V chamados terminais
e uma fungao custo ¢ : A — R, encontrar S C A tal que G|[S] conecta todos os
terminais e c¢(S) é minimo.

Um conjunto S tal que G[S] conecta todos os terminais é chamado uma solugao de Steiner.
O Poliedro do Problema de Steiner em Grafos é definido como

Psi(G, Z) := conv{x® | S é uma solucio de Steiner}.

Vamos inicialmente determinar a dimensdo desse politopo. Para isso, precisamos da seguinte
definicao. Uma aresta em G é chamada uma ponte de Steiner se é uma ponte que separa
dois vértices terminais de G.

Lema 3.6.1 Seja G = (V, A) um grafo conexo, Z um conjunto de terminais e B(G) o conjunto
das pontes de Steiner de G. Entdo,

dim(Pse (G, Z)) = |A| = [B(G)].

Prova. Se uma aresta e € B(G), entao toda solugao de Steiner S deve necessariamente incluir
e. Assim, Pg,. (G, Z) C {z. = 1}. Com isso, dim(Ps. (G, Z)) < |A| — |B(G)|.

Por outro lado, como G é conexo, X € Ps,(G,Z) e xA=¢ € Ps(G, Z) para toda aresta
e ¢ B(G), o que mostra que dim(Pg (G, Z)) > |A| — |B(G)|. 0
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Caso o grafo GG contenha pontes de Steiner, podemos dividir o problema em problemas
menores sem pontes de Steiner. Assim, sem perda de generalidade, podemos supor que G é
conexo e nao tem pontes de Steiner (consequentemente o poliedro tem dimensao plena).

Uma formulagdo inteira para o problema de Steiner em grafos foi sugerida por Aneja [2].
Considere as variaveis z, indexadas pelas arestas do grafo, com a seguinte interpretacao: z, =1
se e somente se a aresta e € S. Considere agora o seguinte poliedro:

reRY| z(6(W))>1, paratodo WCV,0£AWNZ+#Z
0<z,<1, paratoda arestaeec FE '

P(G, Z) = {

E ficil ver que Pg.(G, Z) = P(G, Z);. Esta formulacgo foi estudada por diversos autores no
final dos anos oitenta ([55], [13], [30]). Outras formulagoes para o problema de Steiner em grafos
podem ser encontradas em [40], [83], [8] e [84]. Nesta se¢ao trabalhamos com a formulagao de
Aneja, que, ao nosso ver, é mais natural para o problema.

Antes de discutirmos a estrutura do poliedro Pg, (G, Z), vejamos uma defini¢do. Chama-
mos de corte de Steiner um conjunto §(W) onde W C V satisfaz ) # WNZ # Z. A
correspondente inequagao z(0(W)) > 1, é chamada de inequagao de corte de Steiner.

E facil ver que as inequacoes de corte de Steiner nao sao suficientes para descrever comple-
tamente o poliedro Pg, (G, Z). Na Figura 3.1, onde os terminais sdo representados por circulos
cheios e os vértices de Steiner por circulos vazados, mostramos uma solucao fracionaria que
respeita todas as inequagoes de corte de Steiner, e é vértice do poliedro P(G, Z).

Figura 3.1: Vértice fraciondrio de P(G, Z)

De fato, seria pouco provavel que apenas as inequagoes de corte de Steiner fornecessem uma,
descrigao completa de Pg;.(G, Z). Afinal, o problema ¢ N'P-dificil (veja o Capitulo 2 para mais
detalhes).

No lema a seguir, mostramos uma classe de facetas de Pg;(G, Z). Lembramos que estamos
supondo que G é conexo e nao tem pontes de Steiner.

Lema 3.6.2 A inequacdo x, > 0 define uma faceta de Psi(G,Z) se e somente se G — e néo
tem pontes de Steiner.
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Prova. Se G — e ndo tem pontes de Steiner, entdo, para toda aresta f € E, x4 e yA\{ef}
estao em Pg,(G, Z), satisfazem a inequagao com igualdade e sdo afim-independentes. Logo,
essa inequacao define uma faceta de Pg,(G, 7).

Suponha agora que f € A é uma ponte de Steiner de G —e. Entao, a inequacao z.+x5 > 1
é valida para todos os pontos de Pg.(G, 7). Entdo, z. > 0 pode ser obtida somando-se a
inequacdo acima e a inequacao z; < 1, e portanto, nao define uma faceta de Pg.(G, Z). 0

Exercicio 3.6.3 Mostre que a inequacio x. < 1 define uma faceta de Psi(G,Z) para todo
e € A

Exercicio 3.6.4 Mostre que para todo corte de Steiner 6(W), a inequagio z(6(W)) > 1 define
uma faceta de Ps(G, Z).

Exercicio 3.6.5 Mostre que o problema da separacdo para as inequacoes de corte de Steiner
pode ser resolvido em tempo polinomial.

Grotschel e Monma [55] obtiveram uma classe de facetas de Pg, (G, Z) que generaliza as
facetas induzidas pelos cortes de Steiner, chamada particao de Steiner.

Uma partigio P = (V4,..., Vi) de V tal que V; N Z # () para i = 1,...,k é chamada de
particao de Steiner. Seja A(P) :={uv € A|ueV,, veV;,i#j}

Teorema 3.6.6 Seja G conero e sem pontes de Steiner e tome uma particao de Steiner P =
(Vi,..., Vi) de V. Entdo, a inequagdo

z(A(P)) 2 k-1

define uma faceta de Ps;o(G, Z) se e somente se

(a) G[Vi] € conexo;
(b) G[Vi] ndo contém pontes de Steiner com relagio a Z; := ZNV; e

(c) G obtido de G contraindo-se cada um dos conjuntos V; a um vértice é 2-conezo.

Prova. Sem perda de generalidade, suponhamos V] desconexo. Seja (V{,V/") uma bipartigao
de Vi tal que ViNZ # 0, V" # 0 e [V] : V] = (. Como G é conexo, podemos supor
— sem perda de generalidade — que existe uma aresta ligando V" a V5. Considere entao a
partigdo P’ := (V{, Vo UV V3,...,Vk). A inequacdo z(A(P’)) > k — 1 é valida. Somando essa
inequagdo com a inequagdo valida z([V)" : V5]) > 0 obtemos a inequagdo da particao de Steiner
P. Portanto, esta ultima nao define uma faceta de Pg;, (G, 7).

Com isso, podemos supor que G[V;] é conexo para todo ¢ = 1,...,k. Suponha agora que
G[V;] contém alguma ponte de Steiner e com respeito a Z; = Z N V;. Vamos mostrar que toda
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solugdo de Steiner S que satisfaz a equacdo z(A(P)) = k — 1 contém a aresta e. Suponha que
isso nao ocorra, e que exista uma solucao de Steiner S com x°(A(P)) =k —1ee g S. Como
e é ponte de Steiner de G[V;], a solucdo S deve conter algum caminho ligando dois vértices de
7 em componentes diferentes de G[V;] — e. Tome S’ := S U {e}. O conjunto S’ deve conter
um circuito passando por uma aresta f € A(P). Mas, entao, S” := S U{e} \ {f} é solucao de
Steiner e X% (A(P)) = k — 2, uma contradico.

Finalmente, suponhamos que G nao seja 2-conexo. Sem perda de generalidade, suponha-
mos que o vértice v; de G correspondente a V; é um vértice de corte de G e os vértices
correspondentes a V5,...,V, estdo na mesma componente de G — %,. Tome as particoes
Pri= VUV U UV, Voo V) e Pyi= (ViUVLU.L. UV, Vey,..., V). Note que
ambas sao partigoes de Steiner, e além disso, é ficil observar que a inequacdo z(A(P)) > k—1
pode ser obtida somando as inequagbes £(A(Py)) >c—1 e z(A(P2)) >k —c.

Resta mostrar que se P é uma particdo de Steiner que satisfaz (a), (b) e (c), entdo a
inequacao z(A(Py1)) > k — 1 define uma faceta de Ps,(G, 7). Para isso, tome uma inequagao
a'z < a que define uma faceta F' de Pg;(G, Z) tal que {z € Ps;(G, Z) | z(A(P)) = k—1} C F.
Vamos mostrar que a¢' z < o é um miiltiplo escalar da inequacdo da particio de Steiner.

Inicialmente observe que toda arvore geradora T de G corresponde a uma floresta T de G
tal que
x"P(A(P)) =k —1, paratodo D C U% A(V;) =: B.

Em particular, como G[V;] é conexo, 7Y%

igualdade. Como nenhum G[V;] contém pontes de Steiner com relagdo a Z;, segue que x

é solugao de Steiner e satisfaz a inequacao com
TUB—e

também ¢é uma solugao de Steiner para toda aresta e € G[V;]. Assim,

aTYTUB = Ty TUB=¢ — o

e portanto, a, = 0 para todo e € G[V;], i =1,... k.

Considere agora e, f € A(P). Como G é 2 conexo, existe em G um circuito C' que contém
as arestas e e f. Tome uma arvore geradora 7" de G que contém C — f. Entao, 7" :=T'—e+ f
é uma arvore geradora de GG. Assim,

a VB = ¢TyT"VB
e portanto a. = ay. Repetindo o mesmo argumento para todo par de arestas em A(P),
concluimos que a'z > « é um miiltiplo escalar da inequacio da particao de Steiner. Logo, esta
define uma faceta de Pg;,.(G, 7). Isso completa a prova do teorema. d

Em 1991, Grotschel, Monma e Stoer [56] mostraram que o problema da separagao das
inequacoes de particao de Steiner é NP-dificil.

Outras inequagcoes validas e facetas do poliedro Pg, (G, Z) foram encontradas por Chopra
e Rao [13]. Uma classe interessante é constituida pelas odd hole inequalities. Na Figura 3.2
mostramos um 3—odd hole. E facil ver que se o grafo G tem um 3-odd hole H, como subgrafo
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Figura 3.2: 3—odd hole

induzido, entdo uma solucdo de Steiner precisa conter no minimo 4 arestas de H. Note que a
solucao indicada na figura tem custo 3+ %, e satisfaz todas as inequacodes de particao de Steiner.

Vale ressaltar que, mesmo quando consideramos instancias particulares do problema de
Steiner, poucas descri¢oes completas do poliedro Pg. (G, Z) sdo conhecidas. As inequagoes de
corte de Steiner sdo suficientes para caracterizar o poliedro apenas no caso em que |Z| = 2.
Conjectura-se que as particoes de Steiner sao suficientes para caracterizar o poliedro, caso
|Z] > |V| — 2. Goemans [40] mostra uma descricdo completa do poliedro para grafos série-
paralelos usando uma formulagao diferente.



Capitulo 4

Um Algoritmo Baseado em Cortes
Faciais

Neste capitulo apresentamos uma implementacao de um algoritmo branch and cut. O nosso
objetivo é mostrar todos os passos da construgao do algoritmo através de um exemplo: o pro-
blema de Steiner em grafos. O problema, ja estudado no capitulo anterior, pode ser formulado
da seguinte forma:

Dado um grafo G = (V, A), um conjunto Z C V e uma fun¢do ¢: A — R, , achar
um conjunto de arestas S C A, tal que o subgrafo G[S] contém um caminho entre
cada par de vértices de Z e ¢(S) é a menor possivel.

Para simplificar, este problema sera chamado simplesmente de problema de Steiner. Cha-
mamos as solucoes vidveis deste problema, ou seja, os conjuntos S C A tais que G[S] contém
um caminho entre cada par de vértices de Z uma solugao de Steiner.

Na Secao 3.6 mostramos a formulagao de Aneja para este problema, assim como algumas
inequagoes vélidas e facetas do poliedro Psy.(G, Z) correspondente. Defina as varidveis z €
{0,1}* com a seguinte interpretacao:

1, se a aresta e € S,
‘/'Ee = 7.
0, caso contrdrio.

Assim, o poliedro Ps; (G, Z) pode ser definido como

Ps(G, Z) := conv{x® € R4 | S C A uma solugao de Steiner}.
Com as varidveis acima definidas, o problema de Steiner tem a seguinte formulacao inteira:
min ) .4 CeTe

(P) (1) z(6(W))>1 paratodo W CV, 0 £WnNZ+#Z,
(2) z, €{0,1}  paratodoe € A.

101
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E0E6E0E6E0ES

Figura 4.1: Método branch and bound

E facil ver que o sistema acima é de fato uma formulagao inteira para o problema, ou seja,
Psi(G,Z) = Pr. Podemos, entdo, utilizar esta formulagdo na constru¢do de um algoritmo
branch and cut.

4.1 O Método Branch and Cut

No Capitulo 2 discutimos os métodos de planos-de-corte, e, em especial, os cortes faciais. O
método branch and cut combina as idéias de tais métodos com o método branch and bound para
resolver, ou obter bons limitantes inferiores e superiores para problemas dificeis de otimizagao
combinatéria.

A idéia do método branch and bound é enumerar todas as solugoes viaveis de um problema
em uma estrutura de arvore de decisdo. No caso do problema de Steiner, para cada aresta
e € A, podemos considerar dois subproblemas: aquele em que a aresta estd na solucdo (z, = 1)
e aquele em que a aresta nao estd (z. = 0). Assim, poderiamos enumerar todas as possiveis
solugdes solucdes através de uma arvore de decisio binaria com 24! folhas (veja Figura 4.1).

Se conhecemos boas solugdes heuristicas (limitantes superiores) e boas relaxacoes (limitantes
inferiores) para o problema, a busca na drvore de decisao pode ser muito mais eficiente. Se em
um dado né dessa arvore o valor do limitante inferior para este né (e portanto para todos os
seus descendentes) for superior ao valor de uma solugéo heuristica conhecida, entdo a solugao
otima do problema nao podera estar em um descendente desse nd, e podemos considerar toda
a subarvore a partir desse né como visitada. Com isso, eliminamos varios “ramos” da arvore
de decisao, e a busca se torna mais eficiente.

A idéia do método branch and cut é utilizar em cada um dos nés da arvore de decisao o
método dos planos-de-corte, a fim de gerar bons limitantes inferiores. Nas proximas secoes
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discutimos detalhadamente diversos aspectos da implementacdo de um algoritmo deste tipo.
Exercicio 4.1.1 Implemente um algoritmo branch and bound para o Problema de Steiner

utilizando como limitante inferior para cada nd o valor das varidveis fizadas no caminho desde

a raiz até aquele no. Considere para 1sso, o sequinte esquema.

Algoritmo BRANCH AND BOUND PARA O PROBLEMA DE STEINER

Varidveis: LB, (* limitante inferior *)
UB, (* limitante superior *)
Ativos; (* lista de nds ativos da drvore *)
Lé os dados do problema;
LB := 0;
UB := oo;
Ativos := raiz;
Enquanto L < U faga
Se nao existe nenhum né ativo na lista
entao a busca estd encerrada
senao
i := N6 ativo da lista Ativos;
Acerte varidveis fixradas nesse no;
Calcule limitante inferior LB; para o no;
Se LB; > LB
entao atualiza LB;
Calcule limitante superior UB; para o no;
Se UB; < UB
entao atualiza UB;
Se LB; > UB (* nd pode ser eliminado *)
entaoFElimina i da lista Ativos
senao
Escolha varidvel a ser firada;
Retire ¢ da lista Ativos;
Crie dois novos nds, fixando a varidvel
em 0 e 1 e os inclua na lista Ativos;

Observacado: Pode-se implementar diversas formas de calcular limitantes inferiores e supe-
riores, testar vdrias escolhas diferentes para a varidvel a ser fizada, assim como testar vdrias
escolhas para percorrer a drvore de decisdo.
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4.2 Limitante Inferior Inicial

A escolha de uma boa relaxacao inicial pode ser decisiva para a solucao de problemas praticos
através do algoritmo branch and cut. O caso ideal é quando dispomos de uma formulacio inteira
para o problema que nao seja muito grande. Nesse caso, essa formulacao é um candidato natural
para PL inicial.

Nem sempre isso é possivel. Para o problema de Steiner, a formulacao inteira (P), mos-
trada anteriormente tem tamanho exponencial. Usamos, entao, como relaxagao inicial, um
subconjunto das inequacgdes dos cortes de Steiner (inequagées (1)). Em geral, quanto maior
esse subconjunto, melhor serd o valor do limitante inferior obtido. Vamos, no entanto, utilizar
apenas as inequacoes dos cortes 0(v) para v € Z.

4.3 Estratégias de Separacao

O sucesso de uma implementagao de um algoritmo branch and cut estd ligado a geracao de
bons limitantes inferiores em cada né da arvore de decisao. Para isso, precisamos de inequagoes
validas de boa qualidade, preferencialmente, as que definem facetas do poliedro em estudo.
Além disso, é necessario que rotinas eficientes de separacao sejam construidas. Nesta secao
discutimos alguns dos aspectos relacionados a estratégia de separacao.

Lembramos novamente o que foi discutido no Capitulo 2. Sabemos que resolver o problema
da separacgao tem a mesma complexidade computacional que resolver o problema de otimizacao.
Assim, quando tratamos de problemas N P-dificeis, ndo podemos esperar (a menos que se prove
que P = N'P) que conhegamos uma descri¢ido completa dos poliedros correspondentes, e muito
menos que sejamos capazes de projetar algoritmos eficientes de separacao para essas classes de
inequagoes.

4.3.1 Algoritmos polinomiais para separacao

Ao estudar um poliedro, muitas vezes conseguimos caracterizar classes de facetas que podem
ser separadas em tempo polinomial. No caso do exemplo do poliedro Ps(G, Z), mostramos
no tultimo capitulo, sob que condicoes as inequagoes

z, >0, parae € A

definem facetas. Claramente, por simples inspecao podemos verificar eficientemente se, dado
z! € R4, existe alguma inequacdo deste tipo violada.

Muitas vezes, conhecemos outras classes de inequacdes que podem ser separadas eficiente-
mente, além dos casos triviais, como mostrado acima. Vamos analisar o caso do Psy(G, Z).
No inicio deste capitulo, mostramos uma formulagao inteira (P) para o problema de Steiner.
Uma desvantagem dessa formulacdo é que o nimero de inequagdes do tipo (1) é exponenci-
al. Chamamos tais inequacoes de inequagoes de cortes de Steiner. Note que o nimero
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de inequagoes desse tipo é exponencial, j4 que em um grafo com |V| = n vértices e |Z| = 2
terminais teremos 22" ! cortes 6(1W) que incluem algum elemento de Z, mas nio o incluem
completamente. Lembramos que no Capitulo 3 vimos que as inequagoes dos cortes de Steiner
definem facetas do poliedro Psy(G, 7).

Apesar de o nimero de tais cortes de Steiner ser exponencial no tamanho do grafo G,
podemos separar as inequagdes correspondentes em tempo polinomial. Seja z' € [0,1]4, e
considere o grafo G' = (V, A), com uma fungao de capacidade ¢ associada as arestas tal que
c(e) = z!, para todo e € A. Agora calculamos em G’ para cada par de vértices {u,v} de Z um
fluxo méximo de valor f,, entre u e v. Se f,, < 1, entdo, pelo Teorema de Ford e Fulkerson
[14], existe um corte §(WW) que separa u e v cuja capacidade é igual a f,,. Mas, nesse caso,
d(W) é um corte de Steiner, e

' (6(W)) = c(6(W)) = fur < 1.

Assim, encontramos uma inequagao do tipo (1) que estd violada por z'. Se, para todo par
{u,v} de terminais, f,, > 1, entdo nao existe inequagao de corte de Steiner violada por z’.

Lembramos que podemos achar um fluxo méximo em um grafo em tempo O(n?) [14] (na
verdade em tempo até melhor, veja [42] ou [23] para um estudo de algoritmos de fluxo maximo
em grafos). Como precisamos fazer isso para todo par de terminais (O(|Z|?) vezes), o proce-
dimento descrito acima pode ser executado em tempo polinomial. Note que isso implica que a
relaxacao linear de (P), ou seja, o problema de programacao linear que obtemos ao trocar as
restrigoes de integralidade (2) por 0 < z, < 1 para todo e € A pode ser resolvido em tempo
polinomial, mesmo que o nimero de cortes de Steiner seja exponencial. Esse fato é uma con-
seqiiéncia direta do resultado de Grotschel, Lovasz e Schrijver [53] discutido no Capitulo 2, a
respeito da equivaléncia entre separacao e otimizacao.

Na verdade, existem algoritmos mais eficientes para resolver o problema da separagao dos
cortes de Steiner. Gomory e Hu mostram em [44] um algoritmo de complexidade O(n?) para
resolver o seguinte problema, chamado problema do corte de capacidade minima em
um grafo: dado um grafo G = (V, A) e uma funcdo ¢ : A — RT, encontre um conjunto
W c V, W # 0, tal que ¢(6(W)) seja o menor possivel. O algoritmo de Gomory e Hu
constréi uma arvore geradora fluro-equivalente do grafo G. Nessa arvore, cada aresta o tem
capacidade dada pelo valor da capacidade do menor corte em G que separa os vértices dessa
arvore que sao separados pela aresta a. Assim, caso o corte de capacidade minima do grafo
nao seja um corte de Steiner, precisamos apenas percorrer a arvore gerada pelo algoritmo para
achar o corte de Steiner de capacidade minima. Recentemente, Nagamochi, Ono e Ibaraki [85]
mostraram uma implementacao mais eficiente do algoritmo de Gomory e Hu, com complexidade
O(mn + n?logn), onde m = | A.

Ja mostramos no Capitulo 3 diversos algoritmos exatos e eficientes para a separagao de clas-
ses de inequagoes que definem facetas de poliedros relacionados com problemas de otimizagao
combinatéria. Encontrar tais algoritmos pode ser decisivo para o desempenho de um algoritmo
branch and cut.

Exercicio 4.3.1 Implementar um algoritmo exato para separagdo dos cortes de Steiner.
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Exercicio 4.3.2 Modifique o algoritmo branch and bound do Fzxercicio 4.1.1 para utilizar o
valor da relazacdo linear do problema como limitante inferior.

Exercicio 4.3.3 Modifique o algoritmo do FExercicio 4.3.2, incorporando o algoritmo de se-
parag¢do do Exercicio 4.53.1 (esta € a primeira versio de um algoritmo branch and cut para o
problema,).

4.3.2 Heuristicas de separacao

Na maioria das vezes, nos encontramos na situagao em que conhecemos uma classe de inequacoes
que definem facetas de um poliedro, mas nao somos capazes de construir algoritmos eficientes
para a separacao dessas inequacgoes. Para muitas classes, inclusive, podemos mostrar que o
problema da separacao é N'P-dificil, o que nos deixa com poucas esperancas de encontrar
algoritmos eficientes para resolvé-lo. Como nas outras segoes, exemplificaremos a abordagem
usando para isso o problema de Steiner.

No Capitulo 3 mostramos uma classe de inequagoes que generaliza a classe das facetas
induzidas pelos cortes de Steiner, e que definem facetas do Ps(G, Z): as particoes de Steiner
[55]. Dado um grafo G = (V, A) e um conjunto Z de terminais, chamamos uma partigio
P = (Vi,..., Vi) de V de parti¢ao de Steiner se V; N Z # () para todo 1 = 1,...,k. Na Figura
4.2 mostramos um exemplo de particao de Steiner, onde as arestas do corte da parti¢ao estao
tracejadas.

Figura 4.2: Particao de Steiner

A inequacao da particdo de Steiner é dada por
z(A(P)) > k-1,

onde A(P) :=={uwv € A|u€eV, veV; e i# j} Grotschel e Monma mostram em [55]
condigbes necessarias e suficientes para essa inequagao definir uma faceta do poliedro Ps (G, Z).
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Em outro artigo, Grotschel, Monma e Stoer [56] mostram que o problema da separagio para a
classe das particoes de Steiner é NP-completo.

Isto justifica o estudo de heuristicas de separacao para essas inequagoes.

O problema que gostariamos de resolver é o seguinte: dado 2’ € [0, 1], encontre, se existir,
uma parti¢do de Steiner P = (Vi,..., V%), tal que a inequagdo correspondente esteja violada
por z'. Mostramos a seguir dois procedimentos heuristicos que podem ser usados na separacgao
destas inequagoes.

Heuristica gulosa

A heuristica é iterativa. Em cada iteragdo temos uma particao P = (Vp, Vi, ..., Vi) do grafo
G, tal que Vj contém apenas vértices de Steiner e V; N Z # () para ¢ = 1,..., k. Na primeira
iteragdo, a particao é formada por V' \ Z e cada vértice de Z separado.

Em cada iteragdo, dada a parti¢ao P, calcule z'(A(P)).

e Se 7/(A(P)) < k—1, entdo, para cada vértice v de Vp, encontre um conjunto V; de P que
maximiza x'([v : Vj]), e acrescente-o a esse conjunto, ou seja, faca V; V; := V; U {v}. A
particao obtida no fim deste processo é uma particdo de Steiner, que pode ou nao estar
violada pela solu¢ao da relaxacao linear corrente z'.

e Se /(A(P)) > k — 1, encontre uma aresta e € A(P) que maximiza z’,. Se e liga duas
componentes V; e V;, para ¢,j > 1, entdo, tome a particdo P’ formada a partir de P
removendo-se os conjuntos V; e V; e incluindo-se o conjunto V;UV;. Comece nova iteracao
com P’ no lugar de P. Caso a aresta e ligue um vértice v de V4 a um conjunto V;, tome
a particdo P’ := (Vo —u, Vi, ..., Vi+u,..., Vi), e comece nova iteragdo com P’ no lugar
de P.

Heuristica de cortes minimos

Esta heuristica também é iterativa. Em cada iteracdo temos uma particdo de Steiner P =
(Vi,...,Vk). Na primeira iteragdo temos P = (V).

Em cada iteragdo do algoritmo calcule z'(A(P)).

e No caso em que z'(P) < k — 1, entdo esta particdo de Steiner induz uma inequagio
violada. Pare e retorne a inequacao encontrada.

e Se z'(P) > k — 1, entdo escolha i € {1,...,k} tal que |V; N Z| > 2 e calcule no grafo
G[V;] um corte de Steiner de capacidade minima, usando como peso das arestas o valor
da solugao atual z'. Isso pode ser feito usando o algoritmo de Gomory e Hu mencionado
na Secao 4.3.1. Seja [V;!' : V%] o corte encontrado. Tome P’ := (V1,..., V;', V2 ... Vk)
no lugar de P e comece nova iteragao.
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A segunda heuristica apresenta, em geral, melhores resultados que a primeira, mas o custo
computacional é muito maior. Uma alternativa para reduzir este custo é utilizar, ao invés de
um algoritmo exato para achar o corte de capacidade minima, alguma heuristica eficiente que
acha boas aproximagbes para este corte (veja, por exemplo, [92]).

Exercicio 4.3.4 Implemente uma heuristica de separacdo para as inequagoes de particoes de
Steiner.

4.3.3 Selecao de inequacoes encontradas

Na implementacao de algoritmos branch and cut verificamos que nem sempre é bom adicionar
ao PL todas as inequacoes encontradas pelos algoritmos de separacao. Muitas vezes, algumas
inequacoes sao encontradas varias vezes, e devemos evitar introduzir cépias de uma mesma
inequacao, o que pode ocasionar instabilidade numérica.

Sabemos também que, quanto maior for o problema de programacao linear a ser resolvido,
mais tempo levaremos para resolvé-lo. Assim, se por um lado, adicionar mais inequagoes
melhora a descricao do poliedro, por outro lado, torna também a solucao da relaxacao linear
mais lenta. A questdo que surge é quantas e quais inequagoes devemos adicionar ao PL em
cada iteragao?

Para esta pergunta nao podemos dar uma resposta exata. Cada problema tem uma es-
tratégia 6tima diferente para a escolha das inequacgoes. A seguir apresentamos algumas reco-
mendagoes gerais, decorrentes de experiéncias que tivemos com os problemas que tratamos.

e FEscolha inequacoes de classes diferentes. Parece ser verdade que a escolha de inequagoes
de diversas classes é mais efetiva do que concentrar a atencao em apenas uma classe;

T

e Selecione as inequagoes “mais violadas”. Para cada inequacdo o'z < « encontrada,

T

calcule o — a' z', onde 2’ é a solucdo da relaxacido atual. Quanto maior for a violacdo da

inequacao, maiores parecem ser as chances de haver crescimento do limitante inferior;

e Selecione inequacoes que cobrem todo o espaco das variaveis. Um fendémeno que ocor-
re ao introduzirmos inequagoes ao sistema linear é que a solucao “se adapta” as novas
inequacoes, tentando mudar o minimo possivel. Quando introduzimos inequacoes mais
“globais” a chance disso ocorrer é menor.

Outro aspecto bastante discutido em trabalhos mais recentes é que, algumas vezes, mesmo
introduzindo inequagoes violadas para o problema, o ganho no valor da fun¢ao objetivo é muito
pequeno. Esse fenomeno é conhecido como tailing off. Neste caso, alguns autores sugerem que
nao se insista na separagao para este no, e se parta direto para a fase de branching. Veja [4] ou
[67] para maiores detalhes a respeito.
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4.3.4 Manutencao do pool de inequacoes

Como ja mencionamos, as vezes encontrar inequacoes violadas é uma tarefa drdua que requer
tempo de processamento muito elevado. Assim, as inequagoes encontradas devem ser mantidas
para busca futura, ja que percorrer uma lista de inequacoes candidatas é, em geral, muito mais
rapido do que executar algoritmos exatos ou mesmo heuristicas de separagao.

A idéia de manter um pool (depésito) de inequagdes encontradas estd ligada a eliminagdo
de inequagoes da relaxagao linear, discutida na Se¢ao 4.6.2. Assim, todas as inequacoes encon-
tradas pelos algoritmos de separacao sao armazenadas para busca futura, o que pode ocasionar
problemas com a quantidade de espaco disponivel. Uma forma de resolver esse problema é
adotar a idéia de “envelhecimento” das inequagoes do pool.

Cada vez que o pool é percorrido em busca de inequacoes violadas pela solucdo da relaxacao
linear z', as inequagbes que sao satisfeitas por z’ envelhecem em um ano. De tempos em
tempos, um processo de coleta de lixo é executado, procurando inequagbes muito velhas (ou
seja, que hd muito tempo nao estdo mais ativas na relaxagdo linear). Estas inequagdes sdo,
entdo, eliminadas do pool*.

Outra utilizagdo do pool de inequagoes estd ligada a fase branch and bound do algoritmo.
Quando selecionamos um né da arvore de decisao para execucao, podemos querer restabelecer
o problema de programacao linear que este né dispunha na hora que foi criado. Para isso,
devemos armazenar para cada né da arvore de decisao, quais inequacoes estao ativas para
aquele n6. Para fazé-lo, basta armazenar no né uma lista de inequagoes ativas com os indices
dessas inequacgoes no pool. Com isso, reconstituimos o estado do PL na hora da criacao deste
no.

Exercicio 4.3.5 Implemente as rotinas de gerenciamento e manipulagdo do pool de inequa-
coes.

4.4 Heuristicas Primais

Mencionamos nesta secao, como utilizar a informacao dada pela relaxacao linear para construir
heuristicas para o problema. O algoritmo branch and cut, por si s6, é um bom instrumento de
teste de heuristicas, ja que prové um limitante inferior para o valor da solucao 6tima.

Além das heuristicas existentes para o problema, podemos aproveitar a informacao fornecida
pela solucao da relaxagao linear para obter solucoes vidveis. E o que mostraremos a seguir
usando o exemplo do problema de Steiner. Para uma resenha a respeito de heuristicas para o

problema, veja [68] ou [30].

LA vida em um algoritmo branch and cut é durissima.
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Heuristica de arvore geradora maxima

Seja z' a solugdo da relaxagio linear atual, e considere uma arvore geradora de custo maximo
de G = (V, A) onde os custos das arestas sao dados pelos valores de z’. Enquanto houver na
arvore folhas que nao sao terminais, remova essas folhas.

A idéia da heuristica é que, quanto maior é o valor da relaxagao linear em uma aresta e,
tanto maior é a chance desta aresta aparecer na solucao 6tima. Algumas vezes vale a pena,
em caso de empate do valor de z’ nas arestas, tomar uma decisdo aleatéria, a fim de impedir
escolhas viciadas (como, por exemplo, sempre escolher as arestas de menores indices).

Heuristica de subdivisao em componentes

Seja z' a solucdo da relaxacdo linear atual, e considere um valor limite 0 < [ < 1. Construa,
entdo, um subgrafo de G apenas com as arestas em que z, > [. Este grafo pode ter varias com-
ponentes. Resolvemos o problema de Steiner de forma 6tima para cada uma das componentes,
e combinamos as solugoes obtidas a fim de produzir uma solucao viavel para o problema.

4.4.1 Fixacao de variaveis por custo reduzido

Quando encontramos limitantes superiores para o valor da solugéo 6tima (solugdes vidveis), po-
demos fixar o valor de algumas varidveis, levando em conta o ganho que tal alteracao acarretaria
no valor objetivo da relaxacao linear. A seguir descrevemos a idéia mais precisamente.

Seja 2’ o valor da solugdo étima da relaxacdo linear atual min{c'z | Az < b}. Sabemos
que z' estd relacionado com uma base Ag de A. Com isso, seja d, o valor dos custos reduzidos
das varidveis obtido na solucdo da relaxacdo linear, ou seja, d := ¢ — cyAz' Ay, onde N é o
conjunto das varidveis fora da base. O valor do custo reduzido da varidvel indica o ganho no
valor da solugao caso esta variavel seja incluida na base. Seja também Z um limitante superior
para o valor da solugao étima.

Para cada varidvel ndo basica e podemos ter dois casos:

e 2, =0eZ— 2 <d. Neste caso, se a varidvel for incluida na base, o valor da solucao
da relaxacao linear ultrapassa o valor do limitante superior, e portanto podemos fixar a
variavel x, em zero;

e 2. =1¢eZ—2 < —d. De forma andloga, podemos fixar o valor da varidvel em 1.

Em algumas aplicacoes, quando ativamos a fixacao de varidveis, o tamanho dos PL a serem
resolvidos diminuem drasticamente, o que ocasiona um ganho bastante significativo no desem-
penho do algoritmo.
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4.4.2 Fixacao de variaveis por implicagoes légicas

Ao se fixar o valor de certas varidveis, podemos ter como conseqiiéncia que outras varidveis
devem ser fixadas. Mostramos nesta se¢ao alguns exemplos de como isso pode ocorrer no
problema de Steiner.

Seja G' = (V, E') o grafo obtido a partir de G eliminando as arestas fixadas em 0 e contraindo
as arestas fixadas em 1 (caso a aresta seja incidente a pelo menos um terminal, o novo vértice
serd também um terminal).

Através de observacoes simples podemos fixar o valor de algumas arestas.

caso exista v € Z com grau 1 em G’, entdo a aresta correspondente pode ser fixada em 1;

e caso exista v € V' \ Z com grau 1 em G’, entdo a aresta correspondente pode ser fixada
em Zzero;

e caso exista v € V'\ Z com grau 2 em G’, podemos fixar as arestas incidentes a v em zero,
acrescentando uma aresta ligando os vizinhos de v em G’, com custo igual & soma das
arestas fixadas em zero;

e caso exista ponte de Steiner e € FE, esta pode ser fixada em um.

Exercicio 4.4.1 Implemente uma heuristica primal para o problema de Steiner, e incorpore
esta heuristica na geracao de limitantes superiores do algoritmo branch and cut.

Exercicio 4.4.2 Implemente os procedimentos de fizacdo de varidveis no seu algoritmo.

4.5 A Fase Branch and Bound

Cada aspecto de um grande sistema deve ser estudado e planejado com cuidado a fim de
obtermos bons resultados computacionais. Isso nao é diferente no projeto de um algoritmo
branch and cut. O mesmo ocorre com a fase de enumeracao do algoritmo. Nesta secao tratamos
dos dois principais aspectos desta fase: a escolha da forma de fazer o branching e como percorrer
a arvore de decisdo.

4.5.1 Como efetuar o branching
Quando decidimos que devemos parar a fase de inclusao de planos-de-corte em um determinado

n6 da arvore de decisao e devemos gerar dois subproblemas, surge uma primeira questao, que
é de que forma estes subproblemas devem ser criados.
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Branching em variaveis

Neste caso, devemos escolher uma varidvel livre (que nao foi fixada no caminho entre a raiz da
arvore de decisdo e o né corrente) e a fixamos em 0 ou 1. Aqui também diversas estratégias de
escolhas de variaveis sao adotadas.

e Escolha a varidvel i com |z} — 0.5| minimo. De certa forma, essa é a varidvel “mais
fracionaria” da solucdo atual z’. Tal estratégia tem sido usada pela maior parte dos
pesquisadores, e mostra-se eficiente ao diminuir a altura da arvore de decisao quando
uma solucao viavel de boa qualidade é conhecida. Antes de obtermos limitantes superiores
devemos usar outras estratégia de escolha de variaveis.

e Escolha a varidvel fraciondria i que maximiza |z} —0.5|. Neste caso, estamos selecionando
a variavel fraciondria “mais préxima” de ser inteira na atual solu¢ao. Tal estratégia auxilia
na busca de solucoes vidveis para o problema.

Branching em inequacgoes

Nos tltimos anos alguns pesquisadores vém relatando boas experiéncias computacionais com
o uso de inequagoes na geracao de subproblemas. Este método tem a desvantagem de exigir
um gerenciamento mais complicado da arvore de decisao, ja que, quando fazemos branching em
varidvess, a arvore de decisdo é bindria, e podemos guardar apenas a informacao da varidvel
utilizada. A seguir exemplificamos a estratégia para o problema de Steiner.

Neste caso, para gerar um subproblema, poderiamos — ao invés de selecionar uma aresta
para ocorrer ou nao na solucao —, escolher um vértice de Steiner v para estar na arvore de
Steiner encontrada. Neste caso, a arvore de decisao teria em um ramo a inequacao extra de
que z(0(v)) > 1 e, no outro ramo as varidveis das arestas incidentes a este vértice poderiam ser
fixadas em zero.

Outro exemplo de inequagao que poderiamos utilizar é a seguinte. Dado um vértice v de Z,
podemos gerar dois subproblemas. Em um deles, fixamos o grau de v na solugdo 6tima em 1
(inserindo a equacao z(d(v)) = 1 na descrigao do poliedro). No outro, a inequagao z(§(v)) > 2
é introduzido.

7

E intuitivo que tal estratégia torna o gerenciamento da arvore muito mais trabalhoso, mas
traz um ganho no valor dos limitantes inferiores dos subproblemas.

Exercicio 4.5.1 Teste vdrias estratégias de branching em seu algoritmo branch and cut.

4.5.2 Buscas na arvore de decisao

Além da forma escolhida para construir os subproblemas da arvore de decisao, diversas es-
tratégias podem ser utilizadas na hora de percorrer a arvore. Algumas das estratégias mais
usadas sao descritas a seguir.
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e Busca em profundidade. Em geral s6 vale a pena utilizar tal estratégia quando ainda nao
dispomos de uma solucao viavel para o problema, ja que se enveredamos por um ramo
ruim da arvore, podemos investir muito tempo sem grande retorno.

e FEscolha do né ativo de menor limitante inferior. A idéia da estratégia é trabalhar nos nés
da arvore em que o limitante inferior ainda é ruim, a fim de melhorar a diferenca entre
os valores do melhor limitante inferior e da melhor solucao heuristica de que dispomos.

4.6 O Programa de Programacao Linear

Na maioria das implementacoes de algoritmos branch and cut, verificamos que grande parte do
tempo (em torno de 60%) é gasto na solugao do problema de programacao linear. E importante,
portanto, mantermos este problema o menor possivel, e utilizarmos pacotes rapidos e eficientes
para a solugcdo de programacao linear. A comunidade de otimizacao combinatdria tem se
decidido nos tltimos anos pelo uso do CPLEX [17], um pacote eficiente e robusto que vem
demonstrando 6timos resultados. Uma grande vantagem do CPLEX é a utilizacao de sua
biblioteca de funcoes (Cplex Callable Library), projetada sob medida para a utilizagdo no
contexto de algoritmos branch and cut.

4.6.1 Eliminagao de variaveis

Para problemas de grande porte, pode ser que trabalhar com todas as variaveis do problema
ja é intratavel. Por exemplo, para o problema de Steiner, se o grafo for completo com 1000
vértices, o niimero de arestas ja é da ordem de 10°.

Para tratar este problema, podemos selecionar algumas arestas do grafo com as quais traba-
lhamos. Por exemplo, podemos tomar para cada vértice do grafo, as 10 arestas de menor custo
incidentes a este vértice, e tentamos resolver o problema para este grafo esparso. No final, de
posse da solugao 6tima, devemos percorrer todo o espaco de varidveis, verificando se a insercao
de uma variavel pode trazer ganho para o valor da solugao. Caso isso ocorra, estas varidveis
sao adicionadas ao PL e o procura-se resolver o novo problema.

Observe que nao trabalhar com todas as variaveis pode trazer problemas no gerenciamento
do problema de programacao linear. Por exemplo, as inequagoes que sao acrescidas ao problema
reduzido devem ser “traduzidas” para o problema com mais variaveis. Isso nem sempre é
simples, e pode trazer um custo elevado.

4.6.2 Eliminacao de inequacoes
A cada novo problema de programacio linear resolvido, verificamos se cada inequacio a'z < o

do problema & satisfeita com igualdade pela solugao atual z’. Caso isso nao ocorra, é um sinal
de que tal inequacao nao estd sendo necessaria no PL, e pode ser removida sem danos. Note
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que a inequacao continua no pool, e pode retornar ao PL caso fique violada no decorrer do
algoritmo.

4.7 Comentarios Finais

Neste capitulo descrevemos de forma detalhada a implementagao de um algoritmo branch and
cut, discutindo varios dos aspectos aos quais devemos ficar atentos a fim de obter uma imple-
mentacao eficiente. Certamente nao pudemos cobrir todos os pontos importantes, mas con-
sideramos que este capitulo pode ser usado de guia para os alunos de uma disciplina de pds
graduacao que tenha tal implementagao como um projeto de curso. Os exercicios distribuidos
neste capitulo tem a intencao de ajudar o aluno nas varias fases deste projeto.

Vale também lembrar que muitos detalhes que nao sdo descritos neste texto (como problemas
de instabilidade numérica, que estariam além do escopo pretendido), podem levar a muitas horas
de busca de erros no programa, que, enfim, descobrimos estar em algum destes detalhes.

Apesar de considerarmos que este projeto é do nivel de um curso intermedidrio de pés-
graduacao, fazer implementacoes eficientes de algoritmos do tipo descrito aqui é projeto de
pesquisa de ponta. Basta citar que pesquisadores como Applegate, Bixby, Chvital e Cook
[3] investiram horas de processamento de uma rede de estagoes de trabalho em paralelo para
resolver uma instancia de 4461 vértices do problema do caixeiro viajante. Instancias ainda
menores ja estao “além do estado-da-arte” em problemas como o problema de Steiner ou o
problema do roteamento de veiculos.

Algoritmos branch and cut tém sido usados com muito sucesso na solucao de diversos proble-
mas de otimizacao combinatdria. O aluno interessado em conhecer outros algoritmos baseados
nesta estratégia pode consultar, entre outros, [89], [50], [58], [54], [33], [32], [83], [67] e [77]. Na
tese de doutorado de Thienel [101] foi construido um framework (o0 ABACUS) para desenvolvi-
mento de algoritmos branch and cut.

Na figura a seguir mostramos um fluxograma simplificado de um algoritmo branch and cut,
incluindo varios dos blocos sugeridos neste capitulo.
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