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Cap 5
Emparelhamento
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Introdução à Teoria dos Grafos (MAC0320) – IME-USP – Depto CC – 1o. semestre 2020 – Profa. Yoshiko W.

Caṕıtulo 5 — Emparelhamentos

1 Introdução

Todos os grafos tratados neste caṕıtulo são simples (ou seja, sem laços e sem arestas
múltiplas). Um emparelhamento num grafo é um conjunto de arestas duas a duas
não-adjacentes. Em outras palavras, um emparelhamento é um conjunto E de arestas
tal que todo vértice do grafo é extremo de no máximo um elemento de E.

• Seja G um grafo e X ✓ V (G). Dizemos que um emparelhamento E cobre (ou satura) X se em cada vértice de
X incide uma aresta de E. Neste caso, também dizemos que X é coberto (ou saturado) por E. Se X = {v}
então dizemos simplesmente que E cobre (ou satura) v.

• Um emparelhamento num grafo G é perfeito se cobre V (G).

• Se uma aresta uv pertence a um emparelhamento E então dizemos que u e v são (ou estão) emparelhados por

E.

• Se um vértice v não é coberto por um emparelhamento E então dizemos que v é livre em relação a E, ou
simplesmente, v é livre (se E estiver claro pelo contexto).
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PROBLEMAS DE INTERESSE:

1. Encontrar um emparelhamento máximo em um grafo. [Existe algoritmo eficiente?]

2. Dado um grafo e um emparelhamento E, que não é máximo, será que existe algum
jeito fácil de convencer alguém de que E não é máximo?

3. Dado um grafo (X, Y )-bipartido, é fácil decidir se existe um emparelhamento que
cobre X? E se não existe, tem um certificado simples para comprovar isso?

4. É mais fácil encontrar um emparelhamento máximo um grafo bipartido do que num
grafo arbitrário?

5. Quando o grafo é bipartido existe algum outro parâmetro do grafo relacionado com
a cardinalidade de um emparelhamento máximo?

6. Suponha que um grafo G não tenha um emparelhamento perfeito. Existe um
certificado que nos convença disso?

7. Existem problemas interessantes cujas soluções (exatas ou aproximadas) dependem
de soluções para problemas de emparelhamentos?

Após estudar este caṕıtulo, esperamos que você saiba as respostas a essas perguntas.
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2 Emparelhamentos Máximos

Emparelhamento maximal ⇥ Emparelhamento máximo
Um emparelhamento E num grafo é maximal se não existe nesse grafo um empa-
relhamento E 0 que contém E propriamente. Um emparelhamento E num grafo G é
máximo se não existe em G nenhum emparelhamento de cardinalidade maior que |E|.
OBS: Note que nem todo emparelhamento maximal é máximo. Claramente, todo
emparelhamento máximo é maximal.

Definição. Seja E um emparelhamento num grafo G. Um caminho E-alternante

em G é um caminho cujas arestas estão alternadamente em E e em A(G)\E. Um tal
caminho com ambos os extremos livres (em E) é chamado um caminho aumentador

(augmenting path).

B Caracterização de emparelhamentos máximos

Teorema 5.1. (Berge, 1957)

Seja G um grafo e E um emparelhamento em G. Temos que E é um emparelhamento
máximo se e só se G não tem nenhum caminho E-alternante com ambos os extremos
livres.
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3 Emparelhamentos em grafos bipartidos

Todos os resultados abaixo serão provados em aula. Algumas vezes, serão discutidas
duas ou mais provas distintas. (Desejável: conhecer pelo menos 2 provas distintas do
Teorema de Hall.)
Os dois teoremas desta seção são centrais na teoria de emparelhamentos em grafos.

Teorema 5.2. (Hall, 1935)

Seja G um grafo (X, Y )-bipartido. Então
G tem um emparelhamento que cobre X se e só se |Adj(S)| � |S| para todo S ✓ X .

Prova 1. Usando caminhos alternantes. (Vista na aula anterior.)

Prova 2. Por indução em |X|. (Exerćıcio para casa (com dica na aula).)

Prova 3. Usando o Teorema min-max de König . (Veremos adiante.)
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Corolário 5.3.

Seja G um grafo (X, Y )-bipartido. Se |Adj(S)| � |S| � k para todo S ✓ X e algum
inteiro fixo k, então G tem um emparelhamento de cardinalidade |X|� k.

Prova .
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Corolário 5.4.

Todo grafo bipartido k-regular com k � 1 tem um emparelhamento perfeito.

Prova .
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Corolário 5.5.

Todo grafo bipartido k-regular com k � 2 tem k emparelhamentos perfeitos dois a dois
disjuntos.

Prova . (Exerćıcio)

Definição: Seja k um inteiro positivo. Um subgrafo gerador k-regular de um grafo
G é chamado k-fator de G. Assim, um 1-fator de G é simplesmente um subgrafo
gerado pelas arestas de um emparelhamento perfeito de G; um 2-fator é um subgrafo
gerador de G que é uma união de circuitos disjuntos nos vértices.

Corolário 5.6.

Todo grafo bipartido k-regular, k � 1 tem pelo menos
�k
2

�
2-fatores distintos.
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Material Extra (curiosidade) - só esta página

O seguinte resultado, para grafos arbitrários, é considerado um dos primeiros resultados
na teoria dos grafos.

Teorema do 2-fator (Petersen, 1891): Se G é grafo 2k-regular, k � 1, então
o conjunto das arestas de G pode ser particionado em k 2-fatores arestas-disjuntos.
(Também dizemos simplesmente que G admite uma decomposição em k 2-fatores.)

(Ideia da prova: grafo euleriano + “splitting” de vértices.)
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Seja H o grafo obtido de Ô tomando

VCH) = { xixt : xevcã) } e }ACH = À {ájs : xye
É I.

.
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Emparelhamentos e Coberturas – um resultado min-max

Definição: Uma cobertura de um grafo G é um conjunto K ✓ V (G) tal que toda
aresta de G tem pelo menos um dos extremos em K. (Mais precisamente, K é uma
cobertura das arestas de G por vértices.)
Ex:

Relação entre emparelhamentos e coberturas em um grafo.
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Teorema 5.6. (König, 1931) – Teorema min-max
Seja G um grafo (X, Y )-bipartido. Então a cardinalidade de um emparelhamento
máximo em G é igual à cardinalidade de uma cobertura ḿınima.

Prova .
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. A hipótese G bipartida é çssçnççl
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←provas do Teorema de Hall ( via Teorema de Kónig )| Vamos provar que se G é Cx,Y) - bipartida e
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TEOREMADEHALLG935jcversacooriginadef.se/a7- {se, . . ., Sn) uma família de subconjuntos
(não necessario distintos) de um conjunto finito S .
Um conjunto de n elementos {ss , esa, . . .> sn} é
chamado um siSTEMADER-EPRESENAMESD.SNOS LEID)
ou uma TRANSVERSAL de 7 se sie Si pl i=p.- -M,
-

meu

e sitsj quando itj .
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a. b. C Ççf , g b
, dah g.E

④ ④ ④ ④

A## )
② ④ ② ④ @ ⑦ ⑥ ②

Teorema H (teorema de Hall na sua versão original)
-

-

não necessario
Uma família { Sr, sa, . - → Sn ) de subconjuntos finitos de distintos
tem um SAID se e só se

um JE S .

Ijezsjl ZIJI v-JEH.am)
.

• Exercício : Prove que o Teorema H é equivalente
ao T.EE#fE?CFormutaqaoprooadaporKomgeEgero-ar)
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Algoritmo para encontrar um emparelhamento máximo num grafo bipartido
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Exercícios ÷ Corrigir o enunciado acrescentando as

hipóteses tem vermelho) :
Sejam e EF emparelhamento disjuntos

€1

| -
←←tais que IEI >IF! - - - -

ao exercício : ( Dica : inspirar- se na prova do aol.ms?4 )
Qual ?

• Exercícios : ( resolver via empar . num grotfo , o pior . )
de aumentar apenas uma linha .



12

( Petersen , 1851 )
\
l / / /

| Prove que se a é azar, sempon-te.si/ / / l
entao a tem um emparelhamento perfeito .

-

3-regular = cúbico) Dica : usar o Teorema de Tultee# --

O⇐⇒i ÷:*.
3- regular comportes
(não tem empar . perfeito)
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G

- t.roSeja a um grafo bipartida .

Provar que existe em G um emparelhamento que cobre ~} torço .ve#Es.EaEE-mIxiIe . animais

Dia i. Dado çíncoàisinúr um grafo bipartidaÂ%
tal que ao 9

'
ZG ←grafismo

• sei) > sla) e aceitoG)
.

e- Usar essa construção m chegar num grafo
Gt a-regular que contém G .
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