Introducdo a Teoria dos Grafos (MAC0320) — IME-USP — Depto CC — 1o. semestre 2020 — Profa. Yoshiko W.

Capitulo 5 — EMPARELHAMENTOS

1 Introducao

Todos os grafos tratados neste capitulo sdo simples (ou seja, sem lacos e sem arestas
multiplas). Um emparelhamento num grafo é um conjunto de arestas duas a duas
nao-adjacentes. Em outras palavras, um emparelhamento é um conjunto £ de arestas
tal que todo vértice do grafo é extremo de no maximo um elemento de F.
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e Seja G um grafo e X C V(G). Dizemos que um emparelhamento £ cobre (ou
satura) X se em cada vértice de X incide uma aresta de . Neste caso, também
dizemos que X é coberto (ou saturado) por E. Se X = {v} entdo dizemos

simplesmente que E cobre (ou satura) v.

e Um emparelhamento num grafo GG é perfeito se cobre V().

e Se uma aresta uv pertence a um emparelhamento E ent3o dizemos que u© e v sao
(ou estao) emparelhados por E.

e Se um vértice v n3o é coberto por um emparelhamento E ent3o dizemos que v
é livre em relacao a F, ou simplesmente, v é livre (se E estiver claro pelo
contexto).
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PROBLEMAS DE INTERESSE:

G (1
2.
9 7

4.

Encontrar um emparelhamento maximo em um grafo. [Existe algoritmo eficiente?]

Dado um grafo e um emparelhamento E, que n3o é maximo, serd que existe algum
jeito facil de convencer alguém de que E nao € maximo?

Dado um grafo (X, Y')-bipartido, é facil decidir se existe um emparelhamento que
cobre X7? E se ndo existe, tem um certificado simples para comprovar isso?

E mais facil encontrar um emparelhamento maximo um grafo bipartido do que num
grafo arbitrario?

! Quando o grafo é bipartido existe algum outro parametro do grafo relacionado com

a cardinalidade de um emparelhamento maximo?

! Suponha que um grafo GG n3o tenha um emparelhamento perfeito. Existe um

certificado que nos convenca disso?

! Existem problemas interessantes cujas solucdes (exatas ou aproximadas) dependem

de solucGes para problemas de emparelhamentos?

Apods estudar este capitulo, esperamos que vocé saiba as respostas a essas perguntas.
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Problemas sobre tabuleiro de xadrez 13«53 € dominds

Problema 1. Considere um tabuleiro de xadrez 1§, cujas casas sdo quadrados 1 x 1.
Seja 1" o tabuleiro obtido de Tx.s removendo-se duas casas, uma no canto superior
esquerdo, e outra no canto inferior direito. E possivel cobrir 7" com 31 dominds 2 x 17

T ——

Problema 2. E se no problema acima, 7" fosse o tabuleiro obtido de 755, removendo-
se duas casas contiguas de qualquer lugar de T5.s?




Problemas sobre tabuleiro de xadrez 13«53 € dominds

Problema 1. Considere um tabuleiro de xadrez 1§, cujas casas sdo quadrados 1 x 1.
Seja 1" o tabuleiro obtido de Txys removendo se duas casas, uma no canto superior
esquerdo, e outra no canto inferior direito. E possivel cobrir 7" com 31 dominds 2 x 17
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Problema 2. E se no problema acima, 7" fosse o tabuleiro obtldo de T54g, removendo-
se duas casas contiguas de qualquer lugar de T5.s?
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2 Emparelhamentos Maximos

Emparelhamento maximal x Emparelhamento maximo

Um emparelhamento £/ num grafo é maximal se n3o existe nesse grafo um empa-
relhamento E’ que contém E propriamente. Um emparelhamento £ num grafo G é
Maximo se n3o existe em G nenhum emparelhamento de cardinalidade maior que |F)|.
OBS: Note que nem todo emparelhamento maximal é maximo. Claramente, todo

emparelhamento maximo é maximal. /
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Definicdo. Seja £ um emparelhamento num grafo G. Um caminho FE-alternante l

Ew- waix [y O

em GG é um caminho cujas arestas estdo alternadamente em F e em A(G)\ E. Um tal
caminho com ambos os extremos livres (em E) é chamado um caminho aumentador
(augmenting path).




> Caracterizacdo de emparelhamentos maximos

Teorema 5.1. (Berge, 1957)

Seja G um grafo e /. um emparelhamento em G. Temos que E é um emparelhamento

maximo se e sO se (G nao tem nenhum caminho FE-alternante com ambos os extremos
livres.

(Ideias)
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Prova. (a) Seja £ um emparelhamento maximo em G. Suponha que exista em G um caminho FE-alternante com

ambos os extremos livres. Seja
= (E\AP)) U (A(P)\ E) :{E A A(P).}

Claramente E' é um emparelhamento em G, e além disso, |E’| > |E|. Logo, F ndo é um emparelhamento maximo,
uma contradicao.
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Prova. (a) Seja £ um emparelhamento maximo em (. Suponha que exista em G um caminho F-alternante com
ambos os extremos livres. Seja

B = (E \ A(P)) U (A(P) \ E) — E A A(P).

Claramente £’ é um emparelhamento em G, e além disso, |E'| > |F|. Logo, £ ndo é um emparelhamento maximo,
uma contradicao.

(b) Vamos agora provar a afirmagdo reciproca. Para isso, considere um emparelhamento E em G e suponha que
ndo exista em GG um caminho E-alternante com ambos os extremos livres. Suponha que E n3o seja maximo. Tome um
emparelhamento maximo E* em G e considere o grafo

H:=G[E* A E].

Claramente, gp(v) < 2 para todo vértice v em H. Logo, cada componente de H é um circuito ou um caminho
com arestas alternadamente em E e em E*. Como |E*| > |FE|, deve existir um componente de H que é um caminho,
digamos P, que contém mais arestas de £* do que de F.

P O sk sk sk sk ok O AUARVATAA= 0 ko sk sk ok ) VVANINE () s ks sk ok O G/VENANIB sk sk sk k )

Ent3o, a primeira e a Ultima aresta de P pertencem a E*, e portanto os seus extremos nao sao cobertos por E. Logo,
P é um caminho E-alternante com ambos os extremos livres (em E). Mas isto é uma contradi¢do. Portanto, podemos
concluir que £/ é um emparelhamento maximo. 1



3 Emparelhamentos em grafos bipartidos
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Todos os resultados abaixo serdo provados em aula. Algumas vezes, serao discutidas
duas ou mais provas distintas. (Desejavel: conhecer pelo menos 2 provas distintas do

Teorema de Hall.)
Os dois teoremas desta secao sao centrais na teoria de emparelhamentos em grafos.

Teorema 5.2. (Hall, 1935)
Seja G um grafo (X, Y)-bipartido. Entdo

G tem um emparelhamento que cobre X se e sé se |Adj(S)| > |S| para todo S C X.
e —" —
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Prova 2 ( Por indugdo enD Exercicio para casa (com dica na aula))
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Corolario 5.3.
Seja G um grafo (X, Y)-bipartido. Se |Adj(S)| > [S| — k para todo S C X e algum
inteiro fixo k, entdo GG tem um emparelhamento de cardinalidade | X| — k.

Prova .
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Corolario 5.4.
Todo grafo bipartido k-regular com £ > 1 tem um emparelhamento perfeito.

Prova .
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Corolario 5.5.
Todo grafo bipartido k-regular com k& > 2 tem k emparelhamentos perfeitos dois a dois

disjuntos.

Prova . (Exercicio)

Definicao: Seja k£ um inteiro positivo. Um subgrafo gerador k-regular de um grafo
(G é chamado k-fator de G. Assim, um 1-fator de G é simplesmente um subgrafo
gerado pelas arestas de um emparelhamento perfeito de GG; um 2-fator é um subgrafo
gerador de (G que € uma unido de circuitos disjuntos nos vértices.

Corolario 5.6.
Todo grafo bipartido k-regular, £ > 1 tem pelo menos (g) 2-fatores distintos.
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Material Extra (curiosidade) - s6 esta pagina

O seguinte resultado, para grafos arbitrarios, é considerado um dos primeiros resultados
na teoria dos grafos.

Teorema do 2-fator (Petersen, 1891): Se G é grafo 2k-regular, £ > 1, entdo
o conjunto das arestas de (G pode ser particionado em £ 2-fatores arestas-disjuntos.
(Também dizemos simplesmente que GG admite uma decomposi¢do em k 2-fatores.)

(Ideia da prova: grafo euleriano + “splitting” de vértices.)
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