Introdugdo a Teoria dos Grafos (MAC0320/MAC5770) — IME-USP — Depto CC — lo. semestre 2020 — Profa. Yoshiko

Capitulo 4 — GRAFOS HAMILTONIANOS

PROBLEMA: “VOLTA AO REDOR DO MUNDO”

Em 1856, William Hamilton inventou o seguinte brinquedo: dado um dodecaedro em
cujos vértices estao indicados nomes de 20 cidades distintas, usando uma cordinha —
que pode passar apenas ao longo das arestas do dodecaedro — visitar cada uma das
20 cidades exatamente uma vez e terminar na cidade de partida.

Figura 1: William R. Hamilton
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Figura 3: Versao planar do brinquedo

O problema na linguagem de grafos

Encontrar no grafo acima um circuito que passa exatamente uma vez em cada um dos
seus Veértices.

Em homenagem a Hamilton: circuito hamiltoniano



Definicdo. Um circuito (resp. caminho) que contém todos os vértices de um grafo

é chamado hamiltoniano. Um grafo hamiltoniano é um grafo que contém um
circuito hamiltoniano.

Problema 1: Dado um grafo (&, decidir se GG é hamiltoniano.

Problema 2: Dado um grafo hamiltoniano 7, encontrar um circuito hamiltoniano.

Os problemas acima sdo dificeis! (O Problema 1 é NP-completo.) N3o se conhece
algoritmos polinomiais para se resolvé-los.



Teorema 4.1 (Condicao necessdaria para um grafo ser hamiltoniano)

Se G é um grafo hamiltoniano, entdo para todo conjunto n3o-vazio S C V(G),

(G- S) < |S|.
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Vimos que

¢(G — S) < |S] para todo conjunto ndo-vazio S C V(G) | Q‘)
— Vs

é C.N. (Condigdo Necessséria) para um grafo ser hamiltoniano. «—

Note que ela ndo é C.S. (Condigdo Suficiente).
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Condicoes suficientes para um grafo ser hamiltoniano
e

Teorema 4.2. (Dirac, 1952)

Se GG é um grafo simples de ordem n > 3 e g(v) >(n/2 jpara todo v € V(G), entdo GG
, . . m
é hamiltoniano. —

Prova 1. Suponha que a afirmac3do seja falsa. Entdo existe um grafo simples n3o-
hamiltoniano maximal G de ordem n > 3 tal que g(v) > n/2 para todo v € V(G).
— - T ——— . P —_ :
Ou seja, (maximal no sentido de que) GG é ndo-hamiltoniano, mas para qualquer par de
vértices ndo-adjacentes u, v em (G, temos que o grafo G 4+ uv é hamiltoniano.
~ , | a—— , ]
Claramente GG n3o é completo (todo grafo completo com pelo menos 3 vértices
é obviamente hamiltoniano). Portanto, existem vértices u e v nao-adjacentes em G.
. . . y; : .
Considere o grafo H := G+wuv. Pela maximalidade de (&, segue que H é hamiltoniano.
Logo, todo circuito hamiltoniano em H deve conter a aresta uv. Entdo G tem um
caminho hamiltoniano de u a v, digamos

P :=(u=uvy,v9,...,0, =v).
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Note que, se v; € adjacente a u, entdo v,_1 ndo € adjacente a v, pois senao
C = (’Ul, Vi, Vja1y .oy UnyUi—1,U;-92,... ,’Ul>

seria um circuito hamiltoniano em (G, contrariando a escolha de G.
Portanto, para todo vértice adjacente a u, existe um vértice de V(G) \ {v} que n3o

é adjacente a v. Mas neste caso,

X g(v) Sn—1—9<U)-

Como/g(u) > n/2,\temos que g(v) < n 5 —n/2 =n/2—1, uma contradi¢do. Logo,
a afirmacdo-¢-verdadeira, e o teorema es a provado.
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Prova 2./ldéntica a prova acima até a existéncia do caminho P. [A partir desse ponto,
substituir por:] o VED e

Sejam < - '—"’\\

U :={v;: v; éadjacente a u}, <

W :={v;: v;_1 é adjacente a v} {

Entdo U N W = (), pois caso contrério S =

S e
O: (Ulaviyvi+17'"Jvn7vi—lavi—27'"7vl> l/\/
seria um circuito hamiltoniano em (G, contrariando a escolha de G.
Por outro lado, comqu ¢ U U W )resulta que |U U W| < n) Logo, ew
n>|UUW|=|U|+|W|—-|UNW|=g(u)+gv)>n/24+n/2=+n.
h ~ .—“Vd
uma contradicao. u

;6 0

A prova do Teorema 4.2 motivou o seguinte resultado, cuja prova segue analogamente.
Note que o Teorema 4.2 € um corolario do Teorema 4.3.
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Teorema 4.3. (Ore, 1960)

Se G é um grafo simples de ordem n > 3 tal que

g(u) + g(v) > n para todo par u,v de vértices
. — e

entao (G é hamiltoniano.




O seguinte resuttado também foi motivado pela prova do Teorema 4.2. Note que a
prova é andloga a que fizemos para o Teorema 4.2.

Teorema 4.4. (Bondy & Chvatal, 1976)

Seja G um grafo simples de ordem n e sejam wu, v vértices ndo-adjacentes em G tais que

SEE— ——

/()/ (v) > n.

glu)+g

Entiao G é hamiltoniano se e so se (G + uv é hamiltoniano.
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O resultado anterior motivou a definicdo do conceito de fecho de um grafo e resultados
algoritmicos baseados nesse conceito combinado com o Teorema 4.4.

O fecho de um grafo GG, denotado por F(G), é o grafo que se obtém de GG
acrescentando-se recursivamente arestas ligando pares de vértices n3o-adjacentes cuja
soma dos graus é pelo menos |V ()| até que n3o exista mais nenhum tal par.

Exemplos:

o<1> | 2N 9@
N=G =
G
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FATO F: O fecho de um grafo é unico (independe da ordem em que as arestas sdo acrescentadas).

Da definicao de fecho de um grafo e do Teorema 4.4, temos imediatamente os seguinte
resultados.

Corolario 4.5. (Bondy & Chvatal, 1976)

Um grafo G' é hamiltoniandio se e s6 se F(G) é hamiltoniano.

Corolario 4.6.
Se F(G) é completo, entdo G é hamiltoniano. C% j

Na aula: algoritmo para encontrar um circuito hamiltoniano de um grafo (G, quando
temos um circuito hamiltoniano em F(G).

'



EXERCICIO: Provar o FATO F (unicidade do fecho de um grafo).
Prova.
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