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Def. Uma(arvore)é um grafo‘conexo aciclico) Uma floresta é um grafo aciclico (no
necessariamente conexo); ou seja, € um grafo cujos componentes sdo arvores. «FD k
lha.

Def. Numa arvore um vértice de grau 1 é chamado folha. 'E)“ﬂ ,@[l\a
a

Juntando as Proposicoes 3.1 e 3.2, e a definicdo acima, temos:

Colha,
Teorema 3.3. Um grafo conexo com n vértices é uma arvore se e so se tem exatamente
n — 1 arestas.

G conexo
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Corolario 3.4. Toda arvore n3o trivial tem pelo menos 2 folhas.

Prova (na aula). )
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Teorema 3.5. As seguintes afirmacdes a respeito de um grafo, G sdo equivalentes:

/N

(a) G é uma arvore. S\'\miales
(b) Entre quaisquer dois vértices de GG existe um tnico caminho.

(c) G é aciclico e se u, v sdo dois vértices distintos de (7, entdo G + uv tem exatamente
um circuito. (Isto é, G é um grafo aciclico maximal.)

(d) G é conexo e se e é uma aresta de GG entdo G — e é desconexo. (Em outras palavras,
GG é conexo e toda aresta de G é uma ponte.)

Prova. [Na aula veremos algumas implicacdes. Complemente em casa.]

(0«)-3; Cb) %“3& G uma a{*vme,) '3 Sgam n e YU dows
verhees clfm[i'mLDg de &G. Como § 2 conexo exisle um
camimho, 0['3‘""”5 j—)/ de U &, Su[»onlw\/ e
weishn em & um oudp cominho B de u a v Qa2



ttt |

- x
. : /1.
+ Syo % o frimiiro oerhice_an B Rl gue xe Q)

N

e O Sun SWCesSor em ? nao 3361, Sucessor de WK m Q

_—— _— —_——— — — — = — -_ = — -
-_— - = —_— — — — — -— —_— o — —

(?osslve\m ?.’Y\}‘Q) X = 1. )

o S@J@ \? o_—j?rg'xim_o_\iea/r%‘cz em ¥ c_x_fPa—err de x

_ — — — — —  — < =

@-ﬁj&—ﬁ-—%é \/(Q_,) . Cposs{velme'r#&, ‘g.—;«ﬁ.)

S\e/)a P’C‘{f GESJPr @%5 0 Secab de ?(@9}9@>

Gu vl de X a %(/Cvgaa uso de "1")
€l Py Q%
(O%S: Oudvo. oPho ria definir Y Como o

6' um C'AAT‘C(M"I'D em Gr 23



9on'z<§mo Jertice em Q aqnﬁ"\r de. x ’bﬂ:)ue,

% e v(®?) . \/%‘o, nas %‘30\%5 aumo. onde eshr[a_/;.)
Como chejamos Q Umo covx%ada‘%ai) a:a' Jue

G < acicdico | condluirims que. Q N e;q‘dﬁ)

5 Ywﬁa“;to o (prova, esln contplefe . O

G’)ﬁ (©) Clavamerle , & ¢ addico. Se G conkivesse
um, acvwi{*o) otl‘ﬂamos C 5 enfio endre %uajs?u_er qlois verhces
de C oxishriam dois cami‘r\hos disfitos ) covdvaw‘anobo
7. L\L]'DO%@S%' Seja.m U < v dois Brhees distmdos
de & . g"j“’ P v cammho em G gque var d&
voaw . Gddp T.w) < um civid em Grul



Su,rmnha, que G+ ur tenka dois civewitvs  dishindo s
d\jamvs C’1 ¢ C, ) ambos  conlenclo o aedn ur .

<dammewl~c em G+ur e existe aircido semL

o aegle wr.> Neste enso, C,—ur e Cz-ud'

$&o agminhos distimtos de v P wem &

convariando a \n&j)c;)fes_e Logo) G+un co*n}e{m
wn U~

um Unico civeuto | 7
& e

(C) ‘—‘?(d) Sﬂam U 2 verhees dishrifos OQCZ‘)
NRo mdjacenks. Como & ¢ ocldico ¢ Gtuvr

L



conlen um  Civewto , clavamente tal orvewbo  conlim
a. avas\n uv-. R@mow.\ndoﬁse, O amﬁu uv- desse,
o{iju, oblemos um mmin'mo de U ‘Fm u em (5.
rl)whﬂo) G e Ccowexo .

89& e=7(ﬂ umo. ar‘es,‘a. de Gy . gu,Fo'n\ncL Qr\ue,

G -2 Se)Ja coneyo - Sk exisfe em Gre um
Cam\’n}\o) d.fcjamos 2, de _'a.va?_c . Nesle CaSo} ? ng)

2 um oirwto em G , Conhariando @ pré”"esz de.
e G e acdelico ?orhrﬂ:o) G -2 ¢ desconexo

2 O @rovn. doo wfl’fmagaso es)a’ comfP)e-\u , .
(2)= (@)

)



EXERCICIO 25. Prove que se G € um grafo conexo com n vértices e exatamente n
arestas, n > 1, entdo G contém um dnico circuito.

EXERCICIO 26. Prove que se G é um grafo simples com pelo menos 5 vértices entdo
ou GG ou o seu complemento GG contém um circuito.

Def. Uma arvore geradora (spanning tree) de um grafo G é um subgrafo gerador de G
que é uma arvore. (Lembramos que um subgrafo 7" de G é gerador se V(T') = V(G).)

Exemplos:
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Corolario 3.6. Todo grafo conexo contém uma arvore geradora.

Prova (na aula). ?ro\ﬂ{
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CPVD\M» >. S\ﬁa, T wma dyvore em Cﬁ com o e
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Vértice-de-corte (ou vértice separador).

Num grafo G um vértice v € um vértice-de-corte se o conjunto das arestas de G

pode ser particionado em dois subconjuntos n3o-vazios A; e A, tais que os subgrafos i
G[A)] e G[A,] tém apenas o vértice v em comum. S G=K, edfan o eu Tnico VRTNCL
' S ¢ \Brhice-de-cote
| 20 & \eriice-de-corle -
OBS: Se G é um grafo sem lacos entdo a definicio acima é equivalente a: v é um
vértice-de-corte se ¢(G — v) > ¢(G), isto é, o nimero de componentes de G — v é

maior do que o numero de componentes de (.
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Teorema 3.7. Em uma 4rvore um vértice v é um vértice-de-corte se e sé se g(v) > 1.
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Corolario 3.8. Todo grafo conexo ndo-trivial, sem lacos, tem pelo menos 2 vértices
que nao sao vértices-de-corte.

Prova (na aula). Sej& 6{ wm %TO-YO conexo NOD ”LriViaﬁ, “Tome.
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Como T £ nd ’Mvn‘aﬁ) T Ten TJe\o wmenos duas %o\\nas)
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Corolario 3.9. Todo grafo conexo n3o-trivial G tem um vértice v tal que G — v é
conexo.

EXERCICIO 27. Seja G um grafo. Prove que uma aresta o de G' é uma aresta-de-corte
se e so se «v ndo esta contida em nenhum circuito de G.

EXERCICIO 28. Seja G um grafo conexo e o« uma aresta de GG. Prove que o pertence
a todas as arvores geradoras de GG se e so se o € uma aresta-de-corte de G.

EKERC\/d\D : El verdade QY\AE«) Re, q Q, um ca/y-aFg coNexXo
Com 1:)2*0 mews 3 verfices , Qy\j{f‘o G +om (r\)e)o 'me‘nvs)

dois Véfh‘ces X o % ‘1’0%‘8 9\’%6 GI“ {2,13}

—

(o c?rof/o Yue reeultn de G vemovendo -se lc 2 ﬁ)
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