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Capitulo 9
GRAFOS PLANARES

Neste capitulo estudaremos alguns resultados fundamentais sobre grafos planares.
Veremos alguns conceitos basicos, o conceito de grafo dual, a Férmula de Euler, e
apresentaremos uma prova do Teorema de Kuratowski (1930) que caracteriza grafos
planares.

1 Conceitos basicos

Um grafo GG é planar se pode se desenhado no plano de modo que quaisquer duas de
suas arestas nao se intersectam, exceto em extremos que sejam comuns a ambas. Um tal
desenho no plano de um grafo G é chamado uma imersao plana ou representacao
plana ou um mapa de G. Quando GG é planar, dizemos também que G é imersivel

no plano. N
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Um grafo plano é um grafo planar que esta imerso no plano.

< X
Grofo tano Ga Girafe ofﬂano G

'R&‘oreserr\a.g’ée‘s ‘P@nas ke um YnESmMo 3mFo Ga

\ . .
0 g@
<\ %
Gim,ge rPQa’no L\\ GTO\-F) ?lamo (—\7_ Cfm.(o ?Qa-no Jt-]g
'Ro.vmsen’\ug“ée‘s ”P()anas Che Um MESMO iju H




Dado um grafo plano (G, removendo-se todas as curvas e os pontos que representam
as arestas e os vértices de (7, o que resta sdo regides conexas, chamadas faces.

(Imagine que o desenho est4 feito na areia de uma praia, e que desenhamos as arestas
e os vértices escavando sulcos com um bastao; agora, olhe esse desenho, ignorando os
sulcos que sdo as arestas e os Vvértices; o que se vé sdo algumas regides conexas, nas
quais ndo ha nenhum sulco, a ndo ser em sua fronteira.)

Note que sempre ha uma face ilimitada. Tal face é chamada face externa (ou
infinita). Os grafos planos G1 e G5 tém 4 faces.
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A fronteira de uma face é o passeio fechado formado pelas arestas e vértices no
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fecho da face. Um circuito de um grafo plano é chamado circuito facial se é fronteira
de uma face.



Dizemos que uma face é incidente aos vértices e arestas na sua fronteira. Se « é
uma aresta-de-corte, entdo apenas uma face é incidente a «. Se o n3o é uma aresta-
de-corte, entdo ha exatamente duas faces incidentes a «, e neste caso dizemos que «
separa essas faces.

O grau de uma face f, denotado por gr(f), é o nljme?,lro de arestas incidentes
a f, onde as arestas-de-corte sdo contadas duas vezes.
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Dizemos que duas imersdes planas sdo equivalentes se a fronteira de uma face
em uma imersao sempre corresponde a fronteira de uma face em outra imers3o. As
imersoes planas G; e GG9 ndo sdo equivalentes: a fronteira da face externa de (G5 nao
corresponde a fronteira de nenhuma face de (.
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Dizemos que um grafo tem uma uUnica imersao plana quando todas as suas
imersGes planas sdo equivalentes. (FATO: “Grafos planares 3-conexos tém uma dnica
imers3o plana”. Usaremos esse resultado mais adiante.)

Ny A

= 9\-u\ \ra.\evrk S

K‘t {Im UmQ ti\r\kco: imerSao ’?ano»



Curva de Jordan: curva continua que nao se auto-intersecta e cujo inicio coincide

com o seu término.

Se J é uma curva de Jordan, entdo J divide o plano em duas regides: o interior de

J (int(J)) e o exterior de J ( ext (J)).

Teorema de Jordan. Se J é uma curva de Jordan, entdao dado um ponto u em
int(J) e um ponto v em ext(J), qualquer curva ligando u a v deve intersectar J em

algum ponto.
.
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Usando o teorema acima, podemos provar que os grafos K5 e K33 nao sao planares.
(Veremos mais tarde uma outra prova.)



Teorema J.1. O grafo K; nado é planar.
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Teorema J.2. O grafo K33 ndo é planar.
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Grafo Dual (de um grafo plano)

Seja G um grafo plano. O dual de GG, denotado por G*, é o grafo definido da seguinte
maneira:

(a) a cada face f de GG fazemos corresponder um vértice f* em G*;

(b) a cada aresta e de G fazemos corresponder uma aresta e* em G*, tal que e* liga
dois vértices f* e h* se e s se as faces f e h em (G sdo separadas por €.

Notacdo: Vamos denotar por F'(G) o conjunto das faces de G.

Temos que [V(G")| = [F(G)] e [A(GT)| = [A(G)].
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IMPORTANTE: O conceito de grafo dual$ sé faz sentido para grafo plano.
C——— e T~~~ ——
FATO: Se G € um grafo plano, entdo G* é um grafo planar.

FATO: Seja G um grafo plano. Entdo G = G*"se e somente se G é conexo.
f———————
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OBS: Um grafo planar pode ter representaces planas distintas cujos duais ndo sdo
isomorfos. Vejam como ficam os duais das seguintes representacoes planas de um
mesmo grafo

g(f*) = gr(f) para toda face f € F(G).

Com isso, segue imediatamente o seguinte resultado.

Teorema 9.1. Se GG é um grafo plano, entdo Zgr(f) =2 |A(G)|.
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2 A Formula de Euler e suas consequéncias

Teorema 9.2. (Férmula de Euler) Euler, 1750
Se G é um grafo plano conexo, ent3o

V(G| = [AG)] + |[F(G)] = 2.
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Corolario 9.3. Todas as representacdes planas de um grafo planar conexo tém o
mesmo numero de faces.
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Corolario 9.4. Se G é um grafo planar simples com n > 3 vértices e m arestas,
entdo m < 3n — 6.
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Corolario 9.5. Se G é um grafo planar simples, entdo §(G) < 5.
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Corolario 9.6. Se G é um graﬁc&lanar simples com n > 3 vértices e m arestas,
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Corolario 9.7. O grafo K; ndo é planar.

Prova. No K Tames Fu ’Y\:\\/C\és)\:s e M= \ACK{)\: lo.
) IN-G6=9 . L.oao) m #: IN-G .
?‘:A‘mﬁtb , /!\wlo va?a'rio 3.4 R Ks mao &' /\JQ:\T\(IY‘. )

Neste, caso

Corolario 9.8. O grafo K33 ndo é planar.
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OBS: O grafo completo K5 é um grafo n3o planar com o menor niumero possivel de
vértices, e K33 é um grafo ndo planar com o menor niimero possivel de arestas. (Todo
grafo ndo planar tem pelo menos 5 vértices e 9 arestas.
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Definicio: Uma triangulacao plana é um grafo plano no qual a fronteira de cada
face tem exatamente 3 arestas (cada face é limitada por um triangulo).
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E9.1,) Mostre que todo grafo com no maximo 3 circuitos é planar.

E9.2. Encontre um grafo simples G com sequéncia de graus (4,4, 3,3,3,3) tal
que (a) G é planar; (b) G n3o é planar.

E9.3) Mostre que o complemento de um Seja G um grafo planar simples com
11 vértices. Mostre que o complemento de GG n3o é planar.

E9.4, Generalize a Férmula de Euler para grafos planos n3o conexos.

E9.5. Dizemos que um grafo plano GG é auto-dual se G = G*. Prove que: (a)
Todas as rodas W, (n > 3) sdo auto-duais. (b) Se G é auto-dual com n vértices
e m arestas, entdo 2n = m + 2. (c) Construa outra familia infinita de grafos
auto-duais.
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