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Caṕıtulo 8

Conexidade - Teorema de Menger

1 Introdução

Neste caṕıtulo, os grafos considerados são sem laços. Seja G = (V,A) um grafo
conexo, e S ⇢ V ou S ⇢ A. Se G � S é desconexo, então dizemos que S separa
G. Se em G�S dois vértices x e y pertencem a components distintos, então dizemos
que S separa x de y. Exemplos:
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• Para k � 2, dizemos que G é k-conexo se G ⇠= Kk+1 ou G tem pelo menos k+2
vértices e não existe S ⇢ V , |S| = k � 1, tal que S separa G. [Um grafo G é
1-conexo se e só se G é conexo e não trivial.]

• Para k � 2, dizemos que G é k-aresta-conexo se G tem pelo menos 2 vértices e
não existe F ⇢ A, |F |  k � 1 tal que F separa G. Grafos com aresta-de-corte
são grafos 1-aresta-conexos.
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• O maior valor de k para o qual G é k-conexo é a conexidade de G, denotado por

(G).

• O maior valor de k para o qual G é k-aresta-conexo é a aresta-conexidade de
G, denotado por

0(G).

Ex:

[Se G é k-conexo, então (G) � k.]

[Se G é k-aresta-conexo, então 0(G) � k.]

• Def: (G) = 0 (resp. 0(G) = 0) se G é trivial ou desconexo.

(OBS: em inglês, esses parâmetros são chamados connectivity e edge-connectivity).
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Exerćıcio 8.1. Seja G um grafo simples. Prove que (G) = 0(G) se G é uma
árvore ou um circuito ou um grafo completo.

Exerćıcio 8.2. Seja G = (V,A) um grafo sem laços. Prove que

(G)� 1  (G� v)  (G) 8v 2 V.

0(G)� 1  0(G� e)  0(G) 8e 2 A.

Exerćıcio 8.3. Seja G o grafo de Petersen. Determine (G) e 0(G).

Lembramos que �(G) denota o grau ḿınimo de G.

Proposição 9.1 Se G é um grafo não trivial, então

(G)  0(G)  �(G).

Prova. (a) É fácil ver que 0(G)  �(G). Basta notar que se v é um vértice de grau
ḿınimo em G, então o conjunto das arestas incidentes a v é um conjunto que separa
v dos demais vértices de G. Portanto, o grau ḿınimo de G é um limitante para 0(G).
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(b) Vamos provar que (G)  0(G). Suponhamos que G seja conexo. Seja k :=
0(G), e seja F ⇢ A(G) um conjunto separador com k arestas. SejamX e Y conjuntos
disjuntos de vértices de V (G) tais que X [Y = V (G), e as arestas de F são da forma
xiyj, onde xi 2 X e yj 2 Y . Seja X 0 ✓ X o conjunto dos extremos das arestas em
F contidos em X . Claramente, |X 0|  k.
Se G�X 0 é desconexo, então (G)  k, e a prova está completa. Caso contrário,

temos que X = X 0. Neste caso, para cada xi 2 X 0, temos que g(xi)  k (pense
por que vale isso). Como pelo item (a), �(G) � k, conclúımos que g(xi) � k, donde
segue que g(xi) = k para todo xi em X 0 (e �(G) = k).
Tome x1 em X 0, e chame de Z o conjunto dos k vizinhos de x1. Se G � Z é

desconexo, então Z é um conjunto separador de G, e temos que (G)  k. Caso
contrário, G�Z é um grafo trivial (formado apenas pelo vértice x1). Como �(G) = k,
todos os vértices de Z devem ter grau k. Neste caso, G ⇠= Kk+1, e portanto (G) = k.
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Por simetria

,
conclui-se que

•
todo vértice de Y é extremo
de uma aresta em F .

y

•

glgjt-hv-yjem.FI#...OConsidere qe X e Z = Adjçç) adjacentes
Então IZI =L .
- Se G- Z é desconexo

,
então kk) EL .

- Se G- Z é conexo
,
então VEDIZ = {ser}

{mo gG) =L Ave ZU {xD
,
concluímos que G km ,

portanto , KG) =L .
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Se P é um caminho de x para y, dizemos que P é um xy-caminho. Se P e Q
são xy-caminhos, dizemos que P e Q são caminhos independentes se P e Q têm
apenas os vértices x e y em comum.

Teorema 9.2 (Menger, 1927) (um resultado min-max)

Seja G um grafo conexo, e s, t vértices distintos de G.

(a) Se s e t não são adjacentes, então o número ḿınimo de vértices que separam s de t
é igual ao número máximo de st-caminhos independentes.

(b) O número ḿınimo de arestas que separam s de t é igual ao número máximo de
st-caminhos arestas-disjuntos.

Prova. [OBS: Há provas que fazem uso do Teorema max-flow min-cut, e que são feitas
primeiramente para o caso de grafos orientados. Desses resultados são deduzidos os
resultados para o caso não-orientado - caso da versão aqui considerada. Veremos uma
prova sem usar tal teorema.]
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Prova da afirmação (a).
Seja G um grafo conexo, e s, t dois vértices distintos de G, não-adjacentes.

Seja k o número ḿınimo de vértices que separam s de t.

Se k = 1, o resultado é imediato. Suponha que k � 2. Suponha que a afirmação
(a) seja falsa. Tome k � 2 ḿınimo tal que existe um contra-exemplo para a afirmação
(a) para tal k. Seja G um contra-exemplo (para esse k ḿınimo) com o menor número
posśıvel de arestas. Então em G há no máximo k�1 st-caminhos independentes. Além
disso, não existe x em V (G) tal que x é adjacente a s e a t; pois em caso contrário,
G� x seria um contra-exemplo para k � 1.

Seja W ⇢ V (G) um conjunto que separa s de t, tal que |W | = k.

• Suponha que nem s e nem t sejam adjacentes a todos os vértices de W .

Seja Gs (resp. Gt) o componente de G�W que contém s (resp. t).

Construa grafos G1 e G2 da seguinte forma:

9

O

.

¥

,

ao
:

Haxixe"

! ¥? %
.

do Pl f-A



G1 = (V1, A1), onde V1 = {s0} [ W [ V (Gt), e A1 = {s0w : w 2 W} [
A(G[W [ V (Gt)]);

G2 = (V2, A2), onde V1 = {t0} [ W [ V (Gs), e A2 = {wt : w 2 W} [
A(G[W [ V (Gs)]).

Em G1 o número ḿınimo de vértices para separar s0 de t é k. Como G é
um contra-exemplo ḿınimo, então em G1 há k s0t-caminhos independentes.
As seções desse caminhos de W para t só têm o vértice t em comum. Em
particular, para cada w 2 W , um desses caminhos é um wt-caminho.

De maneira análoga, conclúımos que em G2 há um sw-caminho para w 2 W .
Concatenando, para cada w 2 W , um sw-caminho (emG2 com um wt-caminho
(em G1), obtemos k st-caminhos em G, contrariando nossa hipótese.

10

•

•

Gaf 9-¥ÜÍ :#*
- _

.

Íiiãnosinleressa
€4&

Ge Gs

sr .€Ü :#e ¥!G.i
e- -

•

IV KIVCGJI peixe ⇒ qe Gznãosão contra - ex . e. ④



11

acata

&

W G, Gr
.

i.EE#:EEE.EE i.ee:0#ez:.Zi
É, = *.

a
"←çÇ÷¥÷£ç:*"
neia • ④



Vamos então analisar a outra possibilidade que resta.
•• Para cada conjunto W com k vértices que separa s de t, pelo menos um entre s e
t é adjacente a todos os vértices de W .

Seja P = (s, x1, x2, . . . , xp, t) um st-caminho mais curto em G. Então p � 2,
e pela minimalidade de G, no grafo G� x1x2 podemos encontrar um conjunto
W0 de k � 1 vértices que separa s de t. Note que W0 não separa s de t em G
(senão G teria k � 1 vértices que separam s de t).

Se W0 contivesse x1 (resp. x2), então W0 seria um conjunto st-separador de
G com k � 1 elementos, uma contradição. Logo, x1, x2 /2 W0.

Neste caso,
W1 := W0 [ {x1} e

W2 := W0 [ {x2}

são k-conjuntos que separam s de t.
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Pela escolha de P , sabemos que t (resp. s) não é adjacente a x1 (resp. x2). Pela
hipótese deste caso (••), temos que s (resp. t) é adjacente a todos vértices de
W1 (resp. W2). Neste caso, tanto s como t são adjacentes a todos os vértices
de W0. ComoW0| = k�1 � 1, temos uma contradição (pois um vértice deW0

seria adjacente tanto a s quanto a t, situação que já descartamos inicialmente).
Completamos assim a prova da afirmação (a).

Prova da afirmação (b). [Explicação em aula: considerar um grafo-aresta (line-graph)
apropriado que se obtém de G e aplicar a afirmação (a).]
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- Aplicamos o Teorema 8.2k) ao grafo 9
"

, sit
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Versões pt grafos orientados ( análogas)
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Teorema 8.2' ( Menger, 1927) versão p , grafos orientados- -
(dígrafos )

Seja D um dígrafo conexo, e s ,t vértices distintos de D .

(d) Suponha que stead) . O número de vértices

::÷÷÷::÷:÷: *:

(b) O número de azotes cuja remoção destrói
todos os st- caminhos orientados é igual ao
númeromáximode st-caminhos çntçdç?
aresta

- disjuntos em D .-- - -- - - -- -
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Prof . (a)
(E) se G contém k can . indep. entre quaisquer dois vértices, então
µ I > k e q não pode ser separado por menos do que te
vértices . Logo , G é G-conexo .

⇐ ) suponha que G aja E- conexo e que a tenha
vértices s

,
t quef-

---±ã±±±±.EE#EE..FE-E-EamItEsIEf . Pelo Teorema 8.2 (a) ,
se t são adjacentes . Seja 9

'
= G- st . Entao G' contém

f-

no máx p . Pelo Teorema 8.2(a)
, podemos separar

[em G há no máx .
E- t stcamindep . ⇒ em 9' há no max .

k-zst-cam.indep .]
• ⑧
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set em 9 ' por um gt WE VGD com
.
Como

IVCG) 13h , existe pelo menos um vértice yef .
-

WU { sit } em G .

íüü

s•⑧¥
em 9-W os vértices set pertencem a ampm .# .

=
#

= Então em G- W o vértice y está separado dea.

ÍÉÍ.ioGIGA
s out . Suponhamos , spg , queypãtja
preparado de s .

Neste caso
,
WU HJ é

um conjunto separador de G ( pois separa y de s) .

Mas

isto é uma contradi@ , pois IWU htt I Eh-1 e q é E- conexo
,2--80

Loxley,
em G

, quaisquer panes de Ática set são conectados sor

E caminhos independentes .
-

(b) Segue imediata do Teorema 8? (b) .

•④
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Teamenngçr : em G
'

,
# = ISI

,
onde

- eu

P = ôfto de çardinali máx . de xy-cam.indep.eu G
'

.

5 = gta min . de vértices que separam × e y .

É fácil ver que ( pensar nos detalhes da prova)

tempos) e _
Os xy.com .

em P são

µ de compilo 3 .
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( Proposição)
seja a um grafo conexo . Dado WC VCG) e xe VEDIW

,
dizemos

| que um leque
#

é um conjunto de IWI caminhos de x a -W que
dois a dois têm apenas o vértice X em comum .
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SI . (a)(⇒ ) seja WCVCG) um IWI =L e XEVEDW . Seja a ' o grafo

g) ; f vei)
= VED U { YJ ( get uca) )

assim definido .

AGI= A U { yw : wew }
ao

a.â÷
9µm#
L

q é a- conexo ⇒ a
'
é h- como ↳%farijjp.my

Aplicando -se o Teorema de Menger 8.2 (a) a G? x, y , concluímos que

existem hzj-c.am . indep . em G
"

. Logo, existe essa um leque x.N .
^

ao i⑤
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(b)# Pelas hipóteses sobre G segue imediata que G)

• Sejam site VCG) .

• When Note qe tag 17k .

FORTÉ
O .(a) Se existir, seja WEADJCSJ tal que IWI=L e TÉW .

Neste caso
,
como q tem um leqeetiw

,

entao em 9 há
W

k st- cam . indep .

~
ao : .

(b) seja weaajcs) tal que lwt-ketefw.sn#@D.W '

considere Wtfwlft ) ups} . Por hipótese , a tem um leque t-W '

Logo , em G há kst-camindep . Pelo Carol
. 8.3cal

,
G é A. Foxo?É
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,
a prova está completa . •a ⑦
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• Suponhamos que I nao contém xp . ( clara,e , HPII a KH )
Os vértices 4 , → Xp , que

ocorrem em I particionam I em

Rcp , digamos Ir , Iz , _ . _ , IR E veja a figura acima) .

Como q é (ha) - conexo
,

entao q tem um leque xáw ,
onde

✓
= {s ,t , xp , _ . , xp. , } . Sejam Qr , Qa , - , Qktr os htl caminhos

que vão de GIN e que estão no leque qínt . Para cada caminho
Qi (reis hn) , chame de yi o primeiro vértice em Qi que

pertence a VCP) . Como há hr caminhos no leque xp-W ,
e há

k sempre , _ , Pr , então há 2. vértices
, digamos Ye , ymu , que

pertencem a uma mesma seãuo (digamos Rj) . Suponha que ye ocorra
[
arestas que pertencem

à

antes de ym em I
.
Neste caso

,
se removermos de I se de ye afim④

e substituirmos por aê .
Qm
,
obtemos um st- caminho que contêm xn, -→ser .

Da
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EXERCÍCIO
Seja G um grafo conexo com grau mínimo SCG)=L > 1 .

-mm

Prove que G contém um caminho (xr, xa, -→ xp ) tal que
G- { xp , xa, - - - da } é conexo .

-

[Dois . Seja ler , xa, -→ Xg ) um caminho mais longo em G .

Note que g7kt 1 . Suponha que 9 - per . -→ ser} é
desconexo

,
e seja (go.gr , . - ; ym) um caminho mais longo

em um componente C que não contém Xereta .
Então

fdp) Em ,
mas yo não pode ser ligado a

1-m dos veihos x, . - - , seu - ]

•④
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PI .

Seja *⇒ Kira, -→ ser , - - → 4)
um Em Y

t
e seja E- Gen . ..ir ) . Entao oferta, pai sabia .

Vamos mostrar que 9- {ser , -→Xp} é conexo .

• Suponha que isso não ocorra .

÷i¥¥ÂÍÍ÷¥:*
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k€0

tem
,

.

←FÉ.tn#EF&
seja xj o

'

vátce Â#_ xg
emR que é adja p há safam vértices (pois g. tem pelo menos tem vizinhos em P )

Neste caso
,
o caminho (violeta) R = ( ym , ymi , _ . . , yo , xj , Xjts

- - '

Mg ) qz ⑧tem cumprimento maior que o de Q .
Absurdo ! Vá
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,

tal que G-F
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