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« Capitulo 8

A
CONEXIDADE - TEOREMA DE MENGER
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1 Introdugio “interesse, + medida, (5o Sote [Fraca ... )

Neste capitulo, os grafos considerados sdo sem lacos. Seja G = (V, A) um grafo
conexo, e S C VouS CA. Se G— S é desconexo, entdo dizemos que S separa
(G. Se em G — S dois vértices x e y pertencem a components distintos, entao dizemos

que S separa x de y. Exemplos:
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e Para k > 2, dizemos que GG é k-conexo|se G = K1 ou G tem pelo menos k£ + 2
vértices e ndo existe S C V, |S| = k — 1, tal que S separa GG. [Um grafo G é
1-conexo se e s6 se GG é conexo e n3o trivial ]

1 - Conexo 9 -conexo 3 -contxo
( conexo)
e Para k > 2, dizemos que GG é|k-aresta-conexo jse G tem pelo menos 2 vértices e

ndo existe ' C A, |F| < k — 1 tal que F' separa G. Grafos com aresta-de-corte
sao grafos 1-aresta-conexos.




e O maior valor de k para o qual G é k-conexo é a conexidade de (G, denotado por
k(G).

e O maior valor de k para o qual GG é k-aresta-conexo é a aresta-conexidade de
(7, denotado por

k' (G).
Ex:

[Se G é k-conexo, entdo k(G) > k.]
[Se G é k-aresta-conexo, entdo x'(G) > k.]

e Def: k(G) =0 (resp. k'(G) =0) se G é trivial ou desconexo.

B

(OBS: em inglés, esses parametros sdo chamados connectivity e edge-connectivity).
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EXERCICIO 8.1. Seja G um grafo simples. Prove que k(G) = k'(G) se G é uma
arvore ou um circuito ou um grafo completo. v

EXERcicIO 8.2. Seja G = (V, A) um grafo sem lacos. Prove que
K(G) — 1< k(G —v) <k(G) YweV. /
K'(G)—1<K(G—-e)<KI(G) Ve e A.

EXERCICIO 8.3. Seja GG o grafo de Petersen. Determine x(G) e /'(G).

Lembramos que §(G) denota o grau minimo de G. E@ Q

K(4)=2
K(Gv)=1

Proposicdo 8.1 Se G é um grafo n3o trivial, entio %@\)S K‘@)S S@) |
\L \\
RG) < H(G) <SG, 1 2 3
(b)

Prova. (a) E facil ver que x'(G) < §(GG). Basta notar que se v é um vértice de grau
minimo em (7, entdo o conjunto das arestas incidentes a v é um conjunto que separa
v dos demais vértices de G. Portanto, o grau minimo de GG é um limitante para x'(G).

/“\ 6(6) < gl ¥

\4'@  min {'@M: \re\/(a)}
) T ) &




(b) Vamos provar que x(G) < '(G). Suponhamos que G seja conexo. Seja k :=
k' (@), eseja ' C A(G) um conjunto separador com k arestas. Sejam X e Y conjuntos
disjuntos de vértices de V(G) tais que X UY = V(G), e as arestas de F' sdo da forma
z;y;, onde x; € X ey; € Y. Seja X' C X o conjunto dos extremos das arestas em
F' contidos em X. Claramente, | X'| < k.

Se G — X' é desconexo, entdo k(G) < k, e a prova esta completa. Caso contriério,
temos que X = X'. Neste caso, para cada x; € X', temos que g(x;) < k (pense
por que vale isso). Como pelo item (a), 0(G) > k, concluimos que g(x;) = k, donde
segue que ¢(2;) = k para todo z; em X' (e 6(G) = k).

Tome 21 em X', e chame de Z o conjunto dos k vizinhos de 1. Se G — Z é
desconexo, entdo Z é um conjunto separador de GG, e temos que k(G) < k. Caso
contrario, G — Z é um grafo trivial (formado apenas pelo vértice z1). Como §(G) = k,
todos os vértices de Z devem ter grau k. Neste caso, G = K}, 1, e portanto k(G) = kD.

o G- X' desconexo = K(G)S%t/

o
o G-X'conexo = X=X

(Vamos analicar moui3>
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Se P é um caminho de x para y, dizemos que P é um xy-caminho. Se P e ()
sao xy-caminhos, dizemos que P e () s3ao caminhos independentes se P e () tém

dp€nas os vértices x e Yy em comum.
— p
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Teorema 8.2 (Menger, 1927) (um resultado min-max)
Seja G um grafo conexo, e s, t vértices distintos de G.

(a) Se s e t ndo sdo adjacentes, entdo o nimero minimo e vértices que separam s de ¢
é igual ao numero de st-caminhos independentes.

(b) O nimero minimo de arestas que separam s de t é igual ao nimero maximo de
st-caminhos arestas-disjuntos.

Prova. [OBS: Ha provas que fazem uso do Teorema max-flow min-cut, e que so feitas
primeiramente para o caso de grafos orientados. Desses resultados sdo deduzidos os
resultados para o caso n3o-orientado - caso da versdo aqui considerada. Veremos uma

prova sem usar tal teorema.]
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Prova da afirmacdo (a).
Seja G um grafo conexo, e s, t dois vértices distintos de G, ndo-adjacentes.

Seja k o nimero minimo de vértices que separam s de t.

Suponha que a afirmacio
ra-exemplo para a afirmacao

Se k = 1, o resultado é imediato. Suponha que
(a) seja falsa. Tome k > 2 minimo tal que existe um
(a) para tal k. Seja G um contra-exemplo (para esse k minimo) com o menor niimero
possivel de arestas. Entao em G ha no maximo k —1 st-caminhos independentes. Além
disso, ndo existe x em V(G tal que x € adjacente a s e a t; pois em caso contrario,

: W
(G — x seria um contra-exemplo para k — 1. e

/\_, T
Seja W C V(G) um conjunto que separa s de t, tal que |W| = k. :—\\// 3

e Suponha que nem s/e nem t/sejam adjacentes a todos os vértices de V. %
Seja G (resp. G¢) o componente de G — W que contém s (resp. t). G =%
Construa grafos (G; e (G5 da seguinte forma: y-

by )= ,\.(j?fc
§'£ .
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Em G; o ndmero minimo de vértices para separar s’ de t é k. Como G é
um contra-exemplo minimo, entdo em (1 hd k s’t-caminhos independentes.
As secoes desshe.:ﬁcaminhos de W para t s6 tém o vértice t em comum. Em
particular, para cada w € W, um desses caminhos € um wt-caminho.

De maneira analoga, concluimos que em G5 ha um sw-caminho para w € W.
Concatenando, para cada w € W, um sw-caminho (em G5 com um wt-caminho
(em (G1), obtemos k st-caminhos em (5, contrariando nossa hipdtese.
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Vamos entdo analisar a outra possibilidade que resta.
ee Para cada conjunto W com k vértices que separa s de ¢, pelo menos um entre s e
t é adjacente a todos os vértices de V.

Seja P = (s, 21, x9,...,%,t) um st-caminho_mais curto em . Entdo p > 2,
e pela minimalidade de G, no grafo G — x1x9 podemos encontrar um conjunto
\I(J:a’ —5 W, de k£ — 1 vértices que separa s de t. Note que 1V, n3o separa s de t em GG
&*\ (sendo G teria k — 1 vértices que separam s de t). "
aft

Se W, contivesse x1 (resp. ), entdo W seria um conjunto st-separador de

G com k — 1 elementos, uma contradicdo. Logo, x1, o & W, /
Neste caso, o~ T
Wii=WoUim} e (X) (/jul:l; iumxgz;ﬁ‘(a—ex
Wy :=WyU {xy}
sao k-conjuntos que separam s de t. X G) 1L‘§’6’55€ um Szramdor
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Pela escolha de P, sabemos que ¢ (resp. s) ndo é adjacente a 1 (resp. x3). Pela
hipétese deste caso (ee), temos que s (resp. t) é adjacente a todos vértices de
W1 (resp. W3). Neste caso, tanto s como t sdo adjacentes a todos os vértices
de Wy. Como Wy| = k—1 > 1, temos uma contradigdo (pois um vértice de W
seria adjacente tanto a s quanto a ¢, situagdo que ja descartamos inicialmente).
Completamos assim a prova da afirmag3o (a).

Prova da afirmacg3o (b). [Explicagdo em aula: considerar um grafo-aresta (line-graph)
apropriado que se obtém de (G e aplicar a afirmacdo (a).]
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OBS: Existem 4 versGes do Teorema de Menger: para grafos (ndo-orientados) e para
grafos orientados (ou digrafos), e em cada caso temos a versdo para caminhos disjuntos
nos vértices e para caminhos disjuntos nas arestas. [Veremos isso na aula.]
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Corolério 8.3 [Caracterizacao de grafos k-conexos e k-aresta-conexos.]

(a) Para k > 2, um grafo G é k-conexo/se e s6 se )G tem pelo menos 3 vértices e para

quaisquer dois vértices/s e t de G existem/k )st-caminhos independentes.

(b) Para k > 2, um grafo G é k-aresta-conexo se e sé se G tem pelo menos 3 vértices
e para quaisquer dois vértices s e t de (G existem k st-caminhos disjuntos nas arestas.
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