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COLORACAO DE VERTICES

@

1 Introducao os 2o
Neste capitulo sé trataremos de grafos simples. Uma coloracao dos vértices (ou sim-
plesmente, uma coloracao de vértices) de um grafo é uma atribuicdo de cores a todos
os seus Vértices tal que vértices adjacentes recebem cores diferentes. Mais formalmente,
uma coloracao de vértices de um grafo G é uma particdo de V(G) em conjuntos
independentes ou estaveis (alguns eventualmente vazios).
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Se {Xi,...,Xi} é uma particdo de V((G) em conjuntos independentes, dizemos
que cada conjunto X; € uma’cor e k£ ¢ o numero de cores. Neste caso, dizemos
também que GG tem (ou admite) uma k-coloracao. Quando dizemos que GG admite
uma k-coloracdo, entdo isto significa que é possivel colorir os vértices de G com no
maximo k cores.
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Quando G admite uma k coloracao também dizemos que G é k colorivel. [Note
que se G é k-colorivel, entdo G é p—colorlvel para todo p > k.] —'\ ’

Note que no caso de coloracdo de vértices, o termo “vértice” fica subentendido em
algumas defini¢des (diferentemente do caso de coloracdo de arestas em que dizemos
k-aresta-coloragdo ou k-aresta-colorivel).
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PROBLEMA 1: Suponha que uma industia precisa armazenar varias substancias quimicas.
m se estiverem préximas, podem reagir entre si, causando algum estrago.
Essa indlstria gostaria de armazenar essas substancias quimicas num menor numero de
armazéns distintos, de modo a evitar estragos. Como resolver esse problema?

N

SOLUCAO: Construir um grafo (G, onde cada vértice corresponde a uma substancia
quimica. Dois vértices de (G sdo adjacentes se e sé se as substancias correspondentes ‘-J
reagem entre si. Uma coloracdo dos vértices de G que usa o menor niumero possivel de

cores resolve o problema.

PROBLEMA 2: Num evento serdo oferecidos n cursos (todos com 1 hora de duragio).

Marticipantes seleciona um subconjunto de menos do que n cursos que
gostaria de frequentar. O organizador precisa decidir em quais horarios alocar os n
cursos de modo que os participantes consigam fazer os cursos desejados, e os cursos
sejam alocados num menor nimero de horas. Discutir estratégias possiveis, caso a
solucao encontrada requeira n horas, e o organizador decida atender apenas um bom
nimero de participantes (ndo todos). . |




2 Coloracoes minimas

7/

E facil encontrar uma coloragdo dos vértices de um grafo (basta colorir cada vértice
com uma cor diferente). Temos interesse em usar poucas cores. Uma colora¢do de
vértices € minima se o numero de cores usadas por essa coloracdo € o menor possivel.

_——

PROBLEMA DE INTERESSE: Dado um grafo, obter uma coloracdao de vértices que
seja minima.

O problema acima é dificill (E NP-dificil.) A/

NN

O nimero cromatico de um grafo GG, denotado por x(G), é o menor k tal que
G é k-colorivel. Se x(G) = k, entdo dizemos que G ¢é k-cromatico.

Este capitulo estuda a relagcdo entre o niimero cromatico e outros parametros do grafo.
Ele comprova, por exemplo, a intuicdo de que x(G) é tanto menor quanto menor o
grau maximo de (G, e tanto maior quanto maiores sdo as cliques de GG. [Definigdo: um
subgrafo completo de um grafo G é chamado uma clique.]
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ExERcicio E7.1. Exiba um grafo com duas coloracées minimas diferentes.
ExERcicio E7.2. Qual é o nimero cromatico do grafo de Petersen?

ExERcicio E7.3. ["Como proteger um museu”] (dificil) Um museu de arte tem uma
grande sala cujo contorno é um poligono fechado, ndo necessariamente convexo, com
n lados. Queremos postar guardas em alguns dos vértices do poligono de modo que
cada ponto da sala possa ser visto por pelo menos um dos guardas (o angulo de visdo
de cada guarda s6 é limitado pelas paredes da sala). Mostre que |n/3| guardas sdo

suficientes. Mostre que ha salas que precisam de |n/3].(Veja o livro “Proofs from the
BOOK", de Aigner & Ziegler, Springer 1991).

Kartin Aigner - Gunle

Proog; from THE BOOK
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3 Algumas delimitacoes superiores

Para obter uma delimitag¢do superior, digamos f(G), do nimero cromético de um grafo
(G, basta mostrar a existéncia de uma colora¢do com f(G) cores. Eis uma delimitag¢do
superior muito simples, que reflete a intuicao de que um grafo com poucas arestas tem

ndmero cromatico pequeno: T TS
——
——
Teorema 7.1. Para todo grafo G = (V, A) temos que x(G) < 1+ \/2 |A\ + 1.
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Considere agora uma delimitacdo mais sofisticada. Ela confirma a intuicao de que
X(G) é tanto menor quanto menor for o grau maximo de G.

Teorema 7.2. Para todo grafo GG, temos que x(G) < A(G) + 1.

e : - , , .
Prova 1) Por induc3do no nimero de vértices de G.
(Prova 2. Heuristica gulosa.)

e IVCG)\:J) 0 Y’CSM"\"&dO e {W\ed\'a:‘b \ S'quth %v_‘_ \V(o, \>q ) \/
“Tome  um \le’ﬂ'fce. G‘;w‘aajs"u.ﬁr 2z de G e considere o O)M/Yn H = G—z ,

4

gejl {X'\) o )%} umar Cﬁ@;mﬁio mawna H/\.

(10)



Come A AE), Tmos S @A@)M.

(a) SC t < AG)+ {, erdad ?odewms bt a 26
oo cor dishwla dag & cores usadas &M i , olotend.o

o otoragen {6,566, - X A G s

MU H
Qo

() s &= 8@t | A Al)-Rt. Como )< s0)
%\‘%\c uma, losge  Xe @iﬂ e,

~ N / '
2 MOD e ad\gc e A Ywn\\wwv \r%)ﬂch

NQSE Q%0 ) o cLonamed A\ c@om:;?(-L
OM@"O(O o /&~O,5€Wab /

oty ) KR, a6




PY'OVU, 2; ( er{s%‘m/ 6(‘105‘0,> ’3?256? CO/OUN}?,

Sejn A= AR) < IV\=IVC6$)I -

Vamos aolovir cada verlice, com uma das @res 4, 2, =) AIH- :

8 Qovts(d&rc’. uma. ev\u.mera,sb.b Wew 'V;‘)'\T?_)._)'\)‘m} dos Vf""“cei
ot (R A ")ar{'ir dessa enumeracan, cons (deve Se%uﬂodqlmc%t
coda vértce ”Por VB%,) 2 anlaua_ & U a Mmensy Cor

dfs\)ow'.'rc@ (e, o menov mterre moo usado Tava colorir

os Viynhos de W gue es\® evhve es vrfica \f{,.-.,’%,\).




Mais ?Tedsameh’)t, o S @ o @

1\, /\J_r
OQX,'\\OQQCLCEW’\QDU@\:\'\%'UZI LA 7
@ 'l;—_:?.. . \“‘ B h/aj OD\OV‘\‘CLO-S% % gt’_\ w©,
° anuom\b <M \ 23
\ " — . una. cov”
o g'e/)a, c O menov \ere(vo . usade P Oo\orw'
I, . @m );[\_ A&l}
os wertiss e A ) A {3 Y
* O_\ﬂ\ou.q, o cor & v Uy ?/a\n\om:ra.

o U= '\\.."1"1 |V

C\avam@m) Moo wois do Q)fw Ax| cops sab usedos Dot o
’\wocedi.mw’ba.



A delimitacao dada no teorema anterior ¢ a melhor possivel ja que existem grafos G
para os quais x(G) = A(G) + 1. Exiba grafos com essa caracteristica.
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O interessante é que, se excluirmos tais grafos, podemos provar uma delimitacio
melhor. E o que garante o Teorema de Brooks, que veremos a seguir.

Uma das provas que veremos é relativamente simples. Ela é baseada em arvore-BP
(arvore de busca em profundidade — DFS-tree). Mas para isso, precisamos do seguinte
resultado (cuja prova n3o faremos aqui).

LEMA BP. Os dnicos grafos para os quais toda arvore-BP é um caminho hamiltoniano
sdo os circuitos, os grafos completos e os grafos completos bipartidos regulares (K, ,,).

K 6
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Teorema 7.3. (Teorema de Brooks, 1941)
Se GG é um grafo conexo que n3o é completo e nem é um circuito impar, entao

X(G) < A(G).

Prova 1 (usando arvore-BP)
Seja C :={1,2,...,A}, onde A := A(G).

Caso 1. G[ndo é|um grafo regular.

Seja & um vértice de grau minimo, e seja 1, uma arvore-BP de G com raiz x. Faca
uma coloragdo de G usando a heuristica gulosa (vista na prova do Teorema 7.2) com
as cores em C, selecionando a cada iteracdo uma folha da subarvore de 7). induzida
pelos vértices ainda n3o-coloridos. Note que, no momento de colorir uma folha f, tal
folha é adjacente em T, a pelo menos um vértice ainda n3o-colorido; e portanto, f é
adjacente em G a no maximo ¢g(f) —1 < A — 1 vértices coloridos. Portanto, uma das
cores em C pode ser atribuida a f. Finalmente, no momento de colorir a raiz x, como
g(x) < A, existe uma cor disponivel que podemos atribuir a .






Caso 2. (G é um grafo regular.

Se (G é um circuito par ou um grafo bipartido completo regular, entdo claramente
X(G) =2 < A. Suponhamos entdo que G seja distinto desses grafos.

Caso 2.1. (G tem um vértice-de-corte.

Seja v um vértice-de-corte. Entdo G = G U Gy, onde G1 e Gy s3o conexos e
V(G1)UV(Gs) ={v}. Como G é regular, entdo G| e Gy ndo sdo regulares. Pela
prova do Caso 1 (acima), temos que x(G1) < A(G;), i = 1,2, e ndo é dificil verificar
que x(G) = max{x(G1), x(G2)} < A.

Ny
A@G) = 4 Gy
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Caso 2.2. (G ndo tem vértices-de-corte (ou seja, G é 2-conexo).
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— .

Seja T uma arvore-BP de GG que n3o é um caminho (tal T existe pelo Lema BP).
Seja x um vértice de T' com pelo menos 2 filhos, digamos y e z. Como GG é 2-conexo,
entdo G — y e G — z sdo conexos. Entdo y (resp. z) é uma folha de T" ou tem
descendentes préprios que sdo adjacentes a ancestrais de x. Entdo G' = G — {y, 2} é
conexo.

Seja T" uma arvore-BP em GG’ com raiz x. Atribua primeiramente a cor 1 aos vértices
y e z (note que eles ndo sdo adjacentes). Faca em seguida uma coloragdo de 7" com
a heuristica gulosa definida no Caso 1 (ndo deixando de levar em conta as arestas
adjacentes a y ou z). Note que, no momento de colorir a raiz x, como atribui?nos a ]
cor 1 aos vértices y e z (vizinhos de x), existe uma cor disponivel para atribuirmos a x.
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Prova 2 (usando ideia das cadeias de Kempe) (em aula) Teorema de Brooks
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