Proposigao 1.6. Se G contém pelo menos um circuito entao cint(G) < 2 diam(G) + 1.

Prova. Seja C' um circuito em G de comprimento minimo. Suponhamos que ||C|| > 2 diam(G) + 2.
Entao existem vértices u,v em C tais que do(u,v) > diam(G) + 1. Como em G a distancia entre
esses vértices é no maximo diam(G), existe em G um caminho minimo P de u a v tal que P nao é
um subgrafo de C. Sejam z, y vértices de P tais que a secao P, de P que vai de x a y tem pelo
menos uma aresta nao pertencente a C' e além disso, intersecta C' precisamente nos vértices x e y.
Entao ambas as se¢des do circuito C' que vao de y a = tém comprimento no maximo || Py, j& que
a concatenacao de qualquer uma dessas secoes com P, forma um circuito em G, e sabemos que C
é de comprimento minimo. Logo, ||C| é no méximo 2 || Py||, e portanto, no maximo 2 diam(G),
contrariando a hipdtese assumida. m

e CARACTERIZACAO DE GRAFOS BIPARTIDOS

Proposicao 1.6. Um grafo é bipartido se e s6 se ndao contém circuitos impares.

Prova. Seja G um grafo bipartido com biparti¢ao (X,Y) e seja C' = (v1,vg,...,v) um circuito
de G. Sem perda de generalidade, suponha que v; € X. Entao vo € Y, v3 € X, e de modo geral,
v; € X set é impar, e v; € Y se ¢ é par. Como v; € X, entao v € Y, e portanto k é par, ou seja,
C é um circuito par.

Vamos agora provar que se G é um grafo sem circuitos impares entao GG é bipartido. E suficiente
considerar o caso em que G é conexo. Suponha entao GG conexo, escolha arbitrariamente um vértice
w, e defina os conjuntos:

X :={veV(G): d(v,w) é par};
Y ={veV(G): d(v,w) é impar}.

Vamos provar que (X,Y’) é uma biparticao de G. Para isso, vamos tomar dois vértices quaisquer
u e v em X e provar que esses vértices nao sao adjacentes.
Sejam
P um caminho mais curto de w a u,

() um caminho mais curto de w a v.

Se R ¢ um caminho em G, e z, y sao vértices de R, denotamos por R;, a secao de IR que vai
de z a y.

Seja z o vértice comum a V(P) e V(Q) tal que, em @) nenhum outro vértice que ocorre depois
de z pertence a P. [Ou seja, as se¢oes @,y € Py, de @ e P, respectivamente, tém apenas o vértice
z em comum. Pensar por que existe tal vértice z.]

Pela escolha de P e @, segue que ||Py.|| = |[|Qu:||- [Por que?] Neste caso, como P e @ tém
comprimento par, concluimos que ||P.,| e ||Q.y|| tém a mesma paridade. Logo, P,!'Q., é um
caminho de comprimento par de u a v. Se u fosse adjacente a v entao tal caminho juntamente
com a aresta vu formaria um circuito impar em G, contrariando a hipétese. Logo, u e v nao sao
adjacentes.

Analogamente, conclui-se que quaisquer dois vértices de Y nao sao adjacentes. Portanto, (X,Y")
é uma biparticao de G, ou seja, G é bipartido. m



