Teorema 1 (de Brooks, 1941). Se G ¢é um grafo conezo que nao € completo nem circuito
fmpar, entdo x(G) < A(G).

Dem.: Por inducao em |V (G)|. Seja G um grafo conexo que nao seja completo nem circuito
fmpar. Considere A := A(G). Primeiro, notemos que se A = 1, entao cada componente de
G é um grafo completo, entao este teorema nao é aplicavel neste caso. Depois, notemos que
se A = 2, entdo G é um caminho ou circuito par, entdo vale o teorema para tal G.
Assumamos entdo que A > 3. Desta forma, o caso base seria um grafo com 4 vértices,

digamos G. Como A = 3 e G ndo é completo, entdo hd exatamente dois vértices nao-

adjacentes em G. Logo, hd uma 3-coloragao em tal grafo.

Seja n > 4.
Hipétese de Indugdo: Seja G um grafo conexo que nao seja completo nem circuito impar. Se
[V(G)| £ n, entdo x(G) < A.

Con31deremos G um grafo conexo que ndo seja completo nem circuito fmpar tal que’

|V(G)| = n + 1, e vamos supor que

X(G) > A. ; \ (1)

Seja v um vértice qualquer de G. Consideremos H := G — v. Entédo, x(H) < A. Com
efeito, como |V/(H')| < |[V(G)|, para todo componente H' de H, pela hipétese de indugao
temos que x(H') < A(H') < A, amenos que H' seja um 01rcu1to impar ou um grafo completo.
Neste caso, x(H') = A(H') +1 <A ,

Logo, H possui uma A-coloracao. Diante disto, podemos afirmar que go(v) = A.
Sendo, haveria uma das A cores' de H disponivel para ser atribuida a G, e G possuiria uma
A-coloragao, contrariando (1). : : ‘

Como H possui uma A-coloracao mas G ndo possui, podemos afirmar que

- [Toda A-coloracéo de H usa todas as A cores nos vizinhos de v. ; (2)

De fato, se houvesse alguma coloragao que nao usasse todas as A cores nos vizinhos de v,
novamente terfamos uma cor disponivel para atribuir a v, o que seria uma A-coloragao para
G, novamente contrariando (1). 2 ’ ;

Em vista disso, seja {V},V5,...,Va} uma A-coloragao de H, e consideremos v; € V; o
vizinho de v colorido com a cor i, para cada i =1,2,...,A.

Seja Hy; .= H [V UVj] o subgrafo de H 1nduz1do pelos vértices de cor 7 ou j, para todo
1 # j. Diante disto, € certo que

’?ara todo i # j, v; e v; pertencem a um mesmo componente C;; de Hj;. I 2. 3)

De fato, se (3) nao valesse, poderfamos permutar as cores ¢ e j em um dos componentes
de H;; e teriamos entao que v; e v; seriam da mesma cor, o que contraria (2).
Dessa forma, afirmamos que

Ci; é um caminho de v; até 'vj.’ : (4)

Com efeito, primeiro notemos que todos os vizinhos de v; em H .devem possuir cores
duas a duas distintas. Sendo, poderfamos recolorir v;, contrariando (2). O mesmo vale para

1

\



v;. Entao, considere P um caminho de v; até v; em H;;. Se P # Cj;, entdo existe algum
vértice em P, digamos w, que possui pelo menos trés vizinhos da mesma cor. Desta forma,
em H, terfamos que seriam usadas, no maximo, A — 2 cores nos vizinhos de w. Por isso,
seria possivel recolorir w com uma cor diferente. Neste caso, a secdo de P que vai de v; ao
predecessor de w seria um componente de H;; e a segao de P que vai de v; ao predecessor de
w seria outro componente de H;;, contrariando (3).

‘Agora, analisemos os caminhos C;;. Sejam i ., k cores distintas da A- coloragao de H.
Entao :

Os caminhos Cij e Cy se intersectam apenas em v;. : (5)

De fato, se existisse w € C;; N Ci, entao w teria d01s vizinhos de cor j e dois vizinhos de
cor k, o que, em G, implica que hd, no maximo, A — 2 cores distintas nos vizinhos de w,
sendo possivel recolorir w com uma cor diferente. Com isso, v; e v; ficariam em componentes
distintos de Hjj, contradizendo (3). :

Notemos que devem existir vértices v; e v; nao-adjacentes em G Caso contrério, supo-
nha que todo v; seja adjacente a todo v;, parai,j = 1,2,...,A. Desta forma, G = Ka,1,
contrariando a suposi¢ao de que G néo seja um grafo completo. ' :

Assim sendo, sem perda de generalidade, consideremos que v; e v, sejam nao-adjacentes.
Seja H" := H[V; UV, U Vi e seja :

ClZ > {Uhul;uZ:' e 7up7v2}

[

a componente de H” que liga v; a vy e

CIS = {Ul'aw17w27-'~)wq7v3} - ‘ A
a componente de H” que liga vy a v3, com p > 0e ¢ > 0. Se w; tiver a cor 1 e w; tiver a
cor 3, é certo que w;w; € A(H"). De fato, se u; e w; fossem adjacentes, entdo w; teria trés
vizinhos da mesma cor, o que permitiria atribuir uma cor diferente a w; e fazer com que v;
e v3 ficassem em componentes distintas em H”, contrariando (3). :
Consequentemente, podemos entao permutar as cores de Ci3, obtendo C/,, sem invalidar
_a coloragao de H. Desta forma, vz passa a ter a cor 1 e v; passa a ter a cor 3. Em vista
disso,

~

1. Se v, for adjacente a v3, a existéncia do caminho Cj, implica que v, teria dois vizinhos
da cor 1: vz e u,. Por conseguinte, seria possivel recolorir v, com uma nova cor e
atribuir a cor 2 a v, obtendo uma A-coloragao para G.

2. Se vy néo for adjacente a v, entdo existe o caminho C45 que vai de v até v, alternando
entre as cores 1 e 2. Como vy possui apenas um' vizinho de cor 1, o vértice Up, temos
que €35 deve se intersectar com C; neste vértice, contrariando (5)

Portanto, temos uma contradigdo ao assumir que x(G) > A Por conseguinte, segue
que x(G) < A.. - : ; &



