7 NUMEROS DE RAMSEY

7.1 TEORIA DE RAMSEY

Em 1927, Frank Plumpton Ramsey [1903 - 1930], légico inglés, provou
no seu trabalho de teoria dos conjuntos o que se chama hoje de Teorema
de Ramsey, um teorema que abriu novas portas para o estudo de combi-
natoria. Atualmente, devido a vastas pesquisas sobre o assunto, a area
conhecida como Teoria de Ramsey é bem estabelecida na matematica.
Essa teoria procura encontrar regularidades dentro de uma estrutura
larga e cadtica. Segundo as palavras de Theodore S. Motzkin: “A
completa desordem é impossivel.”

Neste capitulo, apresentaremos o Teorema de Ramsey e varios corola-
rios.

7.2 TEOREMA DE RAMSEY

Vamos lembrar o Principio da Casa dos Pombos: se colocamos n + 1
pombos em n casas, entdo alguma casa vai receber mais de um pombo.
Embora simples, este principio é uma poderosa ferramenta para obter
resultados de existéncia. O Teorema de Ramsey pode, a grosso modo,
ser visto como uma generalizacdo do principio da casa dos pombos.

Teorema 7.1 (Teorema de Ramsey, versdo para grafos). Dados inteiros
positivos n e m, existe um inteiro positivo N tal que, se G é um grafo com
pelo menos N vértices, entdo G contém uma cépia do grafo completo K,
ou contém uma cépia do grafo vazio K,,.

Uma afirmacao que descreve bem o Teorema de Ramsey ¢é a seguinte:
Dados inteiros positivos n e m existe um inteiro positivo N tal que,
em qualquer conjunto de N pessoas, sempre existem n pessoas que se
conhecem mutuamente ou m pessoas que se desconhecem mutuamente.
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O nimero de Ramsey, denotado por r(n,m), é o menor N que
satisfaz a condicao acima. Nao é dificil ver que as seguintes propriedades
valem para r(n,m).

1. Para todo inteiro positivo n, valem r(n,1) =1 e r(n,2) = n;

2. Para todo inteiro positivo n e m, vale r(n,m) = r(m,n).

Uma outra forma de definir o nimero de Ramsey ¢é utilizando colora-
¢oes. Dado um inteiro positivo k, uma k-coloragdo de um grafo G é uma
fungdo c: E(G) — X, onde X é um conjunto de cardinalidade k. Muitas
vezes, vemos a coloracdo ¢ como a parti¢do {c¢~(z) : z € X} de E(G)
induzida pela pré-imagem de c¢. Os elementos de X sdo chamados cores
da coloracao c.

Dada uma coloragao ¢ de um grafo G, um subgrafo H C G e uma
cor i, dizemos que H é monocromatico de cor ¢ se toda aresta de H
possui cor i em G.

Portanto r(n,m) é o o menor inteiro positivo p tal que para toda
2-coloragao de K, digamos, em verde e azul, existe um subgrafo K,
monocromatico de cor verde ou um subgrafo K,,, monocromatico de cor
azul.

Exercicio 7.1. Mostre que todo grafo com 6 vértices contém uma cépia
de K3 ou uma cépia de K3. Mostre que essa afirmagdo nao vale para
grafos com menos do que 6 vértices. Conclua que 7(3,3) = 6.

O resultado a seguir afirma que o nimero r(n,m) estd bem definido
para todos inteiros positivos n e m.

Teorema 7.2 Para todos inteiros positivos m > 2 e n > 2,
existe r(n,m) e

r(n,m) <r(n—1,m)+r(n,m—1).
Demonstragdo. Vamos provar por indugdo em m + n.
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Note que, para n = 1 ou n = 2, temos r(1,m) =1 e r(2,m) = m,
para qualquer m.

Suponha que n > 3 e m > 3, e que, para todos n’ e m’ tais que n/ +
m’ < n+m, exista r(n',m’).

Se G é um grafo com r(n — 1,m) + r(n, m — 1) vértices, entdo vamos
mostrar que G contém uma copia do grafo completo K, ou contém uma
cépia do grafo vazio K,,. Pelo principio da casa dos pombos, existe um
vértice v em G tal que dg(v) > r(n —1,m) ou dg(v) > r(n,m — 1).

Suponha que exista v em G tal que dg(v) > r(n —1,m). Seja H =
G[Adj(v)]. Pela hipétese de indugdao, H O K,,—1 ou H 2 K,,. No
primeiro caso, basta tomar o K,,_1 em H e a estrela com centro v. O
segundo caso é 6bvio.

A demonstracao para o caso em que existe v tal que dg(v) > r(n, m—1)
¢ analoga, tomando H = G[Adjz(v)]. O

Teorema 7.3 (Erdés & Szekeres, 35 |
tivos m e n, vale que

]). Para todos inteiros posi-

n—1

r(n,m) < <n+m—2).

Demonstragdo. Vamos provar por inducdo em n + m.

Ja vimos que, para n =1 ou n = 2, temos r(1,m) =1 e r(2,m) = m,
para qualquer m.

Suponha que n > 3 e m > 3, e que, para todos n’ e m’ tais que n’ +
m/ < n + m, vale a desigualdade do enunciado.

Em particular, vale que

-3 -3
r(n—1,m) < nm e rinm—1)< ntm )
n—2 n—1
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E facil ver que
k k—1 k—1
= + )
p p—1 p
Logo,

r(n—1,m)+rm—1) < <n+m—3> + <n+m—3>

n—2 n—1

O]

Um (n, m)-grafo de Ramsey é um grafo com r(n,m) — 1 vértices que
nao contém K, e nem K,,.

Nao é dificil ver que C5 é um (3, 3)-grafo de Ramsey; e o Wagner graph,
que é o grafo Cg com cordas ligando vértices opostos é um (3, 4)-grafo
de Ramsey. Observe que ambos os grafos provam que r(3,3) > 5
er(3,4) > 8.

Em geral, para mostrar o valor exato de r(n,m), basta exibir
um (n,m)-grafo de Ramsey com r(n,m) — 1 vértices. Porém, é di-
ficil explicitar um (n, m)-grafo de Ramsey para quaisquer n e m.

Poucos valores de r(n,m) sdo conhecidos. A tabela abaixo mostra
alguns deles ou os intervalos que os contém. (Possivelmente alguns
dados podem estar desatualizados.)

3 4 5 6 7 8 9 10

3 6 9 14 18 23 28 36 40-42

4 18 25 36—41 49-61 58-84 73-115 92-149
5 43-49 58-87 80-143 101-216 126-316 144-442
6 102-165 113-298 132-495 169-780 179-1171
7 205-540 217-1031 241-1713 289-2826
8 282-1870 | 317-3583 331-6090
9 565-6588 581-12677
10 798-23556

Valores de r(n,m)
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Um problema famoso relacionado ao Teorema de Ramsey é determinar
ou estimar o nimero r(n) = r(n,n). Ja sabemos que r(1) =1, r(2) = 2
e 7(3) = 6. EE um bom exercicio provar que 7(4) = 18. Sabe-se somente
que 43 < r(5) < 49.

Pelo Teorema 7.3, obtemos

r(n) < (2:_‘12) <

para alguma constante ¢ > 0. [Para prova a ultima desigualdade, usar o
seguinte fato: n! = /27 n"t1/2e"e™  onde Wlﬂ <rp < ﬁ]

A melhor estimativa inferior é devida a Erdés, que utilizou o que
chamamos hoje de método probabilistico, um poderoso método que é
utilizado fortemente em varias pesquisas atuais. Ja vimos o uso de tal
método no capitulo anterior.

Teorema 7.4 (Erdds, 1947). Para todo inteiro positivo n > 3,

r(n,n) > {Z"NJ .

Demonstragdo. Fixe um conjunto V' com cardinalidade p = {2"/ 2J, e

considere G, a classe de todos os grafos sobre V. Entao |gpy = 9N , onde
N = (). B
Afirmamos que existe G € G, tal que G 2 K,, e G 2 K.
Seja H,, a classe dos grafos de G, que contém K,, como subgrafo. Para
cada S C V, com |S| = n, o nimero de grafos em G, nos quais S induz

um subgrafo completo K,, ¢ 2V~ onde M := (}). Entdo

7
I, < PloN-M _ P oN-M
n n!
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Sabemos que p < 22, Logo, p" < 27*/2 Para n > 3, temos 2/2 <
n!/2. Assim

1/n
n/2\ /" 1
(2 ) < <2n.
1/n
212 < (;m)
i/n
on/z < <1n!> 2"
2
n2/2 1 M

Assim, temos que
pr< 22 < (;W) oM

Portanto,

H,| < p”l,2N*M < <1n!) oM LoN-nr _ gN-1
n! 2 n!

Seja H o conjunto dos grafos em H, e seus complementos, isto é, o

conjunto dos grafos que contém K,, ou K,. Como |G,| = 2V e |H| <

2|H,| < 2N temos que H é um subconjunto préprio de Gp. Ou seja,

existe G € G, \ H, como querfamos. O

Thomason, em 1988 |
tal que

], provou que existe uma constante ¢ > 0

r(n+1) < (n+ 1)71/2Fe/vlies(ntl) <2n)
n
Em 2009, Conlon | | provou o seguinte resultado, que melhora

sensivelmente o resultado de Thomasson. Existe uma constante ¢ > 0
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tal que

r(n + 1) < n—clogn/loglogn <2n>
B n

Algumas conjecturas na Teoria de Ramsey ainda estdo em aberto.

Conjectura 7.5 Existe uma constante k (talvez k = 1) tal que r(n) =
2(+0(W)n hara todo n.

Conjectura 7.6 O limite lim 7(n)"/" existe.
n—oo

Erdos ja sabia as seguintes estimativas em 1947, que provamos anteri-

ormente
V2 < lim infr(n)l/" < lim sup r(n)l/" < 4.
n—o0 n—00

Assim, ele propds no mesmo ano o problema de encontrar o limite,
caso ele exista. Erdés ofereceu 100 délares para quem resolver a Con-
jectura 7.6 e 250 ddlares para quem conseguir calcular o limite, caso
exista.

Teorema de Ramsey com mais cores

O Teorema de Ramsey garante que ao colorirmos as arestas do grafo
completo de ordem 7(n, m) com duas cores, digamos azul e verde, existe
um subgrafo completo monocromatico de cor verde de ordem n ou de
cor azul de ordem m. A seguir, veremos que o Teorema de Ramsey
continua verdadeiro no caso em que temos mais do que duas cores.

Teorema 7.7 (Teorema de Ramsey com k cores). Fixe k inteiros positi-
vos quaisquer p1,...,p. Existe um inteiro positivo n tal que para toda
k-coloracao das arestas do grafo completo de ordem n existe um subgrafo
completo de ordem p; monocromatico de cor 7, para algum 1 <17 < k.

Demonstragao. Seja r(pi,...,pr) o menor n que satisfaz o Teorema
de Ramsey com k cores. Por inducdo em p; + ps + ... + pi, mostremos
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que

Pe) <2+ > (ri—1),

1<i<k

T(php% s

onde r; = r(p1,...,pi — 1,...,pr) para todo 1 < i < k.

Observe que, se existe ¢ tal que p; = 1, entao r(p1,p2,...,pr) = 1.

Suponha que todos os p;’s sdo maiores que 1 e que a afirmacao vale
parapy +p2+...+pr — 1.

Sejan =2+ << (1 — 1). Fixe uma k-coloragao das arestas de K,
e v um vértice de K,,. Pela escolha de n, existe 7 tal que o vértice v possui
pelo menos r; incidentes arestas de cor 7. Considere o grafo G' = G —v.
Pela hipdtese de indugdo, temos dois casos:

1. O grafo G’ contém uma cépia K, 1 monocromética de cor i;

2. O grafo G’ contém uma cépia K, monocromética de cor j # i.

No segundo caso, ndo ha nada para fazer. Suponha entdo que nao
ocorreu o segundo caso. Como v possui pelo menos r; arestas de cor ¢
incidentes, temos que K, possui um subgrafo K, monocromatico da
cor 4, como queriamos. ]

Teorema de Ramsey para hipergrafos completos

Estenderemos a versao de grafos do Teorema de Ramsey para hipergrafos.
Um [-grafo é um par de conjuntos G = (V, E) tal que E C (‘l/) ={U C
V : |U| =1}. Um l-grafo completo de ordem n, denotado por Kg), é

um [-grafo de ordem n e de tamanho (7).

Lema 7.8 (Principio da Casa dos Pombos). Sejam k, pi,..., px na-
turais. Se 32F | (pi — 1) + 1 objetos s@o coloridos com k cores, entdo
existe pelo menos p; objetos monocromaticos da cor 1.

Demonstragdo. Suponhamos que exista uma k-coloracio dos Zle(pi —
1)+1 objetos tal que toda cor ¢ possui no maximo p; —1 objetos coloridos
com essa cor. Neste caso, hd no maximo Zle (pi — 1) objetos, uma
contradigao. O
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Teorema 7.9 (Teorema de Ramsey para hipergrafos). Para todo inteiros
., Pr existe um inteiro positivo n tal que para toda k-

)

positivos p1, ..
coloracao das arestas do I-grafo completo K,(ll existe um subgrafo KI(,IZ.)

monocromatico da cor 7.

Demonstragido. Mostremos, por indugao dupla em [ e p; + ...+ pg, que

R(l) (p17p2) o

onde R; = RO (py,...,pi — 1,...,p).

Para [ = 1, temos, pelo Lema 7.8, que RV (p1,pa, ...
igual a Y8, (p; — 1) + 1.

Suponhamos que o teorema vale para um k-colorac¢do do (I — 1)-grafo
completo. Mostremos, por inducdo em p; + ...+ pi, que o teorema vale
para uma k-coloracao do [-grafo completo.

,pk) S 1+R(l_1)(R17R27"°7Rk)7 (71)

,Pk) existe e é

(

Se algum p; é menor que [, entdo o grafo completo Kpli) tem cor 1.
Logo
R(l)(p17p27 cee 7pk) - min{Ph cee 7pk}

Suponhamos que a desigualdade (7.1) vale para p; +...+pg — 1. Pela
hipétese de indugdo (tanto a interna quanto a externa), R; existem,
para todo 1 < i < k.

Sejan = 1—|—R(l_1)(R1, ..., Ry). Fixemos uma k-coloragao das arestas
de KT(Ll) e v vértice de Knl). Pela escolha de n, temos que existe ¢ tal
que o vértice v possui pelo menos R; arestas de cor ¢ incidentes. Temos
dois casos:

1. Existe um subgrafo Kéi)_l tal que suas arestas tem cor ;

2. Existe um subgrafo KI()? com j # i tal que suas arestas possuem a
cor j.

Se ocorrer o segundo caso, ndo ha nada para fazer. Suponhamos que
ocorreu o primeiro caso. Como v possui R; arestas de cor ¢ incidentes e
nao ocorreu o segundo caso, temos que K,(ll) possui um subgrafo KI()?
monocromatico da cor i. O
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7.3 NUMERO DE RAMSEY PARA GRAFOS ARBITRARIOS

Pela definigdo do ntimero de Ramsey r(n, m), queremos encontrar grafos
com quantidade de vértices suficientemente grande para conter uma
copia de K, ou K,,,. Podemos generalizar o ntimero de Ramsey substi-
tuindo K, e K, por dois grafos G1 e G2 com |V (G1)| = ne |V (Gs)| = m.
Neste caso, definimos o nimero de Ramsey generalizado.

Definicdo 7.10 Sejam n e m inteiros positivos e G1 e Go grafos
com ordem n e m, respectivamente. O numero de Ramsey generali-
zado r(G1,G2) é o menor inteiro positivo p tal que qualquer grafo G
de ordem p ontém uma copia de (G1 ou seu complemento contém uma
copia de Gs.

Claramente r(n,m) = r(Kp, K,). Ademais, para todo grafo Gy e G
com ordem n e m, respectivamente, vale r(G1,G2) < r(n,m). Isto
mostra que r(Gq,G2) estd bem definido. Entretanto, pode ocorrer
que r(G1, G2) seja muito menor que r(n, m) se G1 e Gy forem ‘esparsos’,
isto é, a ordem de GG e G forem relativamente grande em relacdo as
suas quantidades de arestas.

Uma outra forma de definir o ntimero de Ramsey generalizado é
utilizando coloragoes. De fato, o nimero r(G1,G2) é o menor inteiro
positivo p tal que para toda 2-coloragao das arestas do grafo completo K,
existe um subgrafo monocromatico G; de cor i.

Apresentaremos alguns resultados para grafos particulares.

Teorema 7.11 (Chvatal,77). Seja T,, uma arvore qualquer de or-
dem m > 1 e seja n um natural ndo nulo. Entao

(T, Kn) =14+ (m —1)(n—1).
Demonstragdo. Considere m > 1 e n > 1, caso contrario o resultado é
trivial. Considere G = (n — 1)K,,—1 uma unido disjunta de n — 1 cdpias

de K,,,—1. Note que G tem (m —1)(n—1) vértices e ndo contém nem Ty,
e nem K,,. Isso mostra que r(T,, K,) > 1+ (m —1)(n —1).

Versao: 23 de outubro de 2017, as 18 55



