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Conteudo

- N

#® O problema das 7 pontes de Konigsberg
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O problema das 7 pontes de Kdnigsberg
Solucao apresentada por Euler
Um algoritmo
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Conteudo

O problema das 7 pontes de Kdnigsberg
Solucao apresentada por Euler

Um algoritmo

Outro problema correlato

Complexidade computacional: a questao P x NP

|
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As 7 Pontes de Konigsberg em 1736

''''

...........

Green, Merchant, Blacksmith, High, Wooden, Connecting, Honey
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Problema das 7 Pontes de KOnigsberg

- N

E possivel encontrar uma trilha (passeio) que passa em cada uma
das 7 pontes de Konigsberg exatamente umavez ?

rio Pregel (atualmente, Pregolya)

o |
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O artigo de Euler

- N

#® 1736 - Euler apresentou um artigo a Academia de
Ciéncias de St. Petersburgo (hoje, Leningrado), onde
trabalhava desde 1727.

o |
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O artigo de Euler

- N

® 1736 - Euler apresentou um artigo a Academia de
Ciéncias de St. Petersburgo (hoje, Leningrado), onde
trabalhava desde 1727.

# L. Euler, Solutio problematis ad geometriam situs
pertinentis, Comment. Acad. Sci. Imp. Petropol. 8
(1736), 128-140.

o |
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O artigo de Euler

- N

® 1736 - Euler apresentou um artigo a Academia de
Ciéncias de St. Petersburgo (hoje, Leningrado), onde
trabalhava desde 1727.

# L. Euler, Solutio problematis ad geometriam situs
pertinentis, Comment. Acad. Sci. Imp. Petropol. 8
(1736), 128-140.

(SO publicado em 1741)

o |
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O artigo original

1% SOLPTIO PRDB;' M ATIS
SOLVTIO PROBLEMATIS

GEOME'T REAM SITVS

PERKTINENTIS.
AVCTORE

Leonb. Eulero.

g, 1.

Fupals V1L Racter illam Geometrias partem, quac cirer qas
titates verfatur, et omni tempore -umme fpdigs
eft cxcolta, alierius partis etamuum admodurs

ignotag primus mentionern fecit Leibniteing, quam {(zc0~
metriam Gtus vocauit,  Ifta pars ab iplo in folo Gud
detcrmmmdo fitusgue propuemnbus emcnd;s chupam

- effe’ fatuitury in quo negotio: neque -agd quantitares - re-

fpiciendum, neque calenlo Gummatnm vtendom © fit.
Cuinsmodi surem problemata ad Hanc faus Geomerriam -

. pertipeant , et quali methodo in iis refoluendis vii opor-
Tear, non facs eft defimitam.  Quamobrem, cum puper
pmbiemms ciinsdam mentic effer fadta, guod quidem
ad .geometriam pertinere widebatur, at ita erat com-
pararum, vo hegue de,termmarmuem quantitatum requi-
reret, negoe folutionem calenti quaptitatum ope admit-
teret, id -ad gemmctmm fims referrc hawd  dubitani:
praefertim geod ia eins folatione folus fitus in confide-
patiopem vemwat, csleulus vero nollins prorﬁls fit wius,
Methodum c:tga meam quam ad huius gepens proble-

rmta
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Carta de Ehler a Euler

2. EHLER'S LETTER TO EULER

Carl Leonbard Gortlich Ehler was iuyor of Thneg, o (riend of Ecler, and a
Tover of mathematces. Brom 1735 o 17747 he comespomnded wath Luler i S0
Petershurg "3, pp. 2H2- 387], acting o3 an inlermediary beteesn Fales wid
Heiorich Kiihn 1169 1789, protessor of mathamalizs At the seademic ymma-
st im Thansiy. Wio BENlec. Kihn communicated with Euler abour the
Kanigsherg problem Troa leiter dated YMerch 9. 1736, Eblar wioks s Eule: {soc
Figy. 1 amid 2);

S armald s2nder 1o me and o foend Knnoa mest vabzhie scivice. poceing 12y 2oearly
0 yous debl, mos? Jenmwed S af ved wounhd semd oz e sodutn:, which you cnowe sl
i Lhe mrubdemm ol the seven Koonicstene Brigdpes, wopethier with 4 procl . L woud aroee

be an ewctstipodinge evarople of the cilenhn, of posiios [Calent Sitesg, weorthy ol wear
pread genns, [ lav: added = skach el ke sqid Teidges . L

W cmerges feom this wicr ther Ehler nd Euler had alrewdy cxchanged
ideas on the Kanigsberp problom. but wo hve boon unable to locate any cerher
ratenensas.

el

em of ok el N oo noffo prafecer gty
i“' e fferariim ‘?-"“"{f’u{:ﬂ-&m:’ﬁf &
didisfime., /F A A E - Foollemaidy ﬂ/@u
e crnpnclions 7 Yisem, -l'mrhf‘w-run,l '
Carin, mﬂ/d.r‘..‘n'rn.:, P rmn o 2 w&f_ - 1l
/f:-rz.;révqfl" ﬁfm&' WA S Er »AJM A
P S At Adpeer Sokepna fists dectorwm pandymm,

FIGLIRE =
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Carta de Ehler a Euler

FIGLRE 2
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Desenho no artigo de Euler

-

(Femmient Aras Jé B .Efﬂﬁ?&&}_-@";:ﬁﬂ

C ?;%;i:ﬂ
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Solucao proposta por Euler

E possivel encontrar uma trilha que passa em cada uma das 7
pontes de Konigsberg exatamente uma vez ?

Regides de terra: A, B, C, D
Solucao: sequéncia de letras A,B,C,D de comprimento 8 t.q.

o |
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Solucao proposta por Euler

E possivel encontrar uma trilha que passa em cada uma das 7
pontes de Konigsberg exatamente uma vez ?

Regides de terra: A, B, C, D

Solucao: sequéncia de letras A,B,C,D de comprimento 8 t.q.
—os pares A B e A,C sejam adjacentes 2 vezes
—osparesAD e B,D e C,D sejam adjacentes 1 vez

o |
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Solucao proposta por Euler

Contagem:



Solucao proposta por Euler

Contagem:
A e atingivel por 5 pontes — A deve ocorrer 3 vezes
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Solucao proposta por Euler

Contagem:
A e atingivel por 5 pontes — A deve ocorrer 3 vezes
B e atingivel por 3 pontes — B deve ocorrer 2 vezes

o |
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Solucao proposta por Euler

Contagem:

A é atingive
B é atingive
C é atingive
D é atingive

o

por 5
por 3
por 3
por 3

nontes = A deve ocorrer 3 vezes
pontes = B deve ocorrer 2 vezes
pontes = C deve ocorrer 2 vezes
pontes = D deve ocorrer 2 vezes

|
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Solucao proposta por Euler

Contagem:

A é atingive
B ¢é atingive
C é atingive
D é atingive

por 5
por 3
por 3
por 3

nontes = A deve ocorrer 3 vezes
pontes = B deve ocorrer 2 vezes
pontes = C deve ocorrer 2 vezes
pontes = D deve ocorrer 2 vezes

A seqUéncia procurada deve ter 9 letras

o

|
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Solucao proposta por Euler

Contagem:

A é atingive
B ¢é atingive
C é atingive
D é atingive

por 5
por 3
por 3
por 3

nontes = A deve ocorrer 3 vezes
pontes = B deve ocorrer 2 vezes
pontes = C deve ocorrer 2 vezes
pontes = D deve ocorrer 2 vezes

A seqUéncia procurada deve ter 9 letras

o

Mas, para atravessar 7 pontes precisamos 8 letras !
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Solucao proposta por Euler

Contagem:

A e atingivel por 5 pontes — A deve ocorrer 3 vezes
B e atingivel por 3 pontes —- B deve ocorrer 2 vezes
C e atingivel por 3 pontes = C deve ocorrer 2 vezes
D é atingivel por 3 pontes — D deve ocorrer 2 vezes

A seguéncia procurada deve ter 9 letras
Mas, para atravessar 7 pontes precisamos 8 letras !
Conclusédo: Nao existe a trilha desejadal
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Solucao proposta por Euler

-

T": regiao de terra
p(r) = # pontes que ligam r (as demais regioes)

0000000000



Solucao proposta por Euler

-

T": regiao de terra
p(r) = # pontes que ligam r (as demais regioes)

" e par se p(r) e par
" e impar se p(r) é impar
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Solucao proposta por Euler

-

7. regiao de terra T
p(r) = # pontes que ligam r (as demais regioes)

" e par se p(r) e par
" e impar se p(r) é impar

R, = cjto das regioes pares
R; = cjto das regides impares

No caso das 7 pontes: |R;|=4¢e R, =)
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Solucao proposta por Euler

f7”‘: regiao de terra T

p(r) = # pontes que ligam r (as demais regioes)

" e par se p(r) e par
" e impar se p(r) é impar

R, = cjto das regioes pares
R; = cjto das regides impares

No caso das 7 pontes: |R;|=4¢e R, =)

"~ #ocorr(r) Zp L Z@Jr%!&\

reR; reR; reR;

1
L = #total de pontes + §!Ri\ =9 J
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Solucao proposta por Euler

-

Caso mais geral:

Y #ocorr(r)+ Y #ocorr(r) =, » p_+z p(r

reR, reR; reR, reR;

1
@+_‘Ri|

2
TERPURi

1
= #total de pontes + _| 1,

0000000000



Solucao proposta por Euler

-

Caso mais geral:

Y #ocorr(r)+ Y #ocorr(r) =, » p_+z p(r

reR, reR; reR, reR;
p(r) 1 .
D o5l
TERPURi

1
= #total de pontes + _| 1,

;| = 2 = existe a trilha desejada
| = 0 = existe a trilha desejada
;| > 2 == nao existe a trilha desejada

o
S

|
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Solucao proposta por Euler

-

Paragrafo 21(do artigo):
ApOs concluir que existe uma tal trilha, como encontra-la?

REGRA:
A medida que as pontes forem percorridas, considere-as

-

mentally removed, thereby considerably reducing the
number of bridges; it is then an easy task to construct the
required route across the remaining bridges; ...

| do not therefore think it worthwhile to give any further
details concerning the finding of the routes.”

o |
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Grafos




Grafos

Grafo G = (V, A)
V = cjto de vértices = {A, B, C, D}
B A = cjto de arestas = {a,b,c,d, e, f, g} o



Uma instancia com 15 pontes e regioes pares

|
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Solucao para a instancia com 15 pontes
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Solucao para a instancia com 15 pontes
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Solucao para a instancia com 15 pontes
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Solucao para a instancia com 15 pontes

-

|
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Solucao para a instancia com 15 pontes
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Solucao para a instancia com 15 pontes

-

|
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Solucao para a instancia com 15 pontes
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Solucao para a instancia com 15 pontes
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Solucao para a instancia com 15 pontes
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Solucao para a instancia com 15 pontes
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Solucao para a instancia com 15 pontes
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Conceltos e resultados na linguagem de grafos

f Trilha como desejada —> Trilha euleriana T
Trilha fechada: quando o seu inicio e 0 término coincidem
Grafo euleriano: grafo que tem trilha euleriana fechada

Teorema 1.

(G grafo conexo

G tem uma trilha euleriana < G se tem no maximo 2
vertices de grau impar.

o |
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Conceltos e resultados na linguagem de grafos

f Trilha como desejada —> Trilha euleriana T
Trilha fechada: quando o seu inicio e 0 término coincidem
Grafo euleriano: grafo que tem trilha euleriana fechada

Teorema 1.
(G grafo conexo

G tem uma trilha euleriana < G se tem no maximo 2
vertices de grau impar.

Teorema 2.
E facil decidir se um grafo tem uma trilha euleriana.

E facil encontrar uma tal trilha quando ela existe.

o |
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Resultados na linguagem de grafos

|7ALGORITMO —‘

Entrada: Grafo G com no maximo 2 vértices de grau impar.

(P1) Seja v, um vértice de grau impar (se existir); senao,
seja v, um vertice qualquer.
Faca 7, := (v,).

(P;) # Tendo escolhido a trilha Ty, = (v,, a1, vy, ..., ag, Vi),
faca G .= G — {a1,a2,...,a;}.
s Escolha em G, uma aresta a1 Incidente a v,
dando preferéncia a uma que nao seja istmo.

o Seja agy1 = {vg, k1) € Trr1 = Th(vg, Apr1, Vgt1).
s Repita 0 passo P, enquanto isto for possivel.

L(Pg) Devolva a trilha construida. J

Euler 2007 —p. 24



© © o o o 0

°

°

Referéncias ao artigo de Euler

1751 Jean d’ Alembert T
1804 Simon-Antoine-Jean Lhuilier
1810 Louis Poinsot [grafo completo com 7 vértices]

1851 E. Coupy [traducéo francesa do artigo de Euler]
1949 O. Terquem [anel de dominos]

1884 Edouard Lucas — “Recréations Mathématiques”
(outra traducao francesa e ...)

1901 W. Ahrens “Math. Unterhaltungen und Spiele”

1894 W. W. Rouse Ball — “Mathematical Recreations
and Problems”
O diagrama de um grafo apareceu pela la. vez.

|
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Prova da necessidade e suficiéncia da condica

- N

# 1871 Carl Hierholzer (Privatdozent Univ. Karlsruhe)

“* Em qualquer sistema de ’'branches and nodes’ (iISto €, um
grafo), a presenca de exatamente zero ou dois nds impares
é condicio necessaria e suficiente para que um tal sistema
possa ser percorrido por um 'path’,...”

[Hierholzer morreu repentinamente aos 30 anos — o artigo foi
escrito por Christian Wiener com a ajuda do gedmetra J. Loroth.]

o |
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Outras referéncias

- N

# 1876 L. Saalschitz — nova ponte ligando regides B e C.
Listou todas as 48 possiveis trilhas abertas.

# ContribuicOes de Listing, Cayley, Pdlya,
Vandermonde,...

#» 1936 Dénes Konig
“Theorie der endlichen und unendlichen Graphen”
primeiro livro sobre teoria dos grafos.

o |
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Um problema correlato

| .

0go recreativo criado por William Rowan Hamilton, 1856

L Volta ao redor do mundo J
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Um problema correlato

William Rowan Hamilton (1805-1865) J
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Um problema correlato

|7 Dodecaedro — 12 faces pentagonais, 20 vertices _\

|
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Um problema correlato — versao planar
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Um problema correlato

Rio de Janeiro

Fretoria

London Mexico City

Seoul

. Tripodi

Mairobi

Wellington

Ottowa

Canberra Washington OC

|
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Um problema correlato

-

Objetivo: Encontrar no grafo abaixo um circuito que passa
exatamente uma vez em cada um dos vertices.

-

Uma solucao: o circuito azul
Em homenagem a Hamilton: circuitos hamiltonianos

Grafo hamiltoniano: se contém um circuito hamiltoniano

o |
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Problema dos circuitos hamiltonianos

- N

roblema: Decidir se um dado grafo € hamiltoniano.
Problema dificil !!!

Fato: Nao se conhece uma condicao necessaria e
suficiente para um grafo ser hamiltoniano (que seja facil de
ser testada).

Fato: Nao existe um certificado curto para provar gue um
grafo n&o é hamiltoniano (que seja facil de ser testado).

certificado curto para resposta SIM:
existe — pertinéncia a classe NP

certificado curto para resposta NAO:
nao se conhece !

o |
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Complexidade Computacional: a questao B NP

- N

® Precursores
s grupo de Yablonsky, 1950
o GOdel, 1956 (carta a von Neumann)

Z i

A 4
\ o
5 4
x ;I

Yablonski Godel
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Historico: P e NP
=

#® Nocoes formais de P e NP
» Cobham, 1964
» Edmonds, 1965-1969
s Rabin e Scott, 1965
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Historico: P e NP

ﬁ ®» P =NP? NP-completude
o Cook 1971
® Levin 1971




Historico: P e NP
|7.9 P = NP? NP-completude —‘

» Cook 1971
® Levin 1971

® Lista de problemas
o Karp 1972 (grafos hamiltonianos, ...)

# Garey, Johnson 1979
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SAT - problema da satisfatibilidade
=

Dada uma formula booleana:

-

(1 Voo VI3) A (@1 Vas) A(xyVaesVay) A(xgV o)

Pergunta:

Existe uma atribuicio de valores Verdadeiro/Falso as
variaveis gue tornam a formula verdadeira?

o |

Euler 2007 — p. 38



SAT - problema da satisfatibilidade
=

Dada uma formula booleana:

-

(1 Voo VI3) A (@1 Vas) A(xyVaesVay) A(xgV o)

Pergunta:

Existe uma atribuicio de valores Verdadeiro/Falso as
variaveis gue tornam a formula verdadeira?

SAT € NP

o |
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SAT - problema da satisfatibilidade
=

Dada uma formula booleana:

-

(1 Voo VI3) A (@1 Vas) A(xyVaesVay) A(xgV o)

Pergunta:

Existe uma atribuicio de valores Verdadeiro/Falso as
variaveis gue tornam a formula verdadeira?

SAT € NP

Nao se conhece algoritmo eficiente para resolver o SAT
Nao se sabe se SAT € P

o |
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SAT - problema da satisfatibilidade
=

Dada uma formula booleana:

-

(1 Voo VI3) A (@1 Vas) A(xyVaesVay) A(xgV o)

Pergunta:

Existe uma atribuicio de valores Verdadeiro/Falso as
variaveis gue tornam a formula verdadeira?

SAT € NP

Nao se conhece algoritmo eficiente para resolver o SAT
Nao se sabe se SAT € P

Decidir se um grafo &€ hamiltonianos é tao dificil quanto o SAT

o |
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E se Euler tivesse nascido no século XX

- N




E se Euler tivesse nascido no século XX

- N

[...] mentally removed, thereby considerably reducing the
number of bridges; it is then an easy task to construct the
required route across the remaining bridges; ...

| do not therefore think it worthwhile to give any further
details concerning the finding of the routes.”

o |
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Muito obrigada!
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