9 MENORES, ARVORES E QUASE BOA ORDEM

9.1 RELACOES

Uma relagdo R sobre um conjunto X é um subconjunto de A x A.
Para enfatizar que estamos tratando de relagoes e ndo simplesmente de
conjuntos, usamos a notacao infixa Ry para denotar (z,y) € R.
Fixada uma relacdo R sobre um conjunto X, dizemos que R é
e Reflexiva, se xRx para todo = € X;
e Transitiva, se xRy e yRz implicam xRz para todos x,y, 2z € X;
e Antissimétrica, se xRy e yRz implicam x = y, para todos z,y €
X
e Total, se para todos x,y € X, temos xRy ou yRz;
e Bem-fundada, se para todo subconjunto nao-vazio Y de X, existe
um y € Y tal que nenhum z € Y satisfaz zRy e =(yRz).
Em particular, uma relagdo é chamada de
e Quase-ordem, se for reflexiva e transitiva;
e Ordem parcial, se for reflexiva, transitiva e antissimétrica;
e Ordem total (ou ordem), se for reflexiva, transitiva, antissimé-
trica e total;
e Quase-boa-ordem, se for reflexiva, transitiva e bem-fundadada;
e Boa-ordem parcial, se for reflexiva, transitiva, antissimétrica e
bem-fundada;
e Boa-ordem total (ou boa-ordem), se for reflexiva, transitiva,
antissimétrica, total e bem-fundada.
Estamos particularmente interessados em estudar quase-boas-ordens
e, nesse contexto, é mais simples trabalhar com uma nocao equivalente
(sob o axioma da escolha) de relagdes bem-fundadas:

Proposicao 9.1 Assumindo o axioma da escolha, uma relacdo R sobre
um conjunto X é bem-fundada se e somente se para toda sequéncia
infinita enumeravel (x;);en, existem indices ¢ < j tais que x; Rx;.
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A partir deste ponto, assumiremos verdadeiro o axioma da escolha
implicitamente.
Dada uma relagdo R sobre um conjunto X, um subconjunto A C X
é dito uma anticadeia se ndo existem x,y € A distintos tais que xRy.
Usaremos frequentemente o simbolo < no estudo de relagoes (tipica-
mente quase-ordens) e assumiremos sempre que as relagoes <, = e >
estdo definidas como:
e Para todos x,y, temos x < y se e somente se z <y e =(y < x);
e Para todos z,y, temos x = y se e somente se y <X x;
e Para todos z,y, temos x > y se e somente se z = y e =(y = x);
Supondo que = é uma quase-ordem, uma sequéncia (z;);cy indexada
por U C N é dita
e Crescente, se para todos indices i < j, temos x; = xj;
e Decrescente, se para todos indices i < j, temos x; = x;;
e Estritamente crescente, se para todos indices ¢ < j, temos z; <
Tj3
e Estritamente decrescente, se para todos indices ¢ < j, te-
mos x; » &j.

Proposicdao 9.2 Seja < uma quase-ordem sobre X. Entao < é quase-
boa-ordem se e somente se X ndo contém nem uma anticadeia infinita
nem uma sequéncia infinita estritamente decrescente xg = x1 > - - -.

Demonstra¢ao. Observe que se A é uma anticadeia infinita, entdo qual-
quer sequéncia (z;);ey em A de elementos distintos é tal que nao exis-
tem 7 < j com x; X x;.
Por outro lado, se (z;)ieny é uma sequéncia infinita estritamente
decrescente, entao também temos que nao existem ¢ < j com x; = ;.
Portanto, se < é quase-boa-ordem, entao X nao contém nem uma
anticadeia infinita nem uma sequéncia infinita estritamente decrescente.
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Seja xg, x1, . . ., uma sequéncia qualquer de X indexada pelos naturais.
Considere o grafo completo (infinito) Ky

Faga uma coloragéo das arestas ij de Ky, com ¢ < j com 3 cores:

e Atribua a cor verde, se x; <X xj;

e Atribua a cor amarela, se z; e x; sdo incomparaveis;

e Atribua a cor vermelha, se x; = x;.
Pelo teorema de Ramsey, sabemos que Ky tem um subgrafo completo H
infinito cujas arestas sdo todas da mesma cor. Pela hipétese da proposi-
¢ao, tais arestas ndo podem ser nem amarelas e nem vermelhas.

Portanto, sdo verdes. Logo, quaisquer dois vértices 7,5 (com i < j)
de H sao tais que z; < x; (bastava uma tal aresta).

Concluimos que < é uma quase-boa-ordem. OJ

Corolario 9.3 Se =< ¢é quase-boa-ordem, entao toda sequéncia infinita
em X tem uma subsequéncia infinita crescente.

Uma quase-ordem = sobre X induz uma quase-ordem natural sobre
o conjunto dos subconjuntos finitos de X (denotado por [X]<¥). Essa
quase-ordem é definida abaixo.

Para conjuntos finitos A, B C X, fazemos A < B se existe uma funcao
injetora f: A — B tal que a < f(a) para todo a € A.

O seguinte lema e a ideia de sua prova tém um papel importante na
teoria da quase-boa-ordem.

Lema 9.4 Se = é quase-boa-ordem sobre X, entdo < é quase-boa-ordem
sobre [X]<¥.

Demonstragdo. Suponha que < seja uma quase-boa-ordem sobre X e
que < nao seja quase-boa-ordem sobre [X|<%.

Chamaremos de sequéncias ruins aquelas que violam a propriedade
de boa-fundagdo das relagoes, isto é, sequéncias infinitas (z;);eny que sdo
ou estritamente decrescentes ou tais que {x; : i € N} é uma anticadeia.
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Naturalmente, chamaremos de sequéncias boas aquelas que nao sao

ruins.

Vamos construir uma sequéncia ruim (Ay)pen especial em [X]<¢

recursivamente.

Dado n € N, suponha, indutivamente, que A; foi definido para todo
natural i < n, e que exista uma sequéncia ruim em [X]<“ comegando
com Ag, A1, ..., An—1 (paran = 0, temos que uma sequéncia ruim existe
por < nao ser quase-boa-ordem sobre [X]<%)

Escolha entdao 4,, € [X]|<“ com |4, | minimo e de forma que exista
uma sequéncia ruim em [X|<“ comecando com Ay, A1,..., A,.

Claramente temos A,, # & para todo n € N (caso contrario terfa-
mos A, = Ap+1. Escolha entdo, para cada n € N, um elemento a,, € A,
e tome B, = A, \ {an}|.

Pelo Corolédrio 9.3, a sequéncia (a,)pen possui uma subsequéncia
infinita crescente (an,)ieN-

Considere a sequéncia de conjuntos

(CZ)ZEN - (AO, Al, . e An0717 B”O’ Bnlj . .)
Note que esta sequéncia é boa por construgao (se a sequéncia fosse ruim,
terfamos |By,| < |Ap,|, contradizendo a escolha de A,,).

Portanto, existe um par de indices ig < jo tal que C;, =X Cj,.

Observe que nao podemos ter jo < ng, caso contrario, teriamos A;, =
Aj,.

Também nao podemos ter ig < ng < jo, caso contrario, teriamos A;, <
Bj, = AjO'

Finalmente, se tivermos ng < i, entao, como a;, =< aj,, temos
que B;, = Bj, implica A;, = Aj, (basta estender a funcdo de B,
para Bj, fazendo a imagem de a;, ser aj,). Isso é uma contradicao.

Portanto < é quase-boa-ordem sobre [X]<%. O
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Seja G a classe de todos os grafos finitos a menos de isomorfismo
e < a relacdo de ‘menor (de)’ definida sobre G. E facil ver que < é
quase-ordem sobre G (é inclusive uma ordem parcial).

O ‘Minor Theorem’ afirma que

“A relagdo = é quase-boa-ordem sobre G.”

Como obviamente uma sequéncia estritamente decrescente de menores
nao pode ser infinita, a Proposi¢ao 9.2 nos d&4 que o ‘Minor Theorem’ é
equivalente a sequinte afirmacao:

“Nao existe uma anticadeia infinita em G.”

Isto é, ndo existe um conjunto infinito de grafos em G, dois-a-dois
incomparaveis quanto a relacdo menor =.

Restringindo-nos a classe das arvores, existe uma versao mais forte
do ‘Minor Theorem’:

Teorema 9.5 Seja T a classe das arvores finitas a menos de isomorfismo
e = a relagao de menor topoldgico (X==;). Entdo < é quase-boa-ordem
sobre 7.

A prova serd baseada numa relacdo mais forte definida sobre drvores
enraizadas.

Se T é uma arvore e r um vértice qualquer fixo, chamaremos o
par (T,r) de drvore enraizada, e r sua raiz (algumas vezes escrevemos
simplesmente 7', em vez de (T, 7).

Dadas arvores enraizadas (T,r) e (T’,r1), escrevemos

(T,r) = (T',r")

se existe um isomorfismo ¢ entre alguma subdivisdo de T e uma subar-
vore T” de T” tal que o caminho de r" a ¢(r) em T' ndo contém nenhum

outro vértice de 7" a nao ser ¢(r). Dizemos que um tal isomorfismo
respeita 1.

Seja T* o conjunto das arvores enraizadas finitas.

Provaremos entao o teorema abaixo, do qual o Teorema 9.5 segue
como corolario.

Teorema 9.6 (Kruskal, 1960 |
sobre T*.

])- A relagdo < é quase-boa-ordem

Demonstragcdo. Novamente adotaremos a terminologia de sequéncias
ruins para as que violam a propriedade de boa-fundacgao das relagoes e
de sequéncias boas para as que nao sao ruins.

Suponha que < néo seja quase-boa-ordem sobre 7* e vamos construir
uma sequéncia ruim (7}, 7, )nen especial em 7* recursivamente.

Dado n € N, suponha indutivamente que (7;,7;) ja foi construido
para todo ¢ < m, e que exista uma sequéncia ruim comecando
com (T(],?“()), (Tl, 7’1), ey (Tn—la rn—l)-

Escolha entéo (T, r,) com |V(T,,)| minimo e de forma que exista uma
sequéncia ruim comegando com (7o, 70), (11,71),- .., (Tn, ) (para n =
0, temos que uma sequéncia ruim existe por < néo ser quase-boa-ordem).

Observe que |V (T,)| > 1 para todo n € N).

Para cada n € N, seja A,, o conjunto das arvores enraizadas (7', ) tal
que T' é um componente conexo de T, — r, e r é adjacente a r, em T,.

Seja A = J,en An-

Vamos provar que =< é quase-boa-ordem sobre A.

Seja ((Ug, sk))ken uma sequéncia qualquer de arvores enraizadas do
conjunto A.

Para cada k € N escolha n = n(k) tal que Uy € A, e seja k* =
argmin{n(k) : k € N} (n(k*) < n(k) para todo k € N).

Entao a sequéncia

(Wna tn)nGN = ((TUa 7"0), s (Tn(k*)—lv Tn(k*)—l)a (Uk*, Sk*)a (Uk*+17 Sk*+1)7 . )
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é boa, pois Uy« C Ty,(4+) (caso contrario, teriamos uma contradi¢do com
a minimalidade de |V (T}, x+))-

Ou seja, existem indices ¢ < j tais que (W, t;) = (W, t;).

Observe que nao podemos ter j < n(k*) — 1, caso contrario, terfa-
mos (T3, r) < (Tj.r).

Também nao podemos ter i < n(k*) < j, caso contrario, teria-
mos (TZ‘,T’i) = (Uj, Sj) = (Tn(j)7rn(j)) (pOiS Uj S An(]))

Logo, temos n(k*) < i, ou seja, temos (U;,s;) < (Uj,s;), o que
significa que a sequéncia (Up, $p)nen é boa.

Portanto < é quase-boa-ordem sobre A.

Pelo Lema 9.4, temos que < é quase-boa-ordem sobre [A]<%.

Em particular, isso significa que existem indices iy < jo tais que A;, <
Aj,.
A partir da funcao f: A;; — Aj,, das subdivisoes e isomorfismos
que respeitam raiz que testemunham A;; < A;;, segue que (Tj,,7,) =
(Tjoa 74j0)'

Portanto < é quase-boa-ordem sobre 7T *. ]

9.2 O ‘MINOR THEOREM’ PARA GRAFOS COM LARGURA ARBOREA
LIMITADA

Grafos com largura arbérea (la) limitada sdo suficientemente ‘seme-
lhantes’ a arvores tornando possivel adaptar a prova do Teorema de
Kruskal (Teorema 9.6) para a classe desses grafos. Grosseiramente, a
ideia é iterar o argumento da ‘sequéncia minimal ruim’ la(G) vezes.
A prova desse resultado encontra-se no artigo “graph minors 1”7, de
Robertson & Seymour, 1990.

Teorema 9.7 [Robertson & Seymour, 1990] Para todo natural k, os
grafos com largura arbérea menor que k sdo quase-bem-ordenados pela
relagdo de menor.
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Este teorema nos leva um passo adiante em relacdo a prova do ‘Minor
Theorem’ (para grafos arbitrarios). Para chegar a esse resultado geral,
a seguinte questao é de interesse.

Pergunta: Como sao os grafos com largura arborea limitada?

Mais precisamente, ha algum fenémeno estrutural que ocorre num
grafo se e somente se ele tem la grande?

Obstrugoes canonicas d largura arborea pequena

Dizemos que X C V(G) é um subconjunto conexo se G[X] é conexo.

Seja C um conjunto de subconjuntos conexos de V(G).

Dizemos que um conjunto U C V(G) cobre C se U intersecta cada
conjunto em C.

Dizemos que dois elementos de C se tocam (‘touch’) se eles se inter-
sectam ou G contém uma aresta entre eles.

Exercicio 9.1. Se C é um conjunto de subconjuntos conexos de V(G) e
quaisquer dois elementos de C se tocam, entdo em toda decomposicao
arbérea (T, {W; :t € V(T)}) de G existe t € V(T) tal que W} cobre C.
[Sugestao: imitar a prova da Proposigao 8.6]

Esse resultado prova o lado facil (<) da seguinte caracterizacao de
grafos com largura arbdérea maior ou igual a k.

Teorema 9.8 [Seymour & Thomas, 1993] Seja k um inteiro. Um
grafo G tem la(G) > k se e somente se G contém uma cole¢ao de
conjuntos de vértices conexos que se tocam dois a dois e que nao podem
ser cobertos por até k vértices.

Outro teorema interessante faz uso de uma generalizacdo de arvores:

Dizemos que um grafo é uma k-drvore se é um grafo cordal e tal que
todas suas cliques maximais tem cardinalidade no maximo k + 1.

Dizemos que um grafo é uma k-drvore-parcial se é um subgrafo de
uma k-arvore.

Teorema 9.9 Se G é uma k-arvore-parcial, entao la(G) < k.
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Interesse: Decomposicao arbérea que dé mais informagoes sobre a

estrutura arbérea do grafo (quao semelhante de uma arvore é o grafo).

Exigir apenas largura arbodrea pequena nao captura como bolsas da
decomposicao se relacionam ao longo da drvore (da decomposigdo).

Dizemos que uma decomposigao arbérea (T,{W; :t € V(T)}) de G é
interligada (‘linked’) se, para todo s € N e todos t1,te € V(T), existem s
caminhos disjuntos de Wy, a W4,.

Dizemos que uma decomposicao arbérea (T, {W; :t € V(T)}) de G é
enzuta (‘lean’) se, para todo s € N e e todos t1,t2 € V(T), existe ¢t no
caminho de t; para t2 em T tal que |W;| < s.

O teorema abaixo afirma que é possivel encontrar decomposi¢oes
arbdreas com largura minima e que sdo também enxutas:

Teorema 9.10 [Thomas,1990] Todo grafo G possui uma decomposicao
arbérea enxuta com largura la(G).

9.3 DECOMPOSIQ@ES ARBOREAS E MENORES PROIBIDOS

Seja X uma classe de grafos. Considere a classe dos grafos sem um
menor em X

Forb<(X) = {G grafo : G # X, para todo X € X'}

E facil ver que Forb<(X') é uma propriedade de grafos, isto é, é fechada
sob isomorfismo (H € Forb<(X) e H = H' implicam H' € Forb<(X)).

Quando se tratar apenas de um grafo, escreveremos Forb<(G) em vez
de Forb<({G}).

A classe Forb<(X) é expressa especificando-se os grafos X € X como
menores proibidos (‘forbidden’ ou ‘excluded minors’).

Exemplo 9.11 Se X = {K5, K33}, entao Forb<(X) é a classe dos
grafos planares.
Se X = {K4}, entdo Forb<(X) é a classe dos grafos série-paralelos.

Se X = {Ky3, K4}, entdo Forb<(X) é a classe dos grafos exoplanares.
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Certamente Forb<(X) é fechada sob a operagao de tomar menores,
isto é, se G € Forb<(X) e H < G, entdo H € Forb<(X).

Propriedades de grafos que sao fechadas sob tomada de menores sdo
chamadas hereditdrias.

A proposi¢ao abaixo afirma que as propriedades hereditarias coincidem
exatamente com as classes de menores proibidos.

Proposicao 9.12 Seja P uma propriedade de grafos. A propriedade P
pode ser expressa através de menores proibidos se e somente se P é
hereditéria.

Demonstragio. Ja vimos que Forb<(&X') é uma propriedade hereditaria
para toda X.

Por outro lado, sabemos que P = Forb<(P), onde P é o complemento
de P. O

Pergunta: Como representar melhor uma propriedade hereditaria
através de menores proibidos?

Resposta mais adiante.

Por ora, considere a propriedade hereditaria: largura arbérea limitada
(‘bounded tree width’).

Proposicao 9.13 Para todo £ > 0, a propriedade de ter la < k é
hereditéria.

Demonstragio. E suficiente provar que a largura arbérea de um grafo
nao aumenta quando contraimos uma aresta. O resultado segue da
Proposicao 8.2 e da propriedade de menores. ]

Pelas proposicoes anteriores, a propriedade “ter largura arbérea menor
que k” pode ser expressa por menores proibidos.

Seja G = classe dos grafos com largura arbérea menor que k.

Para alguns valores fixos de k, ja conhecemos essa classe:
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o A classe G € a classe das florestas (e coincide com Forb<(K3));
e A classe Gog é a classe dos grafos série-paralelos (e coincide
com Forb<(Ky)).

E natural perguntar se hé outros grafos H para os quais os grafos
em Forb<(H) tém largura arbérea limitada e como sdo tais grafos.

Proposicao 9.14 Se H é um grafo tal que os grafos de Forb<(H)
possuem largura arbérea limitada, entdo H é planar.

Demonstragdo. Sabemos que o grafo G, x, da grade n x n possui largura
arbérea la(Gpxn,) = n, ou seja, existem grafos planares com largura
arborea arbitrariamente grande.

Como todo menor de um grafo planar é planar, se H nao for planar,
entdo G, xn D40 0 terd como menor. O

Teorema 9.15 [Robertson, Seymour & Thomas, 94] Para todo grafo
planar H existe um inteiro n tal que H = Gpxn.

Teorema 9.16 Para todo grafo planar H existe um inteiro k tal que
se um grafo G tem largura arbérea maior ou igual a k, entdao H < G.

Corolario 9.17 Se H é um grafo planar, entdo os grafos de Forb<(H)
tém largura arborea limitada.

Corolario 9.18 [Robertson & Seymour| Grafos em Forb<(H) tém
largura arbérea limitada se e somente se H é planar.

Existe um resultado andlogo: troca-se la por pw e planar por floresta.

Teorema 9.19 [Robertson & Seymour,83] Grafos em Forb<(H) tém pw
limitada se e somente se H é uma floresta.

Demonstragdo. Se H nao é uma floresta, isto é, se H tem um circuito,
entdao Forb<(H) contém todas as arvores.

Vamos provar entdo que arvores podem ter pw arbitrariamente grande.
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Seja G um grafo conexo e (P,{W; : t € V(P)}) uma decomposi¢ao
em caminho de G com largura pw(G). Suponha que os vértices de P
sao0 1,2,..., ke E(P)={ij:i—j=1}.

Tome vy € Wy e vy € Wy e seja (Q um caminho de v a v em G.

Entdo a decomposicio em caminho (P,{W; \ V(Q) : t € V(P))}
de G — @ possui largura pw(G) — 1, pois @) deve possuir pelo menos um
vértice em cada bolsa (segue da Proposicao 8.5).

Portanto todo grafo conexo G contém um caminho @ tal que pw(G —
Q) < pw(G) — 1. Assim, se pudermos assumir (por alguma hipétese de
inducao apropriada) que pw(G — @) é grande para todo caminho @ C G,
entdao pw(G) também serd grande.

Usando esse fato, vamos provar que arvores podem ter pw arbitraria-
mente grande.

Para todo k > 1, seja T¥ = a arvore ternaria com raiz r e todas suas
folhas & distancia k de r (a raiz possui grau 3, as folhas possuem grau 1
e todos os demais vértices possuem grau 4).

Figura 9.1: Arvores ternarias 79, Ty e Tj.

Observe que, se @ ¢ um caminho em Té““, entdo () contém no maximo
duas das arestas incidentes a r. Logo temos Tf“ - QD T:f , donde
segue que pW(TéCH > pw(T¥) + 1 para todo k > 1.
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Como pw(T%) > 1, segue por indugio que pw(75) > k para todo k >
1.
Portanto existem arvores com pw arbitrariamente grande, logo grafos
de Forb<(H) tém pw limitada implica que H é uma floresta.
O

9.4 O ‘MINOR THEOREM’

Teoremas que caracterizam uma propriedade hereditaria P através de
um conjunto X de menores proibidos estdo entre os resultados mais
atraentes na teoria dos grafos.

Tais teoremas dao um sabor de coNP a propriedade P, pois para
certificar que um grafo G nao satisfaz P, basta apresentar o menor
proibido que G possui.

Claramente, podemos caracterizar P como Forb<(P), mas o interes-
sante é caracterizar P como Forb<(X) com X menor possivel.

Proposicao 9.20 A classe X C P é minimal & propriedade P =
Forb<(X') se e somente se X contém exatamente uma copia de cada
grafo <-minimal em P.

Demonstragdo. Claramente, se X possuir um grafo H que nao é =<-
minimal em P porque digamos H = K € P e H # K, entdo tere-
mos Forb< (&) = Forb< (X \ {H}, pois todos os grafos que possuem H
como menor também possuem K como menor.

Por outro lado, se um grafo <-minimal H de P nio estiver em X,
entdo teremos H € Forb<(X).

Logo X é minimal implica que X contém exatamente os grafos que
s30 <-minimais em P.

Por outro lado, se X contém exatamente os grafos que sdo <-minimais
em P, entdo todo grafo H € Forb<(X) estd em P (caso contrario H
possuiria um menor <-minimal de P).
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A outra inclusdo segue da hereditariedade de P. O

A proposicao acima implica que existe um tnico conjunto minimal
de menores proibidos (a menos de isomorfismo) para uma propriedade
hereditaria.

Ademais, os elementos desse conjunto sdo incomparaveis sob <. O
‘Minor Theorem’ (enunciado a seguir) implica que qualquer conjunto de
grafos <-incomparaveis é finito.

Teorema 9.21 [Minor Theorem; Robertson & Seymour, 1986-97] Os
grafos finitos sdo quase-bem-ordenados pela relagao de menor <.
Corolario 9.22 Toda propriedade de grafos que é fechada sob tomada
de menores pode ser expressa como Forb<(X) com X finito.

Como a propriedade de “ser imersivel numa superficie” é fechada sob
tomada de menores, o seguinte corolario segue.

Corolario 9.23 Para toda superficie S existe um conjunto finito de
grafos X tal que Forb<(&X') contém precisamente os grafos ndo-imersiveis
em S.

A titulo de curiosidade, a propriedade de imersibilidade no plano
projetivo equivale a um total 35 menores proibidos.

9.5 EXERCICIOS

Exercicio 9.2. Sejam <7 e =9 quase-boas-ordens sobre ()1 e Q5 respecti-
vamente. Seja também Q) = Q1 X Q2 e defina a relacdo =< sobre () da
seguinte forma:

(q1,42) = (q1,93) se @1 =11 ¢ g2 =2
Prove que < é uma quase-boa-ordem sobre Q).

Exercicio 9.3. Mostre que nao vale um resultado andlogo ao Lema 9.4
para subconjuntos infinitos de X, denotado por X“.
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Para isso, seja @@ o conjunto de todos os pares (i,7) de inteiros 1 <
i < j e considere a relacdo = sobre ) definida por

(i,5) 2 (i',j)) se

(i=i e j<j) ou (j<i),

e defina Q¥ = {A C @ : A é infinito} e a relagdo =<, sobre Q¥ definida

por

A=y B,

se existe uma funcdo injetora f: A - B
tal que a < f(a) para todo a € A.

Prove que = é quase-boa-ordem sobre () mas =, ndo é quase-boa-
ordem sobre Q“.

Exercicio 9.4. Prove que a relagdo de subgrafo ndo é uma quase-boa-
ordem sobre o conjunto das arvores finitas. (Veja Ex 7 do Cap. 12 do

Diestel.)

Exercicio 9.5. Prove que a relagdo de menor topolégico ndo é uma quase-
boa-ordem sobre o conjunto dos grafos finitos. (Veja sugestao no Ex do
Cap 12 do Diestel.)
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