7 NUMEROS DE RAMSEY

7.1 TEORIA DE RAMSEY

Em 1927, Frank Plumpton Ramsey [1903 - 1930], légico inglés, provou
no seu trabalho de teoria dos conjuntos o que se chama hoje de Teorema
de Ramsey, um teorema que abriu novas portas para o estudo de combi-
natoria. Atualmente, devido a vastas pesquisas sobre o assunto, a area
conhecida como Teoria de Ramsey é bem estabelecida na matematica.
Essa teoria procura encontrar regularidades dentro de uma estrutura
larga e cadtica. Segundo as palavras de Theodore S. Motzkin: “A
completa desordem é impossivel.”

Neste capitulo, apresentaremos o Teorema de Ramsey e varios corola-
rios.

7.2 TEOREMA DE RAMSEY

Vamos lembrar o Principio da Casa dos Pombos: se colocamos n + 1
pombos em n casas, entdo alguma casa vai receber mais de um pombo.
Embora simples, este principio é uma poderosa ferramenta para obter
resultados de existéncia. O Teorema de Ramsey pode, a grosso modo,
ser visto como uma generalizacdo do principio da casa dos pombos.

Teorema 7.1 (Teorema de Ramsey, versdo para grafos). Dados inteiros
positivos n e m, existe um inteiro positivo N tal que, se G é um grafo com
pelo menos N vértices, entdo G contém uma cépia do grafo completo K,
ou contém uma cépia do grafo vazio K,,.

Uma afirmacao que descreve bem o Teorema de Ramsey ¢é a seguinte:
Dados inteiros positivos n e m existe um inteiro positivo N tal que,
em qualquer conjunto de N pessoas, sempre existem n pessoas que se
conhecem mutuamente ou m pessoas que se desconhecem mutuamente.
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O nimero de Ramsey, denotado por r(n,m), é o menor N que
satisfaz a condicao acima. Nao é dificil ver que as seguintes propriedades
valem para r(n,m).

1. Para todo inteiro positivo n, valem r(n,1) =1 e r(n,2) = n;

2. Para todo inteiro positivo n e m, vale r(n,m) = r(m,n).

Uma outra forma de definir o nimero de Ramsey ¢é utilizando colora-
¢oes. Dado um inteiro positivo k, uma k-coloragdo de um grafo G é uma
fungdo c: E(G) — X, onde X é um conjunto de cardinalidade k. Muitas
vezes, vemos a coloracdo ¢ como a parti¢do {c¢~(z) : z € X} de E(G)
induzida pela pré-imagem de c¢. Os elementos de X sdo chamados cores
da coloracao c.

Dada uma coloragao ¢ de um grafo G, um subgrafo H C G e uma
cor i, dizemos que H é monocromatico de cor ¢ se toda aresta de H
possui cor i em G.

Portanto r(n,m) é o o menor inteiro positivo p tal que para toda 2-
coloragao de K, digamos, em verde e azul, existe um subgrafo K,
monocromatico de cor verde ou um subgrafo K,,, monocromatico de cor
azul.

Exercicio 7.1. Mostre que todo grafo com seis vértices contém uma copia
de K3 ou uma coépia de K3 e mostre que nao vale para grafos com menos
que seis vértices. Conclua que 7(3,3) = 6.

O resultado afirma que o nimero r(n, m) estd bem definido para todos
inteiros positivos n e m.

Teorema 7.2 Para todos inteiros positivos m > 2 e n > 2,
existe r(n,m) e

r(n,m) <r(n—1,m)+r(n,m—1).
Demonstragdo. Vamos demonstrar usando indugdo em m + n.
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Note que, para n = 1 ou n = 2, temos r(1,m) =1 e r(2,m) = m,
para qualquer m.

Suponha que n > 3 e m > 3, e que, para todos n’ e m’ tais que n/ +
m’ < n+m, existe r(n’,m’).

Se G é um grafo com r(n — 1,m) + r(n, m — 1) vértices, entdo vamos
mostrar que G contém uma copia do grafo completo K, ou contém uma
copia do grafo vazio K,,. Pelo principio da casa dos pombos, existe um
vértice v em G tal que dg(v) > r(n —1,m) ou dz(v) > r(n,m — 1).

Suponha que existe v em G tal que dg(v) > r(n —1,m). Seja H =
G[Adj(v)]. Pela hipétese de indugdao, H O K,,—1 ou H 2 K,,. No
primeiro caso, basta tomar o K, em H e adicionar v. O segundo caso
é 6bvio.

A demonstracao para o caso em que existe v tal que dg(v) > r(n, m—1)
¢ analoga, tomando H = G[Adjz(v)]. O

Teorema 7.3 (Erdés & Szekeres, 35 |
tivos m e n, vale que

]). Para todos inteiros posi-

r(n,m) < <n+m—2).

n—1

Demonstragdgo. Vamos demonstrar usando induc¢ao em n + m.

Ja vimos que, para n =1 ou n = 2, temos r(1,m) =1 e r(2,m) = m,
para qualquer m.

Suponha que n > 3 e m > 3, e que, para todos n’ e m’ tais que n’ +
m/ < n + m, vale a desigualdade do enunciado.

Em particular, vale que

r(nl,m)§<n+m_3) e r(n,m1)§<n+m_3>.

n—2
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E facil ver que

Logo,

r(n—1,m)+r(n,m—1)

Um (n,m)-grafo de Ramsey é um grafo com r(n,m) — 1 vértices que
nao contém K, e nem K,,.

Nao é dificil ver que C5 é um (3, 3)-grafo de Ramsey; e o Wagner graph,
que é o grafo Cg com cordas ligando vértices opostos é um (3, 4)-grafo
de Ramsey. Observe que ambos os grafos provam que r(3,3) > 5
er(3,4) > 8.

Em geral, para mostrar o valor exato de r(n,m), basta exibir
um (n,m)-grafo de Ramsey com r(n,m) — 1 vértices. Porém, é di-
ficil explicitar um (n, m)-grafo de Ramsey para quaisquer n e m.

Poucos valores de r(n,m) sdo conhecidos. A tabela abaixo mostra
alguns deles com n > 3 e m > 3.
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31 4 5 6 7 8 9 10 Seja H, a classe de grafos de G, que contém K, como subgrafo.
3169 14 18 23 28 36 40-428ejp N := () e M := (3). Entéo |G,| = 2N Para cada S C V,
4 18 25 3641 49-61 58-84 73-115 92-149com |S| = n, o nimero de grafos em G, nos quais S induz um subgrafo
5 43-49 | 58-87 80-143 | 101-216 | 126-316 144-442omhpleto K,, é 2V=M Entao
6 102-165 | 113-298 | 132-495 | 169-780 | 179-1171
7 205-540 | 217-1031 | 241-1713 | 289-2826 (P) N-m _ P oN—m

|H,| < 2 < =2 :
8 282-1870 | 317-3583 | 331-6090 n n!
9 565-6588 | 581-12677
10 798-23556 Sabemos que p < 27/2. Logo p" < 27*/2 Para n > 3, temos 2"/2 <

Valores de r(n, m)

Um problema famoso relacionado ao Teorema de Ramsey é determinar
ou estimar o nimero r(n) = r(n,n). Ja sabemos que r(1) =1, r(2) = 2
e 7(3) = 6. E um bom exercicio provar que 7(4) = 18. Sabe-se somente
que 43 < r(5) < 49.

Pelo Teorema 7.3, obtemos

2n —2 c
r(n) < ( ) < —4"
n—1 NLD
para alguma constante ¢ > 0.
A melhor estimativa inferior é devida a Erdds, que utilizou o que

chamamos hoje de método probabilistico, um poderoso método que é
utilizado fortemente em varias pesquisas atuais.

Teorema 7.4 (Erdds, 1947). Para todo inteiro positivo n > 3,

r(n,n) > {2”/2J .

Demonstragdo. Fixe um conjunto V', com cardinalidade p = {2”/ 2J e

seja G, a classe de todos os grafos sobre V.
Afirmamos que existe G € G, tal que G 2 K,, e G 2 K,,.
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n!/2. Assim
(2"/2) S

212 < (

1/n
n!>

1/n el
n!> 273

7N

N~ NI~ N~
=i
~_
—
~
3

/2 < (

Assim, temos que

ph<2? < (;n'> oM.

Portanto,

1 1 1
H,| <p"E2N‘M < <2n!) QMEQN‘M = oN-1,

Seja H o conjunto dos grafos em H, e seus complementos, isto ¢, o
conjunto dos grafos que contém K,, ou K,. Como |G,| = 2V e |H| <
2N=1 temos que H é um subconjunto préprio de Gp. Ou seja, existe G €
Gp \ H, como queriamos. O
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Thomason, em 1988 |
tal que,

|, provou que existe uma constante ¢ > 0

r(n) < n~1/2+c/Vlogn <2n - 2>‘

n—1
Algumas conjecturas na Teoria de Ramsey ainda estdo em aberto.

Conjectura 7.5 Existe uma constante k (talvez k = 1) tal que r(n) =
2k+0(W)n hara todo n.

Conjectura 7.6 O limite lim r(n)'/" existe.
n—oo

Erdos ja sabia as seguintes estimativas em 1947, que provamos anteri-
ormente

V2 < liminf r(n)"™ < limsupr(n)"/™ < 4.
n—0oo n—00
Assim, ele propds no mesmo ano o problema de encontrar o limite,
caso ele exista. Erdés ofereceu 100 délares para quem resolver a Con-
jectura 7.6 e 250 ddlares para quem conseguir calcular o limite, caso
exista.

Teorema de Ramsey com mais cores

O Teorema de Ramsey garante que ao colorirmos as arestas do grafo
completo de ordem r(n, m) com duas cores, digamos azul e verde, existe
um subgrafo completo monocromatico de cor verde de ordem n ou de
cor azul de ordem m. A seguir, veremos que o Teorema de Ramsey
continua verdadeiro no caso em que temos mais do que duas cores.

Teorema 7.7 (Teorema de Ramsey com k cores). Fixe py, ..., py inteiros
positivos quaisquer. Existe um inteiro positivo n tal que para toda k-
coloracao das arestas do grafo completo de ordem n existe um subgrafo
completo de ordem p; monocromatico de cor ¢, para algum 1 < i < k.
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Demonstragao. Seja r(pi,...,pr) o menor n que satisfaz o Teorema
de Ramsey com k cores. Por inducdo em p; + p2 + ... + pg, mostremos
que
T(p17p27' .- apk‘) < 2+ Z (’I"i - 1)7
1<i<k

onde r; = r(p1,...,pi — 1,...,pr) para todo 1 < i < k.

Observe que, se existe algum i tal que p; = 1, entao r(p1, pa, - . .
1.

Suponha que todos os p;’s s@o maiores que 1 e que a afirmacao vale
parapy +p2+...+pr— 1.

Sejan =2+ << (1 — 1). Fixe uma k-coloragio das arestas de K,
e v um vértice de K,,. Pela escolha de n, existe i tal que o vértice v possui
pelo menos r; incidentes arestas de cor 7. Considere o grafo G' = G — v.
Pela hipdtese de indugao, temos dois casos:

apk) =

1. O grafo G’ contém uma cépia K, 1 monocromética de cor i;

2. O grafo G’ contém uma cépia K, monocromética de cor j # i.

No segundo caso, ndo ha nada para fazer. Suponha entdo que nao
ocorreu o segundo caso. Como v possui pelo menos r; arestas de cor 4
incidentes, temos que K,, possui um subgrafo K, monocromético da
cor i, como queriamos. ]

Teorema de Ramsey para hipergrafos completos

Estenderemos a versao de grafos do Teorema de Ramsey para hipergrafos.
Um [-grafo ¢ um par de conjuntos G = (V, E) tal que E C (‘l/) ={U C
V: |U| =1}. Um l-grafo completo de ordem n, denotado por KT(LI), é

um [-grafo de ordem n e de tamanho (7).

Lema 7.8 (Principio da Casa dos Pombos). Sejam k, pi,..., pr na-
turais. Se 32F_, (pi — 1) + 1 objetos sdo coloridos com k cores, entdo
existe pelo menos p; objetos monocromaticos da cor 1.

Versdo: 25 de setembro de 2015, as 18 59



Demonstragdo. Suponhamos que existe uma k-coloragao dos Zle(pi —
1)+1 objetos tal que toda cor ¢ possui no maximo p; — 1 objetos coloridos
com essa cor. Neste caso, hd no méximo % | (p; — 1) objetos, uma
contradicgao. O

Teorema 7.9 (Teorema de Ramsey para hipergrafos). Para todo inteiros
positivos pi,...,pg existe um inteiro positivo n tal que para toda k-
coloracgdo das arestas do [-grafo completo KT(LI) existe um subgrafo Kg)

monocromatico da cor 3.

Demonstragdo. Mostremos, por indugao dupla em [ e p1 + ...+ pg, que

RO(p1,pa, ..., px) <14+ RED(Ry, Ry, ..., Ry, (7.1)

onde Ry = RW(py,....,pi—1,...,pp).

Para [ = 1, temos, pelo Lema 7.8, que R(l)(pl,pg, ...
igual a S°F ) (pi — 1) + 1.

Suponhamos que o teorema vale para um k-coloragao do [ — 1)-grafo
completo. Mostremos, por inducdo em p; + ...+ pg, que o teorema vale
para uma k-coloracio do [-grafo completo.

,Dk) existe e é

Se algum p; é menor que [, entdo o grafo completo KS) tem cor 1.
Logo
R(l)(p17p27 s

Suponhamos que a desigualdade (7.1) vale para p; +...+pg — 1. Pela
hipétese de indugdo (tanto a interna quanto a externa), R; existem,
para todo 1 < i < k.

Sejan = 1+R(l_1)(R1, ..., Ry). Fixemos uma k-coloragdo das arestas

7pk) - min{ph cee 7pk}

l - l . .
de K,(L) e v vértice de Kfl). Pela escolha de n, temos que existe i tal
que o vértice v possui pelo menos R; arestas de cor ¢ incidentes. Temos
dois casos:

)

1. Existe um subgrafo K;Sli—l tal que suas arestas tem cor ;
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2. Existe um subgrafo Kz(?é) com j # i tal que suas arestas possuem a
cor j.

Se ocorrer o segundo caso, nao ha nada para fazer. Suponhamos que
ocorreu o primeiro caso. Como v possui R; arestas de cor ¢ incidentes e
nao ocorreu o segundo caso, temos que Kg) possui um subgrafo KZ(,ZZ.)
monocroméatico da cor i. O

7.3 NUMERO DE RAMSEY PARA GRAFOS ARBITRARIOS

Pela defini¢do do ntimero de Ramsey r(n, m), queremos encontrar gra-
fos com quantidade de vértices suficietemente grande para conter uma
copia de K, ou K,,. Podemos generalizar o nimero de Ramsey substi-
tuindo K, e K, por dois grafos G1 e G2 com |V (G1)| = ne |V (Gz)| = m.

Neste caso, definimos o nimero de Ramsey generalizado.

Definigdo 7.10 Sejam n e m inteiros positivos e G e Gy grafos
com ordem n e m, respectivamente. O numero de Ramsey generali-
zado r(G1,G2) é o menor inteiro positivo p tal que qualquer grafo G
de ordem p ontém uma cédpia de G1 ou seu complemento contém uma
copia de Ga.

Claramente r(n,m) = r(K,, K,). Ademais, para todo grafo G e G
com ordem n e m, respectivamente, vale r(Gy,G2) < r(n,m). Isto
mostra que r(Gq,Ge) estd bem definido. Entretanto, pode ocorrer
que r(G1, G2) seja muito menor que r(n, m) se G1 e G forem ‘esparsos’,
isto é, a ordem de (1 e G2 sejam relativamente grande em relacio as
suas quantidades de arestas.

Uma outra forma de definir o nimero de Ramsey generalizado é
utilizando coloragdes. De fato, o nimero 7(G1, G2) é o menor inteiro
positivo p tal que para toda 2-coloragao das arestas do grafo completo K,
existe um subgrafo monocromatico de cor i.

Apresentaremos alguns resultados para particulares grafos.
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Teorema 7.11 (Chvatal,77). Seja T,, uma arvore qualquer de or-
dem m > 1 e seja n um natural ndo nulo. Entao

(T, Kn) =14+ (m —1)(n —1).

Demonstragdo. Se m =1 ou n =1 o resultado é trivial. Considere G =
(n —1)K,,—1 uma unido disjunta de n — 1 cépias de K,,,—1. Note que G
tem (m — 1)(n — 1) vértices e ndo contém nem T}, e nem K,. Isso
mostra que (T, K,) <1+ (m—1)(n—1).

Seja G um grafo com 1+ (m — 1)(n — 1) vértices. Suponhamos
que G 2 K,. Mostremos que G 2 T;,,. Notemos que o(G) <n — 1.

Como x(G) > %, vale
1 -1 -1
X(G) = tm-Din-1) >m — 1.

n—1

Portanto x(G) > m. Seja G’ um subgrafo de G' que é criticamente m-
cromdtico, isto é, x(G') =m e x(G' —v) = m — 1. Neste caso 6(G’) >
m — 1 (exercicio), onde concluimos G’ 2 T),. Portanto G 2 T}, como
queriamos. O

Exercicio 7.2. Fazer uma outra prova do Teorema 7.11, usando a lin-
guagem de 2-coloragao de K(,,_1)(n—1)+1 € fazendo indugdo em m + n.

Teorema 7.12 Paral>1e p > 2 temos

T‘(ZKQ,KP) =214+p—-2

Demonstragcao. O grafo K91 U E,_5 nao contém [ arestas independen-
tes, e seu complementar, o grafo Ey_1 + Kj,_2, ndo contém um grafo
completo de ordem p. Logo r(IK3, K,) > 2l +p — 2.
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Por outro lado, seja G um grafo de ordem n = 2[4 p—2. Suponhamos
que G contém no maximo s <[ — 1 arestas independentes. Mostremos
que G contém um subgrafo K,.

Como n—2s > 2l+p—2—2(1—1) = p, temos que existe K, em G. O

Notemos que se H é um grafo qualquer de ordem h, pelo Teorema 7.12,
segue que
T(ZKQ,H) < T(ZKQ, Kh) < 20+ h — 2.

O resultado a seguir fornece uma cota inferior para o niimero de Ram-
sey generalizado. Seja G um grafo. Como usual, denotemos por x(G) o
nimero cromatico de G. Ademais, lembremos que ¢(G) é o maximo das
ordens dos componentes de G, e definimos u(G) como sendo a cardinali-
dade minima das classes de cores considerando-se todas as coloracoes
proprias de G com x(G) cores.

Teorema 7.13 Para quaisquer grafos Hi e Hs nao-vazios temos

r(Hy, Ha) > (x(H1) — 1)(c(Hz2) — 1) + u(Hy).

Demonstragio. Sejam k = x(Hi), u = u(Hy) e ¢ = ¢(Hz). Natural-
mente,

r(Hy, H) > r(Hy, Ka) = [Hi| > x(H1)u(Hy) = ku.
Assim, se ¢ < u, entdo r(Hi, Hy) > ku > (k — 1)c + u. Por outro lado,
se ¢ > u, entdo o grafo G = (k — 1)K.—1 U K,,—1 nao contém Ha, e seu
complementar nao contém H;. Portanto,
T(HI,HQ) > ’G| +1= (k‘ — 1)(0 — 1) + u,

como queriamos. O
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Teorema 7.14 Para l > 2 temos
r(Fy, Fy) = r(Ks, F) =41 +1,

onde Fj é unido de [ tridngulos K3 com um vértice em comum.

Demonstragio. Pelo Teorema 7.13, sabemos que r(K3, F;) > 2(|F| —
+1=4+1.

Suponhamos por absurdo que nao vale a desigualdade r (K3, F}) <
4] + 1 isto é, existe um grafo G livre de tridngulos de ordem 4] 4 1tal
que seu complementar ndo contém Fj.

Fixemos v vértice de G e seja U = I'g(v). Entao U é um conjunto de
vértices independentes, e, como G nao contém [}, temos dg(v) = |U| <
2l.

Por outro lado, observemos o grau de v em G. Seja W = F'a(w) =
V(G) — (U U {v}). Temos que G[W] nao contém [ arestas indepen-
dentes, e seu complementar G[W|] ndo possui tridngulos. Entao, pelo
Teorema 7.12, dz(v) = |W/| < 2L

Logo concluimos que dg(v) = dz(v) = 21 para todo v € G, isto é, G
é um grafo livre de tridngulos 2[-regular de ordem 4] + 1. Mostremos
que isso nao pode ocorrer.

Suponhamos por absurdo que existe um grafo G = (V, E') que satisfaz
as condigoes acima. Notemos que G pode ser escrito como um grafo
bipartido com 2[ vértices mais um vértice w. Temos dois casos, ou os
vizinhos de w estao somente em um dos lados da particdo, ou w tem
vizinhos nos dois lados da particdo.

Se ocorrer o primeiro caso, vamos supor, sem perda de generalidade,
que w incide suas arestas no lado esquerdo da particdo. Temos que
cada vértice da particdo da esquerda incide 2] — 1 arestas na particao
da direita. Logo, existe um vértice do lado direito da particdo com no
maximo 2/ — 1 arestas incididas, uma contradigao.
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Se ocorrer o segundo caso, suponhamos que w incide a arestas no lado
esquerdo da particao e b arestas no lado direito da parti¢do, com a+b =
2l. Suponhamos que a < b, isto é, a <.

Por defini¢do de grafo bipartido, sejam os conjuntos de vértices in-
dependentes W e X disjuntos tais que WU X = V' \ {w}. Sejam os
conjuntos A C W e B C X tais que |A| = a e |B| = b que satisfaz a
condicao acima.

Fixemos um vértice ©u de A. Temos que u ndo pode incidir em
algum vértice de B, pois teriamos um tridngulo. Logo u s6 pode incidir
em 2] —b = a <[ vértices. Mas assim d(u) < [+ 1, uma contradi¢do. [J

A seguir, apresentaremos outros resultados, sem provas, sobre o
nimero de Ramsey generalizado.

Teorema 7.15 (Lawrence,73).

2n+1 sem éimparem <2m+1
7’(Cymyf(vl,n) - {

m se m > 2n

Teorema 7.16 (Chvatal & Harary, 72). Para qualquer grafo G de
ordem m e sem vértices isolados,

m+1 se G tem um emparelhamento perfeito,

T’(G, Pg) = {

m caso contrario
Teorema 7.17 (Chvatal & Gyarfds,67). Para naturais m,n com 2 <
m<n

r(Pp, Py) =n+ V;LJ -1

Teorema 7.18 (Faudree & Schelp, 74). Sejam m, n naturais tais que 3 <
m < n.
(a) Se m é impar e (m,n) # (3,3), entdo

7(Cm, Cp) =2n — 1.
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(b) Se m e n sdo pares e (m,n) # (4,4), entdo

T(Cm,Cn):n—k%—l

(c) Se n é impar e m é par, entao
m
7(Chm,y Cp) = max{n + 5 1,2m — 1}

(d) 7(C3,C3) =1(C4,Cy) = 6.

7.4 APLICAGCOES DO TEOREMA DE RAMSEY

A Teoria de Ramsey é uma area extensa. Encontra-se, por exemplo,
resultados na teoria dos grafos, na teoria dos conjuntos, na teoria dos
nimeros, na teoria ergddica, em sistemas dindmicos topologicos.

Nesta secdo veremos alguns resultados o qual é aplicado o Teorema
de Ramsey, e também teoremas que sdo do tipo Ramsey, isto é, teoremas
envolvendo estruturas que sao preservadas sob particao.

Primeiramente apresentaremos o lema de Kénig, um resultado impor-
tante na teoria dos grafos.

Teorema 7.19 [Lema de Kénig] Seja Vp, Vi, ... uma sequéncia infinita
de conjuntos finitos disjuntos, nao vazios, e seja G um grafo cujo conjunto
de vértices é a unido desses conjuntos. Suponha que todo vértice v € V;,
i > 1, tem um vizinho f(v) em V;_;. Entdo G contém um caminho
infinito vovy - - - com v; € V; para todo 1.

Demonstragdo. Seja P o  conjunto  dos  caminhos da
forma (v, f(v), f(f(v)),...) que termina num vértice de V5. Como P
é infinito e Vj é finito, existe um vértice de Vj, digamos vg, que é
término de um numero infinito de caminhos de P. Dentre esses infinitos
caminhos que terminam em V7, h4 um ntmero infinito de caminhos
cujo pentiltimo vértice é um vértice, digamos v; de V. Procedendo
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indutivamente, definimos v; € V; para todo ¢ > 1. Portanto vovy -+ é
um caminho infinito em G. ]

Agora veremos a versdo infinita do Teorema de Ramsey.

Definicao 7.20 Dados X um conjunto de cardinalidade infinita e k € N,
definimos os seguintes conjuntos:

Poo(X) ={Y C X : [Y] =00}
Pe(X)={Y CX: |Y|=k}

Definigdo 7.21 Seja ¢, k inteiros positivos e X um conjunto infinito.
Uma c-coloragio em Py (X) é uma particao de P(X) em no maximo k
classes. Se (Aj,...,A.) é uma coloragao de Py (X), para cada i, dizemos
que cada elemento de A; estd colorido com a cor i.

Dado uma c-coloracao em Py (X), um conjunto Y € P (X) é mono-
cromdtico se todos os elementos de Py (Y') estao coloridos com a cor ¢,
para algum 1.

Teorema 7.22 [Versao infinita do Teorema de Ramsey] Sejam k, ¢
inteiros positivos e X um conjunto infinito. Para toda c-coloracao
em Py (X) existe um conjunto Y € Py, (X) monocromatico.

Demonstragdo. A prova segue por inducdo em k. Se k = 1 o resultado
é 6bvio, pois P;(X) = X.

Suponhamos que o resultado vale para k — 1. Fixe uma c-coloragao
em P(X). Vamos construir uma sequéncia infinita Xy, X1, Xo, ...
de subconjuntos infinitos de X, e escolher z; € X; com as seguintes
propriedades.

(a) Xit1 © X\ {zi};
(b) Todos os conjuntos {z;} U Z € Py(X;y1) com Z € Pyp_1(X;y1) tém
a mesma cor.
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Comecamos com Xg = X e tomamos zg € X arbitrario. Por hipotese,
sabemos que X € infinito. Uma vez escolhido X; e um elemento z; € X;,
definimos uma c-coloracao de Pr_1(X; \ {z;}), onde cada conjunto Z €
Pr—1(X; \ {zi}) recebe a cor de {x;} U Z da c-coloragao de Py (X).

Pela hipétese de indugdo, temos que X; \ {x;} tem um subcon-
junto Y € Poo(X; \ {z;}) monocromdtico, que tomamos para ser X;ii.

Notemos que tal construcao satisfaz (a) e (b). Ademais, existe
um t € {1,...,c} e uma subsequéncia (x;,),>0 de (7;);>0 tais que X,
¢ monocromatico com a cor t. Pela Propriedade (a), todo con-
junto C' C {zi;,Ti,,...} estd colorido com a cor i. Portanto (z;,)
formam o conjunto Y procurado. O

O teorema a seguir é o resultado obtido por Ramsey em 1927.

Teorema 7.23 [Teorema de Ramsey, 1927] Dados inteiros positivos ¢, ¢
e k, existe um natural p > k tal que para todo conjunto X com p elemen-
tos e uma c-coloragao de Py(X), existe um Y € P,(X) monocromatico.

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que a afirmagao do teorema
seja falsa para alguma tripla (¢, ¢, k). Assim, para todo p > k existem
um conjunto X com |X| = p, o qual podemos supor, sem perda de
generalidade, que X = [p|, e uma c-coloracao de Pr(X) tal que X nao
contém um Y € P;(X) monocromético. Denominemos tais coloragoes
de “ruins”.

Mostremos que essas coloragoes ruins induzem uma coloracao ruim
de N* = {1,2,...}, contrariando o Teorema 7.22.

Para todo p > k, seja V}, o conjunto das coloragdes ruins de Pk ([p]).
Claramente, para todo p > k temos que se g € V), entao a restricao f(g)
de g a P([p — 1]) é uma coloracao ruim e, portanto, pertence a V,_.

Pelo Lema 7.19, existe uma sequéncia infinita (gy),> de coloragoes
ruins g, € V}, tais que f(gp) = gp—1 para todo p > k. Para todo m > k,
todas as coloragdes ruins g,, com p > m coincidem sobre Py ([m]), e
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portanto para cada Y € Pr(N*) o valor g,(Y) coincide para todo p >
max Y.

Defina g(Y") como este valor comum g,(Y"). Entao g é uma coloragao
ruim de Pi(N*). De fato, pois todo subconjunto 7' C N* com |T'| =t
estd contido em algum [p] (basta tomar p = maxT) e, portanto, 7' nao
pode ser monocromatico, pois g coincide sobre Py ([p]) com a coloragao
ruim g,. A existéncia dessa coloragao ruim de Pi(N*) contradiz o
Teorema 7.22, como queriamos. O

O seguinte teorema pode ser provado com o auxilio do axioma da
escolha.

Teorema 7.24 (Teorema de Ramsey fortalecido). Dados inteiros positi-
vos m, T, k, existe um inteiro positivo n tal que para toda r-coloracao
de Py ([n]) existe um conjunto Y € Pus(N) monocromético com Y| > m
e|Y|>min{y: yeY}.

Demonstra¢ao. Fixe m, r, k inteiros positivos. Seja A a familia dos
conjuntos finitos A C [m, 00) tais que |A| > min A.

Fixe uma r-coloracao em Py ([m,00)). Pelo Teorema 7.22, existe um
conjunto monocromatico T € Puo([m, 00)). Seja Y o conjunto formado
pelos min(7") + 1 primeiros elementos de 7'. Entao

Y| = min(T") + 1 > min(7") = min(Y").

Portanto Y € A. A existéncia de n segue pelo principio da compacidade.
O

O Teorema da Incompletude de Godel afirma que existe uma proposi-
¢a0 ¢ na teoria de primeira ordem da aritmética de Peano AP tal que se
AP for consistente, entdo nem ¢ nem a negacao de ¢ sdo demonstraveis
em AP.
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Em 1977, J. Paris e L. Harrington exibiram um exemplo de uma
asser¢ao do tipo Ramsey que satisfaz o teorema da incompletude de
Godel.

Teorema 7.25 (Paris — Harrington, 1977). O Teorema de Ramsey
fortalecido nao pode ser provada na aritmética de Peano.

Até este momento, estamos sempre trabalhando com um nimero
finito de cores. Apresentaremos agora um exemplo mostrando que o
Teorema 7.22 ¢é falso quando colorimos subconjuntos de cardinalidade
infinita.

Proposicao 7.26 Existe uma 2-coloragao de Py (N) que nao possui
um subconjunto monocromatico de cardinalidade infinita.

Demonstragdo. Construimos uma 2-coloragdo ¢ tal que para todo M €
Poo(N) e x € M temos ¢(M \ {z}) # c¢(M). Isto é claramente suficiente
para provar a proposigao.

Definimos uma relacdo ~ sobre Poo(N) definida por L ~ M
se |[LAM| < oo, onde LAM = (L \ M) U (M \ L). Mostremos que ~ é
uma relagdo de equivaléncia.

i) Claramente L ~ L pois |[LAL| = 0 < oo para todo L € Py (N);

ii) Claramente L ~ M se e somente se M ~ L, pois |[LAM| = |MAL|
para todo L, M € Py (N);
iii) Sejam L, M, N € P (N), mostremos que se L ~ M e M ~ N
entao L ~ N.
Como |LAM| < oo, temos L\ M e M \ L finitos.
Como |[MAN| < oo, temos M \ N e N\ M finitos.
Assim,

L\N=(L\ (NUM))U(LNM)\N)cC (L\M)U(M\N).

N\L=(N\(LUM)U(MNN)\L)C (N\M)U(M\L).
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Logo L\N e N\ L sao finitos. E portanto |[LAN| = |L\N|+|N\L| <
00.

Denotemos as classes de equivaléncias por {E; : i € I'}. Para cada ¢
escolhemos M; € E;. Observemos que dado M € P, (N) existe tinico 7 €
I tal que M ~ M;.

Definimos ¢ : Pso(N) — [2] dada por ¢(M) = 1 se |M AM;| é par para
algum i € I e ¢(M) = 2 se [MAM,;| é impar para algum ¢ € I.

Fixemos M € Px(N) e x € M. Se ¢(M) = 1, entdo |MAM;| é par
para algum i € I, logo |M \ {x}AM;| é impar. Portanto c¢(M \ {z}) = 2.
Analogamente, se ¢(M) = 2, entdao ¢(M \ {z}) = 1. O

Apresentemos uma aplicacdo a geometria utilizando o Teorema
de Ramsey, conhecida como Happy Ending Problem.

Teorema 7.27 (Erdés — Szekeres, 1935). Dado m > 3, existe o menor
natural f(n) tal que, para todo f(m) pontos no plano trés a trés nao-
colineares existem m desses pontos que formam um poligono convexo.

Exercicio 7.3. Prove o Teorema 7.27. Utilize e prove os seguintes lemas
abaixo.

Lema 7.28 Entre cinco pontos do plano trés a trés nao colineares,
existem quatro que formam um quadrilatero convexo.

Lema 7.29 Se entre m > 4 pontos no plano, trés a trés nao-colineares,
cada quatro formam vértices de um quadrilatero convexo, entdo os m
pontos sdo os vértices de um poligono convexo.

Claramente f(3) = 3. E um bom exercicio provar que f(4) = 5
e f(5) = 9. Em 2006, Szekeres e Peters provaram que f(6) = 17. A
partir desse ntimeros, é natural conjecturarmos que f(m) = 2m"2 + 1.
Em 1961, Erdds e Szekeres provaram que f(m) > 2™~2 + 1. A melhor
cota superior conhecida é devida a Téth e Valtr, provada em 2005.
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Quando m > 7,
< (20 =0 ()

Teoremas tipo Ramsey na combinatoria aditiva

A seguir, veremos uma aplicacdo do Teorema 7.23 para obter um re-
sultado de combinatéria aditiva. O resultado a seguir foi provado
por Issai Schur em 1916.

Teorema 7.30 (Schur, 1916). Para todo inteiro positivo n > 2
existe um menor natural ¢(n) tal que para qualquer partigdo do con-
junto {1,...,¢(n)} em n classes, existem inteiros z,y, z numa mesma
classe, tais que x +y = z.

Demonstragao. Seja (c,t,k) = (n,3,2). Pelo Teorema 7.23, existe um
inteiro positivo p > 2 tal que para toda n-coloragao de Ps([p]) existe
um conjunto ¥ C X monocromético com |Y| = 3.

Considere uma n-coloracao de [p] em n classes Xi,. ..
seguinte parti¢ao de Pa([p]).

Ci = {{a,b} € Pa([p])

, X, e defina a

:la—bl € X;},

para todo 1 < i < n.
Como (Cy...,C,) é uma n-coloragao de Po([p]), existe um con-
junto Y = {a,b,c} de X, tal que {a, b}, {b,c},{a,c} € C; para algum 1.
Suponhamos que a > b >c. Sejamx =b—a,y=c—bez=c—a.
Temos z, y, z € X; e x +y = 2z, como queriamos. O

Exercicio 7.4. Mostre que para toda 2-coloracdo do con-
junto {1,2,...,325} existem inteiros positivos x, y, z distintos de mesma
cor tais que y = 1(z + 2).
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Motivado pelo estudo do Ultimo Teorema de Fermat, Schur demons-
trou o seguinte teorema.

Teorema 7.31 (Schur, 1916). Para todo inteiro positivo n, existe um
primo pg tal que, para todo primo p > pg, a equagao

2" 4+ y" = 2" (mod p)
possui uma solugao nao trivial em Z,,.

Demonstragdo. Fixe um inteiro positivo n. Pelo Teorema 7.30, existe um
primo pg tal que, para toda n-coloragio de [pg] existem zg, yo, 20 € [po]
de mesma cor tais que xg + yg = 29.

Fixe um primo p > pg qualquer e considere o grupo multiplicativo Zj, -.
Sabemos que este grupo possui um gerador g, isto ¢, se t € Z,, entao t =
g™ para algum inteiro positivo m. Logo, todo elemento ¢ € Z; pode ser
escrito da forma t = ¢""*", onde k é inteiro positivo e 0 < r < n — 1.
Fagamos uma n-coloragdo em Zj, dada por c(t) = r. Pelo Teorema 7.30,
existem x1, T2, z3 € Z; tais que c(z1) = c(r2) = c(x3) e 71 + 12 =
x3(mod p). Assim

kin+r +gk2n+r = kgn—l—r(

mod p).

g g

Como g" é inversivel médulo p, tomando = = ¢*, y = ¢* e z = ¢"3,
obtemos
2" +y" = 2" (mod p),

como queriamos. ]
Segue agora um resultado classico que foi conjecturado por Schur e
que foi provado porBartel L. van der Waerden em 1927.

Teorema 7.32 Para todo inteiros positivos r e k existe um inteiro posi-
tivo n tal que toda r-coloragao de [n| contém uma progressao aritmética
monocromatica de comprimento k.
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Demonstragao. Definimos W (r, k) como o menor inteiro positivo n que
satisfaz o teorema acima.

Mostremos que W (r, k) estd bem definido por indugao dupla. Cla-
ramente para k < 2 é trivial, para todo inteiro positivo . Suponha-
mos que W (r,k — 1) existe para todo inteiro positivo r. Denotemos
por A; = PA(aj,r;,l) como o subconjunto dos inteiros positivos que
forma uma progressao aritmética de comprimento [, primeiro elemento a;
e razado 1;. As progressoes aritméticas A1, ... A; sdo ditas focadas em
z € Z se a; + lr; = z para todo 1 <4 < t., e sdo ditas focadas em cores
se todas sdo monocromaéticas, e cada uma estd colorido diferentemente
das outras.

Mostremos a seguinte afirmacao: Sejam k e r inteiros positivos. Para
todo s < r existe um inteiro positivo n tal que para toda r-coloracao
de [n] existe ou uma progressao aritmética de comprimento k, ou s
progressoes aritméticas focadas em cores de comprimento k — 1.

A prova é por indugdo em s. Se s = 1, pela hip6tese de indugéo,
podemos tomar n = W (r, k — 1), que claramente satisfaz a afirmacao.

Seja s > 1, e suponhamos, por hipétese de inducdo, que existe
um n para s — 1. Mostremos que N = 2nW (r?" k — 1) é o inteiro
que satisfard a afirmac@o para s. De fato, particionaremos [N] em
blocos de comprimento 2n. Pela definicdo de n, cada bloco contém ou
uma progressao aritmética de comprimento k (e neste caso o resultado
segue), ou contém s — 1 progressdes aritméticas focadas em cores de
comprimento k£ — 1, cujo foco dessas progressoes pertencem ao mesmo
bloco.

Observe que a r-coloragio em [N] induz uma r2"-colora¢do nos blocos.
Pela definicdo de N, existe uma progressao aritmética monocroma-
tica {B(x),B(x+vy)...,B(x+ (k—2)y)}, onde B(x +iy) sdo os blocos.

Seja A; = PA(aj,ri,k—1),com 1 <i<s—1ass— 1 progressoes
aritméticas focadas em cores em B(z), e seja z o foco. Observe que as
seguintes s progressoes aritméticas de comprimento k£ — 1 sao focadas
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em cores no foco z + 2yn(k — 1).
fL’ = PA(al,ri + 2yi, k — 1),

com1<i<s—1,e PA(z,2yn,k — 1), isso prova a afirmagao.
Tomando r = s, se existe uma progressao aritmética de comprimento k,
o teorema segue. Se existem s progressoes aritméticas focadas em cores
de comprimento k£ — 1, entdo uma delas é uma progressao aritmética
que possui a mesma cor do foco, e logo é uma progressao aritmética de
comprimento k, como queriamos. O

A hierarquia de Ackermann é uma familia de funcoes f, : N — N
com n inteiro positivo dadas por f(k) = 2k, e fo11(k) = f*(1). Note
que fo(k) = 2% e f3(k) é uma torre de 2 de altura k.

A cota superior dada na demonstracao acima é muito ruim. De fato,
a fungao W (2, k) cresce mais rapido que todas as fungoes da hierarquia
de Ackermann. Mas em 1988, Shelah mostrou uma cota muito melhor,
a saber,

Wi(r k) < fa(r + k).

Em 2001, Gower encontrou uma cota melhorada para duas cores, a

saber,
k+9
2

W(2,k) < 2%

Graham conjecturou, oferecendo 1000 délares a quem resolver a conjec-
tura, que para todo k inteiro positivo, vale

W(2,k) < 2¥.

A conjectura esta aberta hd mais de 30 anos.

Berlekamp apresentou uma cota inferior para o nimero de van der Wer-
den. A saber,

W(Zap + 1) > p2pa
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para todo primo p.

Exercicio 7.5. Prove ou dé um contra-exemplo. Para toda 2-coloracao
dos naturais existe uma progressao aritmética monocromatica de com-
primento infinito.

Apresentaremos a seguir o Teorema de van der Waerden fortalecido,
onde a razao é monocromatica juntamente com a progressao aritmética.

Teorema 7.33 (Teorema de van der Waerden fortalecido). Para todo
inteiros positivos p e k , existe um inteiro positivo n tal que para toda k-
coloragao de [n] existe uma progressao aritmética de comprimento p tal
que seus elementos e sua razao possuem as mesmas cores.

Exercicio 7.6. Prove o Teorema 7.33 a partir do Teorema, 7.32.

Pode-se deduzir o Teorema de Schur utilizando o Teorema 7.33 to-
mando p = 2, pois obtemos uma progressao aritmética de comprimento
dois tal que seus elementos e sua razdo possuem as mesmas cores.

O resultado mais importante da combinatéria aditiva é o Teorema
de Szemerédi, o qual foi conjecturado por Erdés e Turdn em 1936. A
densidade superior é definida por

d(A) = limsup M

n—oo
Teorema 7.34 (Szemerédi, 1975) Todo subconjunto dos naturais com
densidade superior positiva contém uma progressao aritmética de com-
primento arbitrariamente longo.

Em 2001, Gowers exibiu um uma versao quantitativa do Teorema 7.34.
Teorema 7.35 (Gowers, 2001). Para todo k& > 0, todo subconjunto
de [N] de cardinalidade no minimo N(loglog N)~°*) contém uma pro-
gressao aritmética de comprimento k, onde c(k) = 9-2%9

Em 1977, Furstenburg exibiu uma prova alternativa do Teo-
rema 7.34 utilizando métodos da teoria ergddica; Nagle, Rodl e Schacht,
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em 2006 | |, provaram o resultado utilizando hipergrafos. O
seguinte teorema foi provado por Green e Tao.

Teorema 7.36 (Green — Tao, 2008). Existem progressoes aritméticas
arbitrariamente longas no conjunto dos niimeros primos.

Note que o resultado nao segue do Teorema 7.34, pois se 7(n) é a
quantidade de primos que tem entre 1 e n, pelo Teorema dos nime-

ros primos,
n

m(n)

logn’
Portanto, se P é o conjunto dos niimeros primos,

d(P) = lim sup m(n) =0,

n—o00 n

logo P nao tem densidade superior positiva.
Antes de Green e Tao, ja haviam resultados sobre progressoes aritmé-
ticas de niimeros primos, como o Teorema de van der Corput.

Teorema 7.37 (van der Corput, 1939). Existem infinitas progressoes
aritméticas de comprimento trés nno conjunto dos niimeros primos.

Erdos e Turan conjecturaram a seguinte afirmacao.

Conjectura 7.38 Se A é um subconjunto dos naturais satisfazendo

acA

entdo A contém progressoes aritméticas de comprimento arbitrariamente
longos.

Observe que Teorema 7.36 e o Teorema 7.34 satisfazem a conjectura
acima.
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7.5 EXERCICIOS

Exercicio 7.7. Vimos que r(m,n) < r(m —1,n) + r(m,n — 1) para todo
m,n > 2. Mostre que se r(m — 1,n) e r(m,n — 1) sao ambos pares,
entao vale a desigualdade estrita

r(m,n) <r(m—1,n)+r(m,n—1).

Exercicio 7.8. Seja m > 2 um natural e considere o grafo K, sobre o
conjunto de vértices {1,2,...,3n —4}.
Faga uma coloracao das arestas de K, tal que

. vermelho se |i — j| > 1( mod 3)
cor(ij) = (. :
azul caso contrario
Mostre que esse grafo colorido ndo tem um K3 vermelho e nem um K,
azul. Deduza que r(3,n) > 3(n —1).

Exercicio 7.9. Use os exercicios 7.7 e 7.8 acima para provar que

r(3,4) = 9.

Exercicio 7.10. Sejam m,n naturais tais que m — 1 divide n — 1. Seja T,
uma arvore qualquer de ordem m. Mostre que (T}, K1) = m+n — 1.

Exercicio 7.11. Seja (X, <) um conjunto totalmente ordenado, e seja

G = (V,E) ografo com V:=PyX e E :={(z,y)(2,y) : z <y=12'<

y'}

(a) Mostre que G nao contém tridngulos.

(b) Mostre que x(G) se torna arbitrariamente grande se | X| é suficien-
temente grande. [Sugestao: r(c,3;2)]
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