6 PROBLEMAS EXTREMAIS

6.1 INTRODUQAO

Por problemas extremais, entendemos perguntas como as dos exemplos
abaixo.

(P1) Determine o niimero minimo de arestas ¢(n), tal que todo grafo G
de ordem n e com pelo menos ¢(n) arestas tem um circuito.

(P2) Determine o menor natural §(n) tal que todo grafo de ordem n e
grau minimo pelo menos 6(n) tem um circuito hamiltoniano.

(P3) Determine o menor natural n tal que todo grafo de ordem pelo
menos n tem um K3 ou K3z como subgrafo induzido.

(P4) Determine o niimero méximo de arestas em um grafo de ordem n
que nao contém Kj.

Em particular, as respostas para as perguntas acima sio:

(P1) Temos ¢(n) = n.
(P2) O Teorema de Dirac afirma que

5(n) = m .

(P3) O Teorema de Ramsey (para o caso (3,3)) afirma que n = 6.

(P4) Veremos mais adiante que tal nimero é [§][5]| + 1.

Tipicamente, dada uma propriedade P de grafos, e um invariante I e
uma classe G de grafos, procura-se determinar o menor valor m tal que
todo grafo G € G com I(G) > m tem a propriedade P.

6.2 PROBLEMA DA PROIBIGAO DE g

Dado um grafo G, definimos, para todo natural n o ntimero

ex(n,G) = sup{|F(H)| : H é um grafo de ordem n com H p G}.
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Nessa situagdo G é chamado grafo proibido.

Dizemos também que um grafo H de ordem n é um grafo extremal
(relativo a G) se H tem ex(n,G) arestas e H 2 G e denotamos o
conjunto de todos os grafos extremais de ordem n por EX(n, G).

Chamamos o problema de determinar o nimero ex(n,G) de P(G).

Proibindo grafos completos

Turdn, em 1941, investigou o problema P(K)).

Para simplificar, considere G = K,11. Claramente, os grafos p-
partidos completos Ky, ... », de ordem n (ou seja, temos ), n; = n) nao
contém Kj,11. Dentre todos os grafos desse tipo, o que tem o maior
namero possivel de arestas é aquele que tem os blocos das particées o
mais balanceado possivel.

Ou seja, tomando 7 =nmod p e k = [n/p|, o conjunto EX(n, Kp41)
contém o grafo p-partido completo com p — r blocos com k vértices e r
blocos com k + 1 vértices.

Chamamos tal grafo de Grafo de Turdn e o denotamos por 7,
(extremal que ndo contém K, 1). Definimos também ¢, , = |E(T},,)|.

Observando que

|E<Tm>r—<p—r>(’;> +r<k§1>,

obtemos a seguinte férmula

st () (oo o(11)- () 22

Teorema 6.1 (Turdn, 1941). Dentre todo os grafos de ordem n que nao
contém K1, existe exatamente um com nimero maximo de arestas,
sendo esse 0 Tj, 5.
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Demonstragao. (Técnica de “chopping”) Provaremos por indugao em n.

Observe que para n < p o resultado é trivial.

Suponha entdo que n > p e que o resultado é valido para n — 1.

Seja G um grafo extremal de ordem n (em relacdo a Kpy1). Como
a adicao de qualquer aresta a G cria uma copia de K1 sabemos que
existe uma copia H de K, em G.

Sejam q1 = |E(H)| = (), g2 = [{fow € E(G) :v € V(G)\V(H),w €
V(H) e a3 = |B(G — V(H))].

Como cada vértice de V(G) \ V(H) é adjacente a no méximo p — 1
vértices de H, temos ¢3 < (n —p)(p — 1).

Além disso, pela hipétese de inducdo, sabemos que g3 < t,—pp,
pois G — V(H) nao possui uma cépia de K.

Tomando r =nmod p e k = |n/p|, temos que

E(G)=qa+aq+aq< <§> +(n=p)p—1)+tupyp

@) oo e (7)o o)

_ (p> —pp_1) PP (kD=2

2 2 2
_ (P (a=p)ntp=3) kin—p+r) kp n-2ptr
\2 2 2 2 2
n?—3n+2 k(n—p+r

_(n _k(n—err)_t
2 2 S

Ou seja, temos |E(G)| < tp . Como T;,, nao possui nenhuma cé-
pia de K11 e G é extremal, segue a outra desigualdade e, portanto,
temos |E(G)| = tnp.
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Isso significa também que temos g2 = (n —p)(p — 1) € g3 = th—pyp-
Pela hipétese de indugéo, temos que G — V(H) = T;,_p, ,. Ademais, o
valor de ¢z nos garante que vw € E(G) para todo v € V(G)\ V(H) e
todo w € V(H).

Portanto G = T,,,, (G é balanceado pois T;,—p ), é balanceado por
hipé6tese de indugao). O

Demonstragao. (Técnica da simetrizagao) Zykov (1949) Defina a ope-
ragao de simetrizacdo de um vértice u em relacdo a um vértice v # u
como a remoc¢ao das arestas incidentes a u, adigdo das arestas uw para
todo w € Ng(v) \ {u}.

Observe que se u e v s@o dois vértices distintos de um grafo G, temos:

e Se G nao possui uma cépia de Kpy1, entdo apés a operacao de
simetrizacdo de v em relagdo a v, o novo grafo também néao possui
uma cépia de K.

e Se G’ é o grafo obtido apds a operacao de simetrizacao de u em
relacdo a v, entdao |E(G')| = |E(G)| + |[Ng(v) \ {u}| — dg(u).

Seja H um grafo extremal com n vértices, entao temos §(H) + 1 >
A(H), caso contrario, poderiamos simetrizar um vértice de grau minimo
em relacdo a um de grau maximo e obter um grafo livre de K41 com
mais arestas.

Ademais, também sabemos que se §(H) < A(H), entao todos os vér-
tices v de grau §(H) sdo adjacentes a todos os vértices w de grau A(H),
caso contrario, a simetrizagdo de v em relagdo a w produziria um grafo
livre de Kp41 com mais arestas.

Vamos provar agora que, se v e w sdo vértices de H de mesmo grau,
mas vizinhangas distintas, entao v é adjacente a w.

Suponha que ndo. Como v e w possuem vizinhancas distintas e mesmo
grau, sabemos que existem vy € Ny (v)\ Ng(w) e wg € Ng(w) \ Nu(v),
sem perda de generalidade, supomos dp(vy) < dg(wp) (caso contrario,
basta trocar os nomes v com w e vy com wy).
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Seja H' o grafo obtido a partir da simetrizacao de v em relagao a w e
observe que H' é livre de Kp41 e |E(H')| = |E(H)|, logo H' também ¢
extremal.

Observe também que

dp(vg) = dg(vg) — 1 < dg(wy) — 1 = dgr(wg) — 2.

Mas isso significa que a simetrizacao de vy em relacao a wg no grafo H'
produz um grafo livre de K,1; com mais arestas que H’, o que é um
absurdo.

Portanto, juntando a adjacéncia dos vértices de graus distintos, sabe-
mos que, se v e w sao vértices de H de vizinhangas distintas, entao v é
adjacente a w.

Considere a particdo P do conjunto dos vértices de H de acordo com
suas vizinhangas, isto é, se N = {Ng(v) : v € V(H)}, entdo P = {{w €
V(H): Ng(w) = A}: A€ N}.

A propriedade que acabamos de provar nada mais é do que o fato
que H é |P|-partido completo com particao P.

Certamente |P| < p, caso contrario, o grafo H néo seria livre de K.

Ademais, como §(H) +1 > A(H), segue que H é balanceado, ou seja,
¢ isomorfo a Tj, i, para algum k < p.

A igualdade de k e p segue da maximalidade do valor de |E(H)|. O

Corolario 6.2 Para todo natural n > 3, temos EX(n,K3) =
2
{KLQJ [%“} [§ ex(n, Kg) < %

2
Corolario 6.3 Se n > p+ 1, entdo todo grafo com ¢, ,_1 + 1 arestas
contém um K1 — e (onde e é uma aresta qualquer de Kj,1).

Demonstragdo. Provaremos por inducdo em n.
Observe que para n = p+ 1 o resultado ¢ trivial (pois tp11p-1 +1 =
+1

(") —1).
Suponha entdo que n > p + 1 e que o resultado é valido para n — 1.
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Seja G um grafo de ordem n com t,,_1 + 1 arestas.

Suponha que 6(G) > 0(Trp—1), entdo, como |E(G)| = |E(Ty p—1)| +1,
sabemos que G é um grafo p — 1-partido completo, logo G contém
um Kp 1 —e.

Suponha entao que 6(G) < §(T5p-1), seja x € V(G) tal que dg(z) =
d(G) e observe que

‘E(G - 37)’ = tn,p—l +1- 5(G) > |E(Tn,p—1)’ +1- 5(Tn,p—1> = ’E<Tn—1,p—1)’ +1=t

Portanto, pela hipétese de indugao temos G 2 G —x O Kpy1 —e. [

Exercicio 6.1. Temos
1 9p—2
lnp—1 < N )
’ 2 p—1

e vale a igualdade quando p — 1 divide n.

Corolario 6.4 Temos

li tn,pfl _ D — 2
im —— = ——.
n—00 (2) p— 1

Na verdade, a proposicao acima pode ser generalizada para um resul-
tado que depende do Teorema de Erdds & Stoneenunciado a seguir.

Informalmente, esse teorema diz que com apenas mais en?
adicionais temos nao apenas o K, mas um K7, isto ¢, um p-partido
completo com classes de ordem s.

Teorema 6.5 (Erdés & Stone, 1946). Para todo p > 2 e s > 1 inteiros,
e para todo € > 0, existe um inteiro ng tal que todo grafo com n > ngy
vértices e pelo menos t,, ,—1 + en? arestas contém um K? como subgrafo.

arestas

O seguinte corolario generaliza o Corolario 6.4.
Corolario 6.6 (Erdés & Stone). Para todo grafo G,

lim ex(n,G) _ X(G) —2
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Demonstragao. (Corolario 6.6) Seja p = x(G). Como G nao pode
ser (p —1)-colorido, temos que G Z T}, ,—1 para todo n € N, e, portanto,
temos tp, -1 < ex(n, G).

Por outro lado, para todo s suficientemente grande temos G C K?
(s > A(G) é suficiente). Logo, temos ex(n, G) < ex(n, K?).

Vamos fixar um tal s. Para todo ¢ > 0, o Teorema 6.5 implica que
para n suficientemente grande temos ex(n, K?) < t,, p—1 + en?.

Portanto, para n suficientemente grande temos que

tnp ex(n,G _ (n,KP)  tpp_1+ en?
G- @& - 6 (2)
— tn>p_1 26 < tnvp_l + 46

DR

Usando o Corolario 6.4, concluimos que

lim ex(n,G) _p—2_ X(G)—Z.
p—1 x(G)-1

)

Circuitos

Nesta segdo, denotaremos por s(n) o nimero minimo de arestas tal que
todo grafo com n vértices contém dois circuitos disjuntos nos vértices.

Teorema 6.7 Para todo n > 6, temos s(n) = 3n — 5.

Demonstragio. Observe primeiramente que K7 1,3 tem 3(n—3)+3 =
3n — 6 arestas e quaisquer dois circuitos se intersectam nos vértices,
logo s(n) > 3n — 5.

Por inducéo em n, vamos provar que se GG tem 3n — 5 arestas, entao
existem dois circuitos de G que nao se intersectam.
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Se n = 6, entdao G tem 13 arestas. Isso significa que G ¢é isomorfo
a Kg menos duas arestas e, portanto, tem duas cépias disjuntas de Kj.

Suponha entao que n > 6 e que o resultado é valido para n — 1.

Observe que 6(G) < 5 e seja v € V(G) um vértice de grau minimo.

Também sabemos que se algum conjunto de 6 vértices possuir pelo
menos 13 arestas, entdo GG possuird duas copias disjuntas de Ks.

Caso 1: temos dg(v) = 5.

Considere o grafo G’ = G — v e adicione duas arestas a um mesmo
vértice de Ng(v), observe que o novo grafo G” possui n — 1 vértices e
pelo menos 3n — 8 arestas.

Pela hipétese de indugao, existem dois circuitos disjuntos em G”.

Se eles nao usam as arestas novas, entao o resultado vale para G’ e
portanto, para G.

Se um dos circuitos, digamos C, usa pelo menos uma das arestas
novas, o outro nao pode usar nenhuma aresta nova (pois os circuitos
sao disjuntos).

Portanto, podemos estender C para passar por v e evitar usar a aresta
nova, obtendo assim dois circuitos disjuntos em G.

Caso 2: temos dg(v) = 4.

Considere o grafo G’ = G — v e adicione uma aresta incidente a um
vértice de Ng(v), observe que o novo grafo G” possui n — 1 vértices e
pelo menos 3n — 8 arestas.

Pela hipétese de inducao, existem dois circuitos disjuntos em G”.

Se um desses circuitos usar a aresta nova, podemos estendé-lo para
passar por v e evitar usé-la, obtendo assim dois circuitos disjuntos em G.

Caso 3: temos dg(v) = 3. Considere o grafo G’ = G — v e observe
que ele possui n — 1 vértices e pelo menos 3n — 8 arestas.

Logo, pela hipétese de indugdo, existem dois circuitos disjuntos em G’
e, portanto, em G. [
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Teorema 6.8 Se G é um grafo com n vértices e m arestas e G nao
possui nenhuma cépia de Cy, entdao m < F(1 + v/4n —3). Isto é,
temos ex(n, Cy) < % (14 v/4n — 3).

Demonstragdo. Observe que se G é um grafo com n vértices e m arestas
e nao possui nenhuma cépia de Cy, entdo para todo par de vértices x
e y distintos, existe no maximo um z tal que Ng(z) D {z,y}.

Dessa observacao, tiramos a seguinte desigualdade

= (V)=0)

Observe agora que a funcao

fx) = {0’

(5), sex>1;

se x < 1;
é convexa, logo, pela Desigualdade de Jensen, temos

1 Z (d(z)) - <2’m/n>
n. v\ 2 )\ 2
Donde segue que

n(n —1) S 2m(2m —n)
2 - 2n n ’

ou seja, temos
4m? — 2mn — n® + n? <0.
Finalmente concluimos que

2 4n? +16(n3 — n?

Portanto temos que ex(n, Cy) < (14 v/4n — 3). O
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6.3 EXERCICIOS

Exercicio 6.2. Determine o valor de ex(n, K ,), para todos os natu-
rais r,n.

Exercicio 6.3. Prove que todo grafo com n vértices e m = (14 +/4n — 3)
arestas contém uma cépia de Cy.

s s -1
Exercicio 6.4. Prove que t,,_1(y) " converge para (p — 2)/(p — 1)
quando n — co. Sugestdo: veja a sugestao dada no exercicio 9 do livro de
R. Diestel (Capitulo 7).
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