MAC5711 ANALISE DE ALGORITMOS
PROVA 1

Instrucgoes:

1. Esta prova é individual e sem consulta. Cuidado com a legibilidade.

2. Nas questoes que envolvem elaboragao de algoritmos, coloque comentarios objetivos e relevantes.
Nunca escreva um algoritmo mais elaborado sem explicagoes relevantes ‘em linguagem humana’.

3. Assercoes imprecisas valem pouco. Justifique suas assercoes, dentro do razoavel.

4. Importante: Vocé deve fazer a Questao 1. Vocé pode escolher duas questoes dentre as Questoes 2, 3
e 4 para fazer.

5. Duracao da prova: 1 hora e 40 minutos

Q1. [3 pontos]

(i) Considere as fungdes

fu(n) =nt10, fo(n) = 210 f3(n) = (logm) /1%, fu(n) = (loglogn)'®,
Fs(n)=2"", fo(n) =n'",  fr(n) =221 e fy(n) = (logn)'®.
Coloque as funcbes acima “em ordem assintotica crescente”; isto é, se sua resposta
for gi(n),...,gs(n), entdo deve valer que g;—1(n) = O(gi(n)) para todo 1 < i < 8.
[Justifique sua resposta brevemente; nao é necessario dar uma justificativa detalhada.]

(i) Repita (7), com as funcoes
hi(n) = n'1% ha(n) = 2V18", hy(n) = (logn)'®.

[Justifique sua resposta brevemente.]
Q2. [3 pontos]
(i) Escreva um algoritmo que recebe como entrada um vetor A e inteiros p, g e 7, com Alp. . ]
e Alg + 1..7] ndo-decrescentes e que devolve o nimero de (p, g, 7)-inversoes em A, que

é definido como sendo o numero de pares de indices (i,j) com p < i < g < j <r
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com A[i] > A[j]. Seu algoritmo deve ter complexidade de tempo de pior caso O(n),
onde n =r — p+ 1. Explique por que seu algoritmo tem essa complexidade.

(i) Use (i) para desenvolver um algoritmo que conta o nimero de inversoes em um ve-
tor Alp..r], isto é, o nimero de pares (i,j) com p < i < j < r e A[i] > A[j]. Seu
algoritmo deve ter complexidade de tempo de pior caso O(nlogn), onde n =r —p+ 1.
Explique por que seu algoritmo tem essa complexidade.

Q3. [4 pontos] Seja H um heap com n elementos. Podemos pensar em H tanto como um ve-
tor H[1..n] ou como uma arvore bindria completa. Seja = um né de H (considerada como
uma arvore). Definimos a altura alt(x) de x como sendo a distdncia maxima de z a uma
folha de H. Definimos também a profundidade prof(x) de z como sendo a distandia de x a

raiz de H. Sejam

I(H) = 3" prof() (1)

zeH

J(H) = alt(z) (2)

xeH
as somas de prof(z) e de alt(x) sobre todas os nés x de H.

(i) Prove por indugao em t que, para todo inteiro ¢ > 0, temos que

D k2P =2(1+ (t-1)2"). (3)
1<k<t
(#1) Suponha que H tem n = 2!*! — 1 elementos. Determine I(H).

(7i) Mostre que, para todo heap de n elementos, temos
I(H) =2 (1 + ([logy n| — 2)2los2 nH) n (n —_gllogan] 1) llog, 7). (4)

(iv) Mostre que, para todo heap H com n elementos, temos I(H) = ©(nlogn).

(v) Vimos em sala que J(H) = J(H') + |[n/2] se H tem n > 2 elementos e H' é o heap
obtido de H removendo-se todos as folhas de H. Explique brevemente por que vale este
fato.

(vi) Prove por inducao que, para todo heap H com n elementos, temos J(H) = O(n).

(vit) Suponha que construimos um max-heap a partir de n inteiros ey, ..., e,, com e} < -+ <
én, comecando com o heap vazio Hy, e inserindo os elementos e; em ordem (primeiro ey,
depois eg, etc). Neste processo, construimos os heaps Hi, ..., H, (o heap H; é obtido

inserindo-se e; em H,;_1). Quantas comparacoes entre os e; fazemos para construir H; a



(viii)

partir de H;_17 Qual é o numero total de tais comparacGes no processo de construgao
de H,?

Vimos que é possivel construir um max-heap com n inteiros dados em tempo O(n).
Descreva sucintamente o algoritmo para fazer isso, e justifique em termos da fungao J

em (2) por que seu algoritmo é O(n).

Q4. [4 pontos] Sejam Aj, ..., A, matrizes, com A; de dimensoes p;—; X p;. Como visto em sala,

para calcular o produto [ [, -,,, A;, podemos decidir a ordem em que executamos os produtos

ou, equivalentemente, podemos decidir como ‘inserir os parénteses’ na expressao Ai...A,

para especificar a ordem dos produtos de matrizes a serem executados. Seja C,, o nimero

total de tais expressoes ‘parentizadas’. Por exemplo, C7 = Cy = 1 e C3 = 2, pois temos as

expressoes (A1Ag)As e A1(AgAs). Ademais, Cy =5 e C5 = 14.

(4)

Prove que, para todo n > 2, temos

Cn=C1Cn1+CoCr g+ CraCr= Y CpCry. (5)
1<k<n
Escreva o algoritmo recursivo natural baseado em (5) para calcular C,,. (Neste item,
nao faga nenhuma ‘otimizagao’.)
Seja P, o numero de produtos de inteiros que sao executados para se calcular C,, em
seu algoritmo recursivo. (Note que, por exemplo, P; =0, P, =1, P3 =4 e P, = 13.)

Prove que, para todo n > 2, temos

Po=n—1+ Y (Pi+Puy) (6)
1<k<n
Prove que seu algoritmo recursivo de (i) para calcular C,, é exponencial em n. [Sugestdo.
Use (iit).]
Escreva um algoritmo para calcular C), que seja polinomial em n.
Seja @, o numero total de produtos de inteiros que seu algoritmo em (v) executa para
determinar C,. Determine a ordem de grandeza de Q.

Prove que seu algoritmo em (v) é polinomial.



