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Resumo da aula passada

Teorema (Dalang, Morton & Willinger)

As duas afirmacdes a seguir sdo equivalentes:
(i) N&o ha arbitragens.
(i) Existe uma medida de probabilidade M, equivalente a P, tal que
{(sk,Fx),k=0,...,n} é um martingal sob IM.

Além disso, se alguma dessas duas condicées é valida entdo podemos
escolher M de modo que dIM/dIP é limitada. A
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Termos da aula passada

@ Ha n+1 instantes, enumerados por k=0,1,...,n.

o Os precos no instante k sio descritos por vetores s, € RY, ou seja
temos d ativos e no instante k o preco do i-ésimo ativo é s .

@ Os precos no instante k fazem parte da informacdo F disponivel
neste instante.

e Para cada k, Fx é uma sigma algebra e o conjunto das sigma algebras
é uma filtragdo, i.e. Fyx C Fry1-

@ Os precos sy sdo adaptados a filtracdo Fy, ou seja, para cada k, sy é
mensuravel com respeito a Fy.
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Pausa para reflexdo

Pausa para reflexdo
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Pausa para reflexdo

(1) Qual a razdo para um formalismo matematico tdo rebuscado?

(2) Tudo isto é realmente necessario?
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Pergunta: A matematica é realmente necessaria?

Resposta honesta e realista:

@ N3o, a matematica ndo é necessaria. Fatores de ordem politica,
relacionamento, etc. sdo muito mais importantes.

@ A maioria das pessoas competentes, e de sucesso, em financas se vira
muito bem sem matematica. Muitos simplesmente nio acreditam em
métodos quantitativos.

@ Pior: ha gestores de “fundos quants” que nem sabem matematica. Ou
seja, ha muito mito e pouca substéncia.

Por isso, uma pergunta melhor seria:

A matemaética pode ajudar?
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Pergunta: A matematica pode ajudar?

Resposta honesta e realista:

@ Sim, desde que vocé saiba o que estad fazendo.
@ Para isto & preciso entender bem o método matematico.
@ Vocé ndo é obrigado a usar matematica e pode viver bem sem ela.

@ Porém, se for usar, por favor, faca direito e ndo como propaganda.
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Pergunta: O formalismo é necessario?

Resposta, dentro do espirito de que se for fazer entdo faca direito:

@ Em parte sim: o minimo de formalismo apresentado aqui (sigma
algebra, funcdo mensuravel, medida de probabilidade,etc.) é necessario
para financas quantitativas.

@ Em parte ndo: ha conceitos mais avancados que seria bom saber mas
que ndo s3o essenciais. Pode ser mais vantajoso dedicar seu tempo
escasso ao estudo de outras areas fundamentais, como estatistica.

@ Exemplo: vocé pode entender o teorema de Dalang, Morton e
Willinger sem saber os detalhes técnicos de sua prova.
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Bom senso

Se vocé ndo entende a matematica entdo ndo use.
o N3o atribua & matematica defeitos e qualidades que ela ndo tem.

N3o se intimide com a matematica.

N3o culpe a matematica pelas barbeiragens de algumas pessoas que
ndo sabem usa-la.

N3o se deixe levar por modas tolas, contra ou a favor a matematica.

@ Tenha bom senso
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De volta a matematica
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Resumo da aula passada

Teorema (Dalang, Morton & Willinger)

As duas afirmacdes a seguir sdo equivalentes:
(i) N&o ha arbitragens.
(i) Existe uma medida de probabilidade M, equivalente a P, tal que
{(sk,Fx),k=0,...,n} é um martingal sob IM.

Além disso, se alguma dessas duas condicées é valida entdo podemos
escolher M de modo que dIM/dIP é limitada. A
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Termos da aula passada

o Carteira sdo conjuntos de d ativos. Elas s3o representadas por vetores
d
x € Re.

@ Uma estratégia é uma familia de carteiras xj ...X,.

@ As carteiras s3o compradas no inicio do (k — 1)-ésimo periodo e
vendidas no fim deste periodo.

@ As estratégias sdo montadas a partir da informacdo disponivel no
momento: X, é Fx_; mensuravel.

@ As estratégias sdo ligeiramente atrasadas com respeito aos precos:
carteiras s3o processos predictable.
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Termos da aula passada

@ O ganho de uma estratégia x4, k=1,...,n¢é

n

g(x,8) =Y (sk —sk-1) %«

k=1

ou seja, é a soma dos ganhos em cada periodo.
@ Note que o ganho depende do cenério:

g(x(@),s(w)) = an‘,l (sk(@) —sk-1(0)) xi ().
e Uma arbitragem é uma estratégia tal que
(i) a probabilidade de perda é nula:
P(g(x,s) <0)=0.
(i) a probabilidade de ganho é positiva:
P(g(x,s) >0) >0.
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Arbitragem

@ Uma arbitragem é uma estratégia que nos da uma possibilidade de
lucro sem chance de perda.

o Exemplo: precos s = (LTN,LFT)’, no espaco $ de precos

prego inicial sy possiveis pregos finais s;

preco nulo = 0

si])(n <0

arbitragem x
‘ e 0{ s1xg > 0 para todo s
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Nao arbitragem

possiveis pregos finais s,

preco inicial sy

preco nulo = 0

spXo < 0
s1xg > 0 para todo s;

arbitragem xg {

Walter Mascarenhas (IME-USP)

possivels precos finais s

preco inicial 5

nao arbitragem




Probabilidade

Uma medida de probabilidade em um conjunto finito Q = {w,...,0,} &
uma atribuicdo de pesos P(@;) a seus elementos de modo que

() IP(CO,') > 0.
(i) Xk—y P(ei) =1.

() = faces de um dado *
[ ]
° ° L4
Exemplo: P(w;) =1/6
[ ]
Exemplo: P(w;) =i/21
Y [ ]
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Média ou valor esperado

e Q={w,...,0,} & um conjunto finito com uma medida de
probabilidade IP.

@ V & um espaco vetorial e f &€ uma funcdo de Q para V.

@ O valor esperado de f & a combinagdo convexa E(f) =Y P(w;)f(w;)

[} [ ]
f(ws) f(wr)
[
* f Flws) flw2)
—> e ° .
i b ° média = combinagao convexa
° média(f) = E(f) = S P(w) f(w)
) [}
flwa) flws)
[ ] [ ]
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Média ou valor esperado

Ao variarmos a medida de probabilidade obtemos médias diferentes:

f(wo) o )

Médias obtidas ao variar P

° = [}
flws) casco convexo dos (w;) flws)

flwa) flws)
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Média e arbitragem

S(wﬁ) ° ° S(Wl)
nao arbitragem arbitragem
L 09 ° °
s(ws) 50 s(w2) 50
s(wa) o o s(w3)
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Probabilidade em espacos amostrais infinitos

o
e Ndo da mais para pensar s6 em P(wy;).

Quando Q é infinito os detalhes se complicam.

Neste caso precisamos da sigma algebra F.

Uma medida de probabilidade é uma fungdo P : F +— [0,1] tal que
P(Upew An) = Xnew P(An) se os A, € F forem disjuntos.

o Probabilidade passa ser analoga a area.

Area de A
Area de

F = conjuntos com &area

E impossivel atribuir area a todos subconjuntos de Q!!!
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Dalang, Morton & Willinger

Teorema (Dalang, Morton & Willinger)

As duas afirmacdes a seguir sdo equivalentes:
(i) N&o ha arbitragens.
(i) Existe uma medida de probabilidade IM, equivalente a P, tal que
{(sk,Fx),k=0,...,n} é um martingal sob IM.

Além disso, se alguma dessas duas condicées é valida entdo podemos
escolher M de modo que dIM/dIP é limitada. A
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Medidas equivalentes

Dado honesto

Dado viciado

° we ° W1 We e Wi
Plws) =1/6  Plw)=1/6 | Mws)=1/4  Mw)=1/12
[ J
Média Média
o W5 . w2 e W e
° ° ® | Pws)=1/6 P(ws) = 1/6 —1/4 M(ws) = 1/12
¢ W4 w3 wa w3
L] L] L] L]
° hd Pws) =1/6 Plws) =1/6 )=1/4 M(ws) = 1/12
We e owy M, y=1
dM (| 3
) , P (we) =3
Derivada de Radon Nikodym
aM W5 amg y_ 3
P o ap(ws) = wae () =1
M equivalente a P:
dIM dM 3 W
48 existe e 6 > 0. P (wa) =35 %4 (ws) =1
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Medidas equivalentes: caso continuo

. _fxe1y 2
P: densidade = —=e™" M: densidade = Jhee™
ST, P
/ \\ /f \
~— A g
—— | — —— —
. @ _ 1-2=
\ dP
\\\
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Um martingal é um processo estocastico s; : Q x [0,00) — R tal que

@ s; é adaptado a uma filtracdo F;
@ E(|x¢|) < oo para todo t € [0,00).

o [B(x¢|Fs)=xs para t >s.

O conceito mais importante aqui é a probabilidade condicional E(x; | Fs) de
Xy com respeito a sigma algebra, que foi uma das mais brilhantes invencdes
de Kolmogorov.
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Probabilidade condicional: Bayes

0

Evento A = bola no campo esquerdo.
Evento B = bola no circulo central.

P(A)=1/2 IP(B) = area do circulo / area do campo.

IP(AN B) = (area do circulo/2) / area do campo
= (1/2) x (area do circulo / area do campo) = P(A)P(B).

P(A|B) = ]PgPA(g/)s) =1P(A) = independéncia.
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Probabilidade condicional: Kolmogorov

° We o ° W1 We o e W1
f=6 f=1 g:4 (]:3
®
o Wh Wy e o W5 w9y e
° ) L4 f=5 F=2 g=3 g=41
° W4 w3 Wy w3 .
o ° f=4e o f=3 g==4e e g=3

F:{Q’Q’A,AC} fQHR
A={wi,wz,wsp  g=E(f|F): Q=R
g é uma FUNCAO F mensurével

P(A[F) = E(La |F)

A€ = {WQ,W4,W6}
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Dois teoremas sobre martingais

A seguir, x 1 [0,00) x Q> RY, T: Q= R e x7(0) = x(T(0),0).

Teorema

Se o processo x : [0,0) x Q +— R? é martingal entdo para todo tempo de
parada T tal que T () é finito temos que E(x1) = E(xo). A

Teorema

Se o0 processo progressivo x : [0,400) x Q +— RY é tal que
o E(|x¢|) < oo para todo t € [0,),
o E(x1) =E(xp) para todo tempo de parada tal que T(Q) é finito ,

entio x é martingal. A

1)progressivo é uma versdo aprimorada de adaptado.

2) isto difere da visdo usual, que lida com integrabilidade uniforme e continuidade a direita.
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Tempos de parada

Um tempo de parada é uma estratégia, baseada nos dados disponiveis, sem
bola de cristal, que define 0 momento de encerrarmos um processo

Ta

Exemplo: 1, = parar ao atingir o preco alvo a.

Formalmente: T :Q+— R € um tempo de parada se, para todo t

{weQcom T(w)<t}eF.
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Dalang, Morton & Willinger

Teorema (Dalang, Morton & Willinger)

As duas afirmacdes a seguir sdo equivalentes:
(i) N&o ha arbitragens.
(i) Existe uma medida de probabilidade M, equivalente a P, tal que
{(sk,Fk),k=0,...,n} é um martingal sob IM.

Além disso, se alguma dessas duas condicées é valida entdo podemos
escolher M de modo que dI\l/d1” é limitada. A
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Resumo

Apresentei apenas uma visio intuitiva. Para mais que isso vocé precisa de:

@ Um curso de probabilidade avancada com

o Medida e integracio.
o Probabilidade condicional.
e Tempo de parada.
e Martingais.
@ Um curso de analise funcional com
o Espacos vetoriais abstratos (£1 e £%).
o Dualidade.

o O teorema de Hahn Banach.

@ Interesse e gosto para digerir os cursos acima e saber relacionar o seu
contetido com o que discutimos aqui.
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