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Dada uma base de um subespgo W de R", queremos encontrar a matriz P da projecao ortogonal de R™
sobre W. Nosso objetivo é demonstrar a férmula (2), que expressa P como funcdo da matriz A que tem nas

colunas as coordenadas (relativas a base candnica) dos vetores da base dada.

Estas notas sao baseadas em [1, Segao 6.4].

1. NOTAGAO E RESULTADOS PRELIMINARES

Denotemos por Im A o espago-coluna da matriz A (em outras palavras, se A é n x k, Im A é a imagem da
transformacdo linear T4 : R¥ — R™ cuja matriz relativa 4 base canénica é A); e por Ker A o espaco das solucdes

do sistema linear homogéneo cuja matriz de coeficientes é A (em outras palavras, Ker A é o nicleo de Ty).

Dado um subespaco vetorial W de R”, denotamos por W+ o subespaco que consiste dos vetores de R" que

s@o perpendiculares (relativamente ao produto interno canonico) a todos os elementos de W.

Vamos usar os seguintes resultados:

(1) As colunas de uma matriz A sao linearmente independentes se, e somente se, Ker A consiste apenas do
vetor nulo. Essas condigoes sao também equivalentes a afirmar que, sempre que y € R™ é tal que o
sistema linear Ax = y tem solucdo x € R¥, entdo essa solucio é tnica.

(2) Se o espago-coluna de uma matriz k x k é igual a R*, entdo a matriz é inversivel.

(3) Dado um subespago W de R™, a projecao ortogonal de um vetor b € R™ sobre W é o tnico vetor Pb
que satisfaz Pb € W e (b — Pb) € W+,

(4) A igualdade Ker A* = (Im A)* vale para toda matriz A (se A é n x k, a transposta A’ é uma matriz

k x n e, portanto, Ker A e (Im A)* sdo subespacos de R™).

2. SOLUGAO DO PROBLEMA

Vamos usar as quatro proposigoes listadas acima, sem alertar que as estamos usando. Fica por conta do

leitor perceber em qual momento cada uma delas estard sendo usada.
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Dado qualquer b € R”, o sistema linear Ax = Pb tem solucio x € R*, pois Pb € W = Im A. Além disso,
a soluc@o é unica, pois as colunas de A sdo linearmente independentes. Esse tnico X, que satisfaz Ax = Pb,

obviamente satisfaz também AtAx = A!Pb.

O pulo do gato vem agora: A'(b — Pb) = 0, pois (b — Pb) € (Im A)* = Ker A?, pois Pb é a projecio

ortogonal de b sobre W = Im A. Dai, podemos escrever:

(1) A'Ax = A'Pb = A'Pb + A'(b — Pb) = A'b.

A matriz A'A é quadrada, de tamanho k£ x k. O préximo passo é provar que ela é inversvel.

Todo vetor pertencente a Im A’ A pertence também a Im A* (pois (A A)x = A'(Ax), para todo x € RF).
Vamos provar agora que vale a reciproca, isto é: se um vetor y pertence a Im A?, entdo ele pertence também a
Im At A. De fato, se y = Ax, para algum x € R", entao, chamando de X a projecao ortogonal de x sobre Im A,

temos (x — x) € (Im A)* e, portanto:
y=Ax = Alx + A'(x —x) = A'x.

Como % € Im A, existe z € R” tal que X = Az. Dai, y = A’ Az, o que mostra que y € Im A’ Az.
Provamos, portanto, que Im A* = Im A*A.

As colunas de A sao linearmente independentes, logo,
{0} =Ker A = (Im A"+, dai, RF =TmA' =Tm A’A,
o que mostra que A’A é inversivel.

Segue entdo de (1), que x = (A*A)"1A'b. Mas x satisfaz Ax = Pb, logo temos que Pb = A(A'A)~'A'b.

Isso vale para todo b € R™, o que demonstra a férmula

(2) P = A(AtA)~1 A

E interessante observar o que diz esta férmula em dois casos extremos: quando k = n, entdao A e A sdo
inversiveis e obtemos P = I; quando k£ = 1, obtemos a férmula usual de projecdo ortogonoal sobre um vetor

nao-nulo.

Verifica-se com um cédlculo direto (é preciso usar que A*A é autoadjunta e que, portanto, sua inversa
também é) que a matriz P obtida em (2) satisfaz P = P? = P!, como tinha de ser: pode-se demonstrar (com
um argumento mais simples, embora um pouco mais abstrato do que o que usamos aqui) que uma matriz P é

a matriz de uma projecio ortogonal se, se somente se, as igualdades P = P? = P! sdo satisfeitas.
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