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(1) Mostre que, se n é um natural maior que 1, entdo n* + 4 ndo é primo.

(1°) Mostre que, se n é um natural e se k& é um fmpar maior que 1, entdo n* + 4% nao é primo.
(2) Sejam n e m naturais tais que 13 néo divide 5n+3m. Mostre que 13 néo divide 4n+5m.
(2°) Dados n e m naturais, mostre que 13 divide 2n+7m se, e somente se, 13 divide n+10m.
(3) Mostre que, para todo natural n>1, 1+1/24+1/3+...4-1/n néo é inteiro.

(4) Mostre que, se a é um real positivo e se n é um natural, entao vale a desigualdade
1 1
a4+ — —2>n? (a+—2)
a™ a

(5) Calcule o valor da soma 1!'1+42!243!3+...4+nln para alguns valores de n. Descubra a férmula geral para n

arbitrario e demonstre que ela é valida.

(6) Determine um nimero natural cuja divisdo por 2 tem resto 1, cuja divisdo por 3 tem resto 2, cuja divisdo por

4 tem resto 3, cuja divisao por 5 tem resto 4 e cuja divisao por 6 tem resto 5, cuja divisao por 7 tem resto 0.

(6°) Dado um primo n maior que 1, mostre que existem infinitos inteiros k tais que, para cada inteiro m maior que

1 e menor que n, o resto da divisao de k por m é m-1 e, além disso, k é multiplo de n.

(7) Seja £:{1,2,3,...} — {1,2,3,...} funcdo tal que f(n+ 1) > f(f(n)) para todo n. Mostre que f(n) = n para
todo n.

(8) E dada uma lista com os inteiros de 0 a 100 numa ordem qualquer. Mostre que é possivel riscar 90 ntiimeros

da lista de modo que os demais fiquem em ordem crescente ou decrescente.

(9) Os ntmeros inteiros de 1 a 1.000 estdo dispostos em ordem em volta de um circulo (isto é, o nimero 1 estd
entre 1.000 e 2, o numero 1.000 esta entre 999 e 1 e, se n é maior que 1 e menor que 1.000, entdo n estd entre n-1
e n+1). A partir de 1, risca~se todo 14° ntimero (1, 15, 29, 43,...). Sé se para de riscar niimeros quando se atinge
um numero j&i riscado. Quando nimeros restardo sem serem riscados?

(10) Descubra onde estd o erro da seguinte “demonstracio”. Seja a um real positivo. A igualdade a" ! =

k—1

1 é valida para n=1. Suponhamos que n é tal que a =1 para todo kK <n. Ent3o temos

n—1 n—1
n+1)7liania’ "a 711i
- - an—2 1

Segue portanto do Principio de Indugdo que a"t=1 para todo natural n.

a 1.



ALGUMAS SOLUGOES

(3) Em vez de simplesmente demonstrar o que se pede, vou usar este caso para exemplificar uma estratégia de
resolugao. Talvez minha histéria nao parega tao plausivel quanto os casos de Polya, mas este é aproximadamente o
relato dos passos que eu segui para resolver o problema. Fica para o leitor a tarefa de escrever uma solugao enxuta,

que va direto ao ponto.

Nosso plano é supor que

11 1
1 l+-4-4-+-=85,
(1) totg ot

é inteiro e usar propriedades de divisibilidade ou fatoragao para chegar a um absurdo.
Para transformar (1) em uma equagao envolvendo apenas nimeros inteiros, multipliquemo-la por n!:

n!  nl n!
(2) m+5+§+m+g:m&

Para cada k entre 1 e n, n!/k é o produto de todos os inteiros de 1 a n, exceto k. Claro que todo k que satisfaca
1 < k < n divide todas as parcelas dos dois membros de (2), exceto, possivelmente, n!/k. No caso em que n é
primo, n ndo divide n!/n, pois n ndo divide nenhum dos termos do produto 2.3.--- .(n—1) e para um primo dividir
um produto de inteiros ele tem de necessariamente dividir algum dos fatores. Assim chegamos, no caso em que n

é primo, ao seguinte absurdo: o lado direito da equacao

n! n!  n! n!
LS, —nl - -
no " MUY Ty n—1

é divisivel por n, mas o lado esquerdo nao é. Isto demonstra o que queriamos no caso em que n é primo.

Uma maneira natural de tentar adaptar este argumento para o caso geral é discutir a divisibilidade das diversas
parcelas de (2) por algum primo p; por exemplo, para o maior primo menor ou igual a n. Percebe-se entdo a
possivel utilidade um resultado célebre da Teoria dos Nuimeros, conhecido como o Postulado de Bertrand, ou mais
precisamente, como o Teorema de Bertrand-Chebyshev: dado um inteiro n > 1, existe um primo p satisfazendo
n < p < 2n. Uma demontracao elementar (“elementar” ndo significa “fdcil”, significa que s6 usa conceitos e técnicas
bésicas) deste teorema pode ser encontrada no Apéndice C do livro de José Plinio de Oliveira Santos Introdugdo a
Teoria dos Numeros, volume da série Colegdo Matematica Universitaria, publicada pelo IMPA. Segue do Postulado
de Bertrand que, se n é um inteiro maior que 2 e se p é o maior primo menor que n, entao p nao divide n. De fato,
se m é primo, entdo p nao divide n por defini¢do. Se n ndo é primo e se p divide n, entdo n = p - m, onde m > 2.
Pelo postulado de Bertrand, existe um primo ¢ satisfazendo p < ¢ < 2p < n; ou seja, p nao é o maior primo menor

que n.

Voltemos agora ao problema de mostrar que S,, definido em (1) nao é inteiro se n > 2. Seja p o maior primo

menor que n e consideremos a igualdade

n! n!  n! n! n! n! n!
3 T, - 2 _ .
(3) p U9 T3 p—1 pt1l n—1 n

Todas as parcelas do segundo membro desta igualdade tém o fator p; logo o inteiro do lado direito de (3) é divisivel
por p. Se 1 < k < p, entdo p nado divide k porque é maior que k; se p < k < n, entdo p é o maior primo menor do
que k, logo nao divide k, pela consequéncia do Postulado de Bertrand mencionada no paragrafo anterior. Sendo
p primo, p também nao divide n!/p, que é igual ao produtos de todos os inteiros k satisfazendo 1 < k < p ou
p < k <n. Logo, p ndo divide o lado esquerdo de (3), embora divida o lado direito. Absurdo!

Reflitamos agora sobre a solugdo que acabamos de encontrar, com o intuito descobrir uma solugdo que nao use o

Postulado de Bertrand. Percebemos que tinhamos chegamos a um absurdo quando concluimos que a poténcia de



p na fatorac¢ao do inteiro do lado esquerdo de (3) é zero e a poténcia de p em cada parcela do lado direito é maior

ou igual a 1.

Troquemos o primo p por um inteiro m, 1 < m <n, em (3):

|
4 =l —pl-=_ = _ ...
(4) - nlS, —n

Chegaremos a um absurdo se encontrarmos um primo p que aparega na fatoragao do inteiro do lado esquerdo de (4)
com um expoente N e na fatoracdo da soma do lado direito com expoente maior que N. Isso violaria a unicidade
da fatoracdo em primos de um inteiro, pois seriam diferentes os expoentes de p na fatoragio dos dois lados de (4).
Usando o Postulado de Bertrand, ndés vimos que, se tomarmos p como sendo o maior primo menor que n e m = p,
entao, com N = 0 chegamos ao absurdo procurado. Nossa tarefa agora é achar um primo p e um inteiro m que

faca o esquema funcionar sem ser preciso usar o Postulado de Bertrand.

A seguinte observagao é muito simples de verificar: se um primo p aparece com expoente maior que N na fatoragao
de um certo nimero de parcelas, entao aparece com expoente também maior que N na soma dessas parcelas. E
por isso que a meta de provar que a poténcia de p no segundo membro de (4) é maior (e ndo menor) do que no
primeiro membro parece mais viavel. Para isto, basta provar que o expoente de p em cada parcela do segundo

membro é maior que o expoente de p na fatoracao de n!/m.

Seja M o expoente de um primo p (que ainda vai ser escolhido) na fatoracao de n!. Entdo o expoente de p na
fatoragao de n!S,, é maior ou igual a M. As demais parcelas de (4) sdo todas da forma n!/k, para algum k tal
que 1 <k <mn. Sely > 0 é o expoente de p na fatoragdo de k, entdo o expoente de p na fatoracao de n!/k serd
N — 1, < N. Vemos entao que o problema estara resolvido se encontrarmos um primo p tal que o maior expoente
de p na fatoragdo de todos os inteiros k de 1 até n ocorra em um tnico inteiro m (digamos que [y seja o maior
expoente de p, que ocorre apenas em m; entao o expoente de p na fatoracao de n!/m serd M — ly e o expoente de

p na soma do segundo membro de (4) serd maior do que M — lp).

Ja vimos que este é o caso se p for o maior primo menor ou igual a n, mas isto depende um resultado muito
profundo e dificil de provar, o Postulado de Bertrand. Além disso, é bem simples verificar, por exemplo, que se n
é uma poténcia de um primo p, entdo m = n é o inteiro procurado (isto generaliza nosso primeiro resultado, que
Sp, nédo é inteiro se n é primo). Podemos também tentar tomar como p o maior primo que divide n e ingenuamente
desejar que dé certo tomar m = p', com ! denotando o expoente de p na fatoracdo de n. Mas af a gente percebe
qual é a dificuldade: n pode ser maior do que, digamos, 2p' e portanto havers um outro inteiro menor que n com
p! aparecendo em sua fatoracdo. O problema é que pode haver espaco demais entre p' e n. Parece ser uma boa

ideia portanto tentar primos pequenos, e por que nao tomar logo o menor deles, dois?

Qual inteiro m tera a propriedade de o expoente de 2 na fatoracdo de k, 1 < k < n, atingir seu maximo
precisamente quando k& = m? Resposta: serd a maior poténcia de 2 que seja menor ou igual a n. De fato, se [
¢ o Wnico inteiro positivo tal que 2! < n < 2!+ entdo m = 2! é o Unico inteiro entre 1 e k que tem 2! em sua
fatoragao, porque todo k # m satisfazendo 1 < k < n tem em sua fatoragao uma poténcia de dois com expoente [,
satisfazendo 0 < [ < I. De fato, se um inteiro J ¢é diferente de m e tem em sua fatoracao uma poténcia de 2 com
expoente maior ou igual a [, entdo J = 2K, com K > 2; logo J > 2+ > n. E aqui que se vé direitinho que este
argumento s6 funciona para o primo 2: por exemplo, a maior poténcia de 3 menor que 20 é 9, entretanto 18 é um

outro inteiro menor que 20 que tem 3 com expoente 2 em sua fatoragao.

Em resumo, se [ é o tinico inteiro positivo tal que 2! < n < 21 m = 2! e M é o expoente de 2 na fatoracio de
n!, entdo o expoente de 2 na fatoragdo do primeiro membro de (4) é M — [ e na fatoragdo do segundo membro é

maior que M —[. Absurdo!



(7) Roteiro: mostraremos primeiro, por indugao, que f(n) > n para todo n; dai concluiremos que f é crescente,

donde seguird o que queremos mostrar.
Demonstremos por inducao sobre k que, para todo k > 1,
(5) f(n) >k paratodo n >k

(em particular, teremos entdo que f(n) > n para todo n). ' A afirmacdo (5) é trivialmente verdadeira para k = 1,
pois o contradominio de f sdo os inteiros positivos. Suponha que (5) é verdadeira para k. Tome n > k + 1.
Usando a hipétese de indugdo para n — 1 (que é maior ou igual a k) vem que f(n — 1) > k e portanto que
também f(f(n — 1)) > k. Usando a desigualdade que f satisfaz por hipétese, temos f(n) > f(f(n —1)) > k; logo

f(n) > k+ 1, como querfamos.

Mostremos agora que f é crescente, isto é, que f(n) < f(m) sempre que 1 < n < m. Claro que basta mostrar
que f(n) < f(n+ 1) para todo n > 1. Se isto fosse falso, existiria ng > 1 tal que f(f(no)) < f(no +1) < f(no).
Logo ko = f(np) nao satisfaria a desigualdade f(n) > n, que ja sabemos ser védlida para todo n > 1.

Sendo f crescente, é também verdade que f(n) < f(m) s6 se n < m (raciocine por contradigdo para ver isto).
Dali, para cada n, como f(f(n)) < f(n + 1), temos que f(n) < n+ 1. Mas ji sabiamos que f(n) > n. Logo,

f(n)=n.

1o ponto mais “tricky” desta solucdo talvez seja formular como em (5) a hipétese de indugéo. Por que nédo, por exemplo, usar como

passo de inducdo a afirmacdo (6) abaixo em vez de (5)?

(6) Para cada k>1, f(n)>n paratodo 1<n <k.

Logicamente falando, claro que seria possivel fazer assim, mas, tentando fazer, a gente vé que nao sai facil desse jeito. Uma maneira
de chegar a (5) é observar primeiro que f(1) > 1, depois supor por absurdo que f(2) < 2 e ver que nao pode; depois supor por absurdo

que f(3) < 3, etc. A gente acaba percebendo que, em cada passo, é preciso avangar além do k em questdo, e que, portanto, (5) é uma

hipétese de indugdo mais “pratica” do que (6).



