MAT 2456 - CALCULO IV - POLI - 2005
Lista 6 - Equacoes Diferenciais

(1) REDUCAO DE ORDEM: Alguns tipos de equacdes de 2% ordem podem, apés uma
mudanca de variavel, passar a ser de 1* ordem e assim resolvidas pelos métodos con-
hecidos.

CASQO 1: Variavel Dependente Ausente: Se na equacao y nao estiver presente, faze-
mos z = 7' e assim como y” = 2/, a equacao passa ser de 1* ordem.
Ex.: zy"” —y' = 32%; se z = 7/, entdo temos a equacdo zz’ — z = 3x2.

((a) Resolva por esse método as equagoes:

(1) zy"” —y' = 32° 2) zy" =y + (¢v)?
(3) 2%y" = 2zy’ + (y')? (4) 2%y +ay' =1
CASQ 2: Variavel Independente Ausente: Se a varidvel x nao estiver presente explici-
d
tamente na equacao, introduzimos uma nova varidvel dependente u, fazendo u = ¢y’ = d_y’
x

. . du du dy du L .
e temos entao que Yy’ = Ir = T dx = ud— e, fazendo a substituicao, a equacao se
T Yy ax Y

transforma em duas equagoes de 1* ordem.

Ex:y"4+y=0
du dy
ud_y +y=0 e u= ar
(b) Resolva por esse método as seguintes equagoes:
(1) y" +4y =0 (2) y" =9y =0
(3)yy" + () =0 4) yy" =v*y + (')

(c) Encontre a solugao particular
(1) (22 + 2y )y" + 22y’ =0; 3/'(1) =0; y(1) =1. O que acontece com as condigoes
iniciais 3/(0) = 0,y(0) = 17

(2) yy" =y*y' + (v)% y(0) = —5 ¥(0) =1

(2) Determine outra solugao y, das equagoes abaixo, a partir de y; dada, de forma que
o conjunto {y;1(x),y2(x)} seja linearmente independente. Mostre que o conjunto é
linearmente independente:

(1) 22y + oy —4y =0, y; = 22

(2)

(3) y -~y gy =0, =2
—1 r—1

(4) 22y +2zy — 2y =0, y1 = x

(5) zy" +3y' =0, y1 =



(3)

()

(6)

—1

1
(6) 2%y + xy’ + (x2 - Z)y =0, y1 =272

(7) 2y — 2z + 1)y + (x+ 1)y =0, y1 =e”

Determine a solugao geral das equacoes:
(1) " — xf(x)y + f(x)y = 0
(2) y" = f@)y' + (f(z) =)y =0

Determine todas as solucoes das equacoes:
)y +2y +y=0 (2
)y =y +y —y=0 (4
Jy" =9y +20y =0 (
)ylll_gy//+3y/_y:0 (
dy &y dy

9) 2Y 192 Y L Y
()daz5+ dw5+d:c

(1
(3
(5
(7

Uma equacao linear da forma z2y” + azy’ + By = 0, onde «, 3 € IR sdo constantes, é

chamada EQUACAO DE EULER de segunda ordem. A mudanca de varidvel z = e*
sex >0 (e xz=e"7sex <0) transforma a equagao de Euler em uma equagao linear
de coeficientes constantes.

Aplique esta técnica para determinar a solucao das equacoes:

(1) 2%y +ay’ +y=0

(2) 2%y —3zy +4y =0

(3) 2%y” + 3zy’ + 10y =0

(4) 22%y" + 102y’ + 3y =0

(5) 2%y +2zy’ — 12y =0

Se y1(x) e ya(x) sao solugdes de

'+ P(@)y +Q(z)y = Ri(z) e

y"+ P(2)y + Qz)y = Ra(z)

respectivamente, mostre que y(z) = y1(x) + y2(z) é solugao de y”’" + P(x)y' + Q(z)y =
Ri(x) + Ro(x). (Principio de Superposicao) Use isto para resolver:

(1) y" + 3y + 2y = e + e** (2) y" +vy — 6y = sen x + xe>®
Eg) vk =1dat e (4) ¥+ — 2y = 6e~® + 4
5) y" +y=cosz+ 8



(8) Resolva.
xy// . y/ — 31,2

)
b) 2%y" +xy —y = 2?2
c)

"

y" +y =secx

(9) Determine a solugao geral das seguintes equagoes:

Dy +2y +y=e"lnx (2) 9" =2y’ =3y = 6dze
(3) ¥ + 2y + 5y = e T sec2z (4) vy — 2y =122 — 10
(5) Yy +y=2cosx (6) (22 — 1)y" — 2z’ + 2y = (2% — 1)?
(7) (902 +2)y’ +(2-2%)y - 2+2)y=z(x+1)°
(8) v/ —|— dy =3 sen x (9) ¥’ + 10y’ + 25y = 14e~>*
(10) 3" — 4y = x%e* (1) y"+y —2y=8 sen x
iz r_ d'y Py dPy 3
(12) y" — 3y’ = x + cosz (13) o~ deg 4 S =a
(14) " —y=a*—-1 (15) vy — 2y = 2e®(cos x — sen x)

(10) Ache a solugao geral da equacao diferencial dada, em série de poténcias centradas em
0.
(1) y" =2y —y=0 (2) y" -2’y =0
(3) v +2xy +4y =0

(11) (i) Uma equagao diferencial da forma xz?y” + zy’ + (2* — p*)y = 0, p € R, é chamada
EQUACAO DE BESSEL de ordem p.

e G (=pn*t
(a) Se p = 0, mostre que y; = ngomx e yo = yi1lnx + Z W
(1 +5+ ...+ ) sao solugoes LI da equacao de Bessel.
z? x? 0
(b) Se p =1 mostre que y = x(l ~ 3291 + 512131 26213141 + ) é solucao.

(ii) A equacdo diferencial (1—22)y” —2xy' +a(a+1)y = 0, a € R é chamada EQUACAO
DE LEGENDRE. Mostre que

yr =1+ f (-1 )na(a 2)(a=4)...(a=2m+2)(a+1)(a+3)...(a+2m=1) ,.2m

(2m)!

m=1
(&

vy = o + mi;l(_l)m (a—1)(a—3)...(a — 22;;_1’_)(1(;+ 2)(a+4)...(a+ 2m)$2m+1

sao solugoes independentes da equacdo de Legendre, no intervalo |z| < 1.



(12) Discutir o comportamento das solugoes das equagoes seguintes, e sua interpretacao
fisica:
a) Equac@o homogénea de mola:
"+ 2uzr’ +a*x =0, (n>0)
b) Equagao da mola com segundo membro periédico, sem atrito
" + o?x = Bsenwt

¢) Equagao da mola com segundo membro periédico, com atrito

z” +2ux’ + o’z = fsenwt (p > 0)



MAT 211 - CALCULO IV - POLI

LISTA 6 - RESPOSTAS

(1) Respostas
1
(0) (1) yla) = + S Cra? + s

1
(2) y(x) = —a\/l — C22%2 + Cy
2
(3) y(x) = —7 — Cll' — 012 ln\:c — Cll + Cz
In® ||
(4) y(x) = 5 +Ci1n x|+ Cy
(b) (1) y(x) = Cy sen 2z + Cs cos 2z
(2) y(x) = C1€>" + Coe™*
(3) y2 = C1Z’ + 02
(4) y = Co(Cr + y)e”

(2) Respostas
(1) Yo = 011'2 + CQCL'_Q
(5) yo = C1 + Cox ™2

(3) Respostas
(1) y(z) = Crz + Cox — f:c—zeff’“’ f@)de g
(2) y(z) = Cre® + Coe® f€—2w+f f@)da g
(5) Respostas

(1) y(z) = Cre™* 4 Coze™ ™
(3) y(x) = C1e” + O sen x + C3cosx

(5) y(m) = C’165m + CQ€4$

) y(z) = Cie* + Cyze® + Cya’e”
()?/() 1 2 3

(3) y2 = Cro + Cae”
(7) y? = Cre® + Coe®z?

(2) y(x) = Cae®® + Coze®
(4) y(z) = C1e® sen\/3z + Cye® cos\/3x

—1 3 —1
(6) y(x) =Crez” sen\/T_ac + Cye2 * cos

(8) y(z) = C1 cos ?m + Cs sen?w

(9) y(x) = C1 + Cacosx + C3 sen x + Cyx cos x + Csc sen x

(6) Respostas

(

(2) y(x) = C122 + Cyz®Inz

(3) y(x) = x7C] cos(Inx?) + Cy sen(Inx?)]
(4) y(z) = Clx_2+\/¥ + Cor™ 2V

(5) y(x) = 01.733 + CQ.I_4

V5

— X



(7) Respostas

(1)
(2)

y(z) = % + % + Cre™% + Coe™22
1 7 1 1 1 1
y(x) = g COST gy sen T + e (1—0x2 = Eﬁ T + 125 + C’l) + Coe™3*

3 a3, 1 1, 3
y(x)——zx+€+e (02—5515)—1:1: —g—i-Cl

y(a:) =—-3e " -2+ Che” + CQG_Q‘T

<

1
(z) = sen 33(5:13 + C’l) + Cycosx + 8x2 — 16

(8) Respostas

a) A+ Bx? +x
z? B
b) y = §+A$+E
¢) y=A+ Bsenx + Ccosx + In|secz + tg x| + senx In| cos x| — x cosx

(9) Respostas

(1)

1 3
y(z) = §x2 “Flnx — Zx e "+ Cie " + Coxe™™

y(z) = —e 2(82% + 4z + 1) + Cre™% 4 Cae3”
1 1
y(x) = ixe_x sen2x + Ze‘” cos 2x + C1e” cos 2x|Cae” sen 2x
y(r) = =322 + 22 + 1+ C; + Coe?®
y(x) =z senx + C1 sen x + Cycosx
zt 22
72
y(z) = Cre® + Coz™t —x — 13
y(x) = C1 cos2x 4+ Cy sen2x + senx
y(z) = e 2%(T2% + C1z + Cs)
1 1 1
— Q2 3 - o C C —2
ylw) = e (12x TR T 1) T e2e

2
y(z) = Cre® + Cre™2% — 5(3 sen 2z + cos 2x)

1
y(z) = C'1+C'263””—1—0(cosx+3senx)—g—%

2 3 1 4 1 5 x
y(z) = C1 + Cox + 1222 + 323 + —a* + —2° + (C3 + Cyx)e

2 20
_ 3 3
y(x) = Cre® + e T (02 cos gx + (s Sen§x> .

y(z) = Cre™V2 + Che *V2 4 eTsen



(10) Respostas

(1) _Ci x2® —|—C§: 2nl 5
v On:l 27n) 1n:1 (2n—|—1)!x
o) 213'4n 4n+1
2) y200;4n(n—1)(4n—4)(4n— 12 (4n+1)(4n)...54
B 0 (_2)nx2n > (_1)711.271—&—1
(3) y_Cog (2n—1)(2n — 3)..5.3 T

n=1



