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Lista de Exerćıcios

H sempre denotará um espaço de Hilbert e B(H) = {operadores limitados em H}.
Uma projeção numa C∗-álgebra é um idempotente auto-adjunto.
Denotamos por σ(a) o espectro de um elemento a de uma C∗-álgebra. Se A não
tiver unidade, σ(a) então denota o espectro de a na unitização A∼ de A.

(1) Seja A uma C∗-álgebra com unidade, seja ϕ : A→ B(H) um *-homomorfis-
mo injetor e seja M a imagem de p = ϕ(1). Mostre que M é um sub-espaço
fechado de H e que

A 3 a 7−→ pϕ(a)|M ∈ B(M)

é um *-homomorfismo unital injetor.

(2) Demonstre a seguinte generalização do Lema 2.2.3 de [1]: Se x é um ele-
mento normal de uma C∗-álgebra unital A e ‖a− x‖ = δ, a ∈ A, então

σ(a) ⊆ {λ1 + λ2; λ1 ∈ σ(x), |λ2| ≤ δ}.

(3) Seja A uma C∗-álgebra sem unidade e seja a ∈ A um elemento normal.
Dada f ∈ C(σ(a)), mostre que f(a) ∈ A se, e somente se, f(0) = 0

(4) (a) Seja A uma C∗-álgebra e seja v ∈ A. Mostre que as seguintes condições
são equivalentes: (i) v∗v é uma projeção, (ii) vv∗ é uma projeção e
(iii) v = vv∗v. Um elemento de A que satisfaça estas três condições é
chamado de isometria parcial. Se, além disto, A é unital e v∗v = 1,
diz-se que v é uma isometria.

(b) Considere agora o caso em que a álgebra é B(H). Mostre que T ∈
B(H) é uma isometria parcial se, e somente se, ‖Tx‖ = ‖x‖ para todo
x ∈ (kerT )⊥. Mostre que, se T ∈ B(H) é uma isometria parcial,
então T ∗T é a projeção ortogonal sobre (kerT )⊥ e TT ∗ é a projeção
ortogonal sobre a imagem de T (que é fechada). Mostre que T é uma
isometria se, e somente se, ‖Tx‖ = ‖x‖ para todo x ∈ H.

(5) Seja A um anel com unidade. Dado um idempotente P ∈Mk(A), conside-
remos

ΞP =

P ·


a1
a2
...
ak

 ; a1, a2, · · · , an ∈ A

 ,

onde · denota produto de matrizes. Dados idempotentes P ∈ Mk(A) e
Q ∈ Ml(A), mostre que os A-módulos à direita ΞP e ΞQ são isomorfos
se, e somente se, existem matrizes retangulares com entradas em A (dos
tamanhos apropriados) U e V tais que P = UV e Q = V U .

(6) Seja A uma C∗-álgebra. Mostre que M2(A)∼ é isomorfa a uma C∗-sub-
álgebra de M2(A∼)

(7) Sejam p e q projeções de Mk(C). Mostre que

p ∼ q ⇐⇒ p ∼u q ⇐⇒ p ∼h q ⇐⇒ posto(p) = posto(q).
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(8) Dado A um anel com unidade, A-módulo à direita é projetivo e finita-
mente gerado se, e somente se, ele é isomorfo a ΞP para algum idempotente

P ∈
∞⋃
k=1

Mk(A). Esta afirmação é um teorema, por exemplo, em [2]. Por

conveniência, aqui podemos considerá-la como um definição. Denotando
por M(A) o conjunto das classes de isomorfismo dos A-módulos à direita
projetivos e finitamente gerados, mostre que a soma direta de módulos in-
duz em M(A) uma estrutura de semigrupo abeliano isomorfo ao semigrupo
V (A) do Exerćıcio 3.10 de [1].

(9) Seja X um espaço topológico Hausdorff e compacto e seja π : E → X um
fibrado vetorial sobre X (tal como definido em [1, Seção 3.3.7]). Uma seção
de π é uma aplicação s : X → E tal que π ◦ π é igual à identidade.
(a) Mostre que o conjunto M(E) das seções cont́ınuas de π pode ser cano-

nicamente munido da estrutura de C(X)-módulo á direita e que M(E)
é projetivo e finitamente gerado.

(b) Usando o isomorfismo canônico Mk(C(X)) ∼= C(X,Mk(C)) como uma
identificação, para cada idempotente P ∈Mk(C(X)), defina

EP = {(x, v) ∈ X × Ck; ∃w ∈ Ck tal que P (x) · w = v}.
Mostre que π : EP → X, π(x, v) = x, é um fibrado vetorial sobre X e
que o C(X)-módulo de suas seções cont́ınuas M(EP ) é isomorfo a ΞP

(veja exerćıcio acima).
(c) Um homomorfismo do fibrado π : E → X no fibrado π̃ : F → X é uma

aplicação cont́ınua φ : E → F tal que π̃◦ = π e tal que a restrição de φ
a cada π1({x}), x ∈ X, é linear. Mostre que M(φ) : M(E) → M(F ),
M(φ)(s) = φ ◦ s, é um homomorfismo de C(X)-módulos.

(d) Mostre a categoria dos C(X)-módulos projetivos e finitamente gera-
dos é equivalente á categoria dos fibrados vetoriais sobre X e que a
equivalência preserva somas diretas. Conclua então que K0(C(X) é
isomorfo ao grupo universal associado ao semigrupo (adição induziada
por soma direta de fibrados) das classes de isomorfismos de fibrados
vetoriais sobre X.

(10) Seja B = {x ∈ Rn; ‖x‖ ≤ 1}. Mostre que K0(C(B)) é isomorfo a Z e que
[1]0 gera K0(C(B)), onde 1 denota a função constante igual a 1.
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