Seja E um espago de Banach. Um operador linear T : E — E é compacto se leva
qualquer sequéncia limitada em uma sequéncia que tem subsequéncia convergente.
Todo operador compacto é limitado, pois leva sequéncias limitadas em sequéncias
limitadas. De fato, se (z,), for limitada e (T'z,), nao for, entdo (z,), tem uma
subsequéncia (x,) tal que ||Tx},|| — oo e portanto (T'z),), nao tem subsequéncia
convergente.

Seja T,, : F — E uma sequéncia de operadores compactos que converge em
norma para T'. Vamos provar que 71" é compacto.

Seja (2, )nen uma sequéncia limitada em E. Podemos dela extrair subsequéncias
(z%),,, k € N tais que:

(1) Para cada k, (zF*1),, é subsequéncia de (z¥),, e
(2) Para cada k, (Txz¥), converge, liin Tpzt = yy.

Defina z,, = z;, n € N. Para cada k, a sequéncia (Zn){n;nZk} é uma subsequéncia
de (z£)(nn>ky- Logo, para todo k, ﬁTIlnTan = Y.

Seja M o supremo de {||z,||; » € N}. Dado ¢ > 0, seja K inteiro tal que
[T — Th|| < 557 se k e I forem maiores que K. Dados dois inteiros k e [ maiores
que K, tome um inteiro n tal que ||Tr2z, — yx|| < § e |[Tiz, — ui]| < 5. Entdo:

yk = will < llye = Trznll + [T = Till [2all + [lyr — Tiznl| <€
Logo, (yx)r é de Cauchy e, portanto, convergente: 111?1 Yk =Y.
Tome novamente um € > 0 arbitrdrio e escolha um k inteiro tal que ||T — T|| <
537 © [y —yx|| < §. Dai, escolha inteiro N tal que, para todon > N, |[Tiz, —yx|| <
5. Entao, se n > N, temos

Ny = Tzull < lly — ykll + lyn = Teznll + [|Ti = Tl ||zn]] <€

Isto mostra que Tz, — y, e portanto (Tx, ), possui subsequéncia convergente.



