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1. SERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES

oo

Provamos em sala que, se uma série E an € absolutamente convergente, entao ela é convergente e a desigualdade

n=1
o0 o0 o0
g an| < E |ay| é satisfeita. Provamos também que, se a série E a, € absolutamente convergente e se ¢ : N — N
n=1 n=1 n=1

o0
é uma bijecao, entao E ay(n) também é absolutamente convergente (daf, em particular, é convergente). Provaremos

n=1
agora que, neste caso, as somas das duas séries sao iguais, isto é, que

(oo} o0
(1) D e = ) an
n=1 n=1

oo o0
Vimos em sala o seguinte resultado: se E b, € uma série convergente, entao, para todo m > 1, as séries E b
n=1 n=m-+1

também convergem e suas somas satisfazem

Vamos precisar do seguinte resultado, um pouco mais geral que este. Dado um conjunto finito de inteiros F, faz

o0
sentido considerar a série Z by, e ela é convergente (“somamos”, na ordem dada, todos os b,,’s, exceto um ndmero
n¢F
finito deles). Denotemos por |F| o maior inteiro k tal que {1,2,---k} C F '. Se tomarmos uma familia de conjuntos
finitos de inteiros Fi, Fy,--- tais que
(3) lim |F,,| = +oo,
m— o0
entao
o0
(4) lim by, = 0.
m—r 00
n&ZF,
Notem que a equacao (2) é a equagdo (4) no caso em que F,, = {1,2,--- ,m}. Se ¢ : N - N é uma bijegao e
F, = {¢(1),9(2), - ,p(m)}, entdo a equacdo (3) é satisfeita (convenga-se disto!). A demonstracao da equagao (4)

é um exercicio numa linguagem um pouco fora do foco principal deste curso e é dada no final deste texto, depois de
vermos como ela pode ser aplicada para provar que a soma de uma série absolutamente convergente nao muda se seus

termos forem rearranjados.

o0 o0
Para provar (5), denotemos por s e t as somas das séries, s = g an et= g Gp(n), € consideramos a identidade,
n=1 n=1
valida para todos os inteiros positivos n e m,
n m o0 o0
s—t= g ak—g k) | — E Gy (k) T+ E ayg.
k=0 k=1 k=m+1 k=n+1

1Se nao existir um tal k, pomos |F| = 0. Assim temos, por exemplo, |{1,2,3,4,6,7,100}| =4 e |{2,3,4,5,6}| =0
1
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Fixando m e tomando o limite quando n tende a infinito, a expressao entre paréntesis tende para g ak

kg{e(1),¢(2),+ p(m)}
e a ultima soma tende a zero. Logo, para todo m, temos

oo oo

s—t= Z ap — Z G (k)-

kZ{p(1),0(2), ,o(m)} k=m+1

Fazendo agora m tender a infinito, as duas somas acima tendem para zero e assim concluimos que s = t.

o0 o0
Demonstragao de (4): Em primeiro lugar, usemos (2) para as duas séries convergentes E |b| e E by,. Assim,

n=1 n=1
o0 oo
dado € > 0 arbitrério, existe [ inteiro tal que Z |b| < €/2 e também Z bn| < €/2. Dal, para todo m tal que
n=l+1 n=Il+1

|Fy| > 1 (decorre de (3) que isto vale para todo m maior ou igual a um certo mg), temos

S b= > bt > by

ngF,, n=I+1 neF,, en>l

A primeira soma do segundo membro desta igualdade tem valor absoluto menor que ¢/2. Além disso, temos

[eS)
Dot < D bl < D fbal <e€/2
nekF,, en>l neF,, en>l n=Il+1

Ou seja, provamos que

o0

Z bn| <€, VYm >mg.
ng¢F,,
2. CONSTANTE DE EULER

~ - . . 13 11
Nesta se¢ao, provaremos que a equagao (7), abaixo, define uma constante que satisfaz 2 <~v< 12

Seja f : (0,400) — R uma fungdo continua, positiva e decrescente tal que lim f(x) = 0. Para cada inteiro n > 1,
Tr—r 00
defina a,, = f(n) e

An:al—&—ag—l—---—l—an,l—/ f(x)dx.
1

A sequéncia (A4, )nen é crescente:
n+1

n+1 n
An+1—An:an—/ ’ f(x)dx—I—/ f(x)dx:an—/ f(z)dx >0,
1 1 n

pois f(z) > a, se n — 1 < x < n. Mostremos agora que (A, )nen € limitada.

5) An—ar— (/12f(m)dx—a2> _ (/;f(x)dx—ag) - (/n:lf(x)dx—an_l) —/n:f(x)dx.

Como cada expressao entre paréntesis é positiva, vem

n
An<a1—/ f(:c)dx<a17an_1<a1
n—1
e portanto
(6) lim A, <a; = f(1).
n—oo
No caso em que f(z) = 1/z, o limite lim A, é a célebre constante de Euler, denotada por . Provamos portanto que
n—oo
v <L

Como a,, tende a zero, (A, + an) = lim A,. Obtemos assim (no caso em que f(z) =1/z e a, = 1/n):
n—oo

lim
n—oo

1 1 1
(7) v = lim <1+2++~~-+nlnn).

n—o00 3
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A estimativa lim A, < f(1) obtida em (6) serd melhorada se exibirmos nimeros positivos menores do que uma
n—roo

(ou algumas) das expressoes entre paréntesis em (5). Temos, por exemplo,
3/2 2
(@)de+ | flx)de— f(2) =

/1 f(z)dx —ag = : "
(fmﬂ@mﬂ?m>+<2fmmffm>+ﬂwm+ﬂ”ﬂm<ﬂwm_ﬂ”

3/ 2 2 2

Daf vem A, < f(1) — w —an_1, logo
3/2) — f(2
®) tm A, < g(1) - B2 2T
n—oo 2
No caso em que f(z) = 1/z, obtemos:
11
g
T=12
Obteremos agora uma cota inferior positiva para lim A, supondo que mais uma hipdtese é satisfeita por f: que
n—oQ
ela possui derivada segunda e que f”(z) < 0 para todo z > 0. Esta hipdtese implica que qualquer segmento de reta
com extremos no grafico de f fica acima do gréafico de f. Dai, para cada n, a drea que fica abaixo do gréafico de f,
acima do eixo dos x e entre £ = n — 1 e x = n é menor que a drea do trapézio de vértices (n — 1,0), (n — 1, ap—_1),
(n,a,) e (n,0), isto é,
" Ay + Qg
(9) [ faydn < St
n—1 2
Este fato, que salta aos olhos como ébvio se fizermos uma figura, pode ser demonstrado integrando-se de (n — 1) an

os dois lados da desigualdade
fl@)<(an—apn-1)(z—n)+a, n—-1<z<n.

Usando (9) para minorar o lado direito da igualdade (5), vem:

a + ag az + ag ap—2 + Gp_1 ap—1+ an
Ap > a1 — 5 — 2]~ o) B e e ) e
(a1 a2) <a2 a3) (anf2 a/nfl) An—1 Qp a1 Gy
= a1 — - - = — - _ = e . — . — - = = —
T2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

Passando ao limite (usando que a,, — 0), obtemos

No caso em que f(x) = 1/z, obtemos:

Estas duas ultimas estimativas podem ser melhoradas se compararmos a drea sob o grafico de f entre dois inteiros
consecutivos com a area de dois trapézios com vértices no grafico em vez de apenas um. Assim, por exemplo,
2
1)+ f(3/2 3/2) + f(2
[ ferie < LI, S0 10)
1

Usando esta estimativa para minorar a primeira expressao entre paréntesis em (5) e usando (9) para as demais, vem

A s T (f(l) +2f(3/2)+ f(2)  f(1) +f(2)>

2 2 4 2

Tomando o limite, vem
. 3CL1 an f(3/2)
lim A, > — + — — .
e S R

No caso em que f(z) = 1/x, vem



