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O objetivo desta nota é mostrar que as definigoes de diferenciabilidade adotadas nos dois textos
da bibliografia, o Stewart e o Guidorizzi, sdo equivalentes; ou seja, vamos mostrar que sempre que

uma fungao é diferenciavel num dos dois sentidos, é também no outro.

A definicao usada no Stewart torna mais simples a demonstracao da regra da cadeia e a de-
monstracao de que continuidade das derivadas de primeira ordem implica em diferenciabilidade. Por
outro lado, é mais facil decidir se uma funcdo é ou nao diferenciavel usando a definicao adota no

Guidorizzi.

Seja f : D — R uma funcdo definida em um aberto D C R? e seja (z0,yo) um ponto de D.
Pela definigao do Stewart, f é diferencidvel em (x,yo) se existem as derivadas parciais f(zo,y0) €

fy(zo,y0) e existem funcoes €; e e tais que
(1) lim  e(z,y) = lim  e(z,y) =0
(z,y)—(zo,y0) (z,y)—(zo,y0)

e, para todo (x,y) € D,

(2) f(z,y) = f(z0,90) + fa(z0, y0)(x — 20) + fy(z0,Y0)(y — o) + €1(x, y)(x — 20) + e2(x, y)(y — yo)-

Suponha que f é diferenciavel de acordo com esta definicao. Entao

f(z,y) — [f(xo,y0) + fu(zo,y0)(x — 20) + fy(20,¥0) (¥ — yo)]

lim
(z,y)—(x0,y0) \/(33 —20)2 + (y — y0)?
_ e1(z,y)(x — xo) + e2(2,y)(y — yo)
(z,y)—(20,y0) \/(CU —x0)? + (y — yo)?

= lim e1(x,y) i + lim ea(x,y) y— 9 )
(z,y)—(z0,y0) \/($ — 1’0)2 + (y — y0)2 (z,y)—(x0,y0) \/(33 _ xo)? + (y _ y0)2

Agora usamos que o produto de uma funcao que tende a zero por uma funcao limitada também tende

a zero. Neste caso temos que as fungoes €1 (x,y) e ea(z, y) tendem a zero quando (x,y) tende a (xq, yo)-

E elas estdao multiplicadas por funcgoes limitadas:

L= Zo Y — Yo
V(@ —x0)2+ (y — yo)? =te V(@ —20)2+ (y — 50)? <1, paratodo (z,y)# (0,¥0)-
Dai, temos
(3) im L@y = [F(@o.40) + falwo, yo) (@ — 20) + fy(wo, 50)(y —w0)] _

(@)= (w0,30) V(@ —20)% + (y — v0)?
1



A equacdo (3) que acabamos de obter é justamente a definigdo de f ser diferencidvel em
(z0,y0) adotada pelo Guidorizzi. Provamos portanto que diferenciabilidade a la Stewart implica em
diferenciabilidade @ la Guidorizzi. Para provar a afirmagao reciproca (“Guidorizzi” = “Stewart”),
suponhamos agora que (3) é satisfeita e provemos que existem €; e €3 satisfazendo (1) e (2). Vamos

precisar de usar uns truques algébricos.

Definamos ¢(z,y), para todo (x,y) # (zo, yo), por

d(y) = 1@ = [F@0.y0) + Lo, o) (@ — 20) + Jy (@0 30) (v ~ 0)]
’ V(= 20)% + (y — yo)?

Por hipdtese, temos que ¢(x,y) tende a zero quando (z,y) tende a (zg,yp). Por definigdo de ¢, temos

(4)  f(z,y) = f(zo.y0) + fa(@o, yo) (& — m0) + fy(x0,50) (¥ — yo) + a(z, y)\/(z — 20)* + (y — yo)>-

Agora escrevemos:

5 (=20 + (y — %)
(. —20)* + (y — yo)?
(y — o) - q(z,y)

V(@ —20)% + (y — yo)?

q(z, )V (@ = 20)% + (y — 90)* = q(z,y)V/(x — 20)> + (y — o)

__em) ey

V(@ —x0)% + (y — yo)? =)

Definindo

(x — o) - q(2,y) e, y) = — Y= ¥0) - a(z)
(@ —20)* + (¥ — 90)? ’ V(@ —20)? + (y —y0)*

temos que €] e €2 s@o produtos de fungoes limitadas por fungdes que tendem a zero quando (z,y) tende

€1(z,y) = \/

a (2o, y0). Logo (1) é satisfeita. Para ver que a equacao (2) também é satisfeita basta substituir

a(z, )V (z — 20)2 + (y — %0)? = e1(z, y)(z — 20) + €2(2,y)(y — yo)

na equagao (4). Logo, f é diferencidvel em (¢, yo) no sentido do Stewart.



