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Um tanque com capacidade para 1 000 litros de dgua € drenado
pela base em meia hora. Os valores na tabela mostram o volume
V de dgua remanescente no tanque (em litros) apGs  minutos.

=——=5

f (min) 5 10 15 20 25 30
V(L) 694 | 444 | 250 111 28 0

(a) Se P é o ponto (15,250) sobre o grfico de V,encontre as in-
clinagdes das retas secantes PQ, onde Q € o ponto sobre 0
grifico correspondente a ¢ = 5, 10, 20, 25 e 30.

(b) Estime a inclinag@o da reta tangente em P pela média das in-
clinagdes de duas retas secantes.

(c) Use o gréfico da fungdio para estimar a inclina¢ao da reta tan-
gente em P. (Essa inclinagio representa a taxa segundo a
qual a dgua escoa do tanque apds 15 minutos.)

Um monitor é usado para medir os batimentos cardfacos de um
paciente ap6s uma cirurgia. Ele fornece um nimero de bati-
mentos cardiacos apds ¢ minutos. Quando os dados na tabela sdo
colocados em um griéfico, a inclinagdo da reta tangente repre-
senta a taxa de batimentos cardfacos por minuto.

f (min) 36 38 40 42 44
Batimentos
cardiacos 23530 | 2661 | 2806 | 2948 |3 080

O monitor estima esse valor calculando a inclinagdo de uma reta
secante. Use os dados para estimar a taxa de batimentos cardfa-
cos apds 42 minutos, utilizando a reta secante entre 0s pontos
para os valores de ¢ dados.
(a)r=36et=42
(c)t=40et =42

Quais sdo suas conclusdes?
O ponto P(1, 5) pertence a curva y = x/(1 + x).

(b)t=38et=42
(dr=42er=44

(a) Se O é o ponto (x, ¥/(1 + x)), use sua calculadora para de-
terminar a inclinagio da reta secante PQ, com precisdo de
seis casas decimais, para os seguintes valores de x:

()05 (i) 0,9  (iii) 0,99 (iv) 0,999
(V1,5 (vi) 1,1 (viD) 1,01 (viii) 1,001

(b) Usando os resultados da parte (a), estime o valor da inclina-
¢éo da reta tangente & curva no ponto P(1, 5).

(¢) Utilize a inclinagdo obtida na parte (b) para achar uma equa-
¢éo da reta tangente & curva em P(1,3).

O ponto P(3, 1) pertence acurvay = vx — 2.

(a) Se Q é o ponto (x,Vx — 2), use sua calculadora para deter-
minar a inclinacio da reta secante PQ, com precisdo de seis
casas decimais, para os seguintes valores de x:

(i)2.5 (ii) 2.9 (iii) 2,99 (iv) 2,999
(V)35 (vi)3,1  (vii)3,01 (viii) 3,001

(b) Usando os resultados da parte (a), estime o valor da incli-
nagio da reta tangente a curva no ponto P(3, [).

(¢) Use a inclinagao obtida na parte (b) para achar uma equagdo
da reta tangente A curvaem P(3, 1).

(d) Esboce a curva, duas das retas secantes e a reta tangente.

Uma bola é atirada no ar com velocidade de 10 m/s. Sua altura
em metros apds ¢ segundos ¢ dada por y = 10t — 49¢.
(a) Encontre a velocidade média para o periodo de tempo que
comega quando 1 = 1,5 e dura
(i)05s (i 0,ls
(ii) 005 s (iv) 001 s
(b) Estime a velocidade instantdnea quando ¢ = 1,5.

Se uma pedra for jogada para cima no planeta Marte com velo-
cidade de 10 m/s, sua altura (em metros) f segundos mais tarde
é dada por y = 10r — 1,86¢".
(a) Encontre a velocidade média entre os intervalos de tempo
dados:
(i) [1,2] (ii) [1, 1,5]
(iv) [1, 1,01] (v) [1,1,001]
(b) Estime a velocidade instanténea quando ¢ = 1.
A tabela mostra a posigdo de um ciclista.

(iii) [1, 1,1]

t (segundos) 0 1 2 3 4 5
5 (metros) 0 14| 5,1 107 17,7 258

() Encontre a velocidade média nos periodos de tempo a seguir:
[1,3] ()[2,3] (i) [3,5] (iv) [3.4]
(b) Use o gréfico de s como uma fungo de ¢ para estimar a ve-
locidade instantdnea quando ¢ = 3.

O deslocamento (em centimetros) de uma particula se movendo
para frente e para trds ao longo de uma reta € dado pela equa-
¢do de movimento s = 2 sen 7t + 3 cos 7t,em que € medido
em segundos.
(a) Encontre a velocidade média em cada perfodo de tempo:
@ [1,2] (i) [1, 1.1]
(iii) [1, 1,01] (iv) [1, 1,001]
(b) Estime a velocidade instantdnea da particula quando r = 1 .

O ponto P(1,0) estd sobre a curva y = sen(10777x).

~ (a) Se O for o ponto (x, sen (10777/x)), encontre a inclinagio da

reta secante PQ (correta até a quarta casa decimal) para
x=2,1514,13,12,1,1,05,06,0,7,08¢09. As incli-
nagdes parecem tender a um limite?

(b) Use um grifico da curva para explicar por que as inclina-
coes das retas secantes da parte (a) ndo estdo proximas da
inclinago da reta tangente em P.

(c) Escolhendo as retas secantes apropriadas, estime a inclinagdo
da reta tangente em P.
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| A T | EXEMPLO 10 Encontre as assintotas verticais de f (x) = tg x.
| | | | s0Lugko Como
| | | |
| | I |
sen x
| I+ /1 | tgx =
; ! A cos x
3w /o 0 Im X . g i ; ;
- 7“ T —g* % m '21 existem assintotas verticais em potencial nos pontos nos quais cos x = 0. De fato, como
: : : 1 cos x — 0" quando x — (7/2) e cos x — 0 quando x — (7r/2)", enquanto sen x € posi-
| | | | tivo quando x estd proximo de 7/2, temos
I | | |
i = 1 = —o
,:Llfgzr tgx e x—lulfgz;* tg x
FIGURA 16
—— Isso mostra que a reta x = 77/2 € uma assintota vertical. Um raciocinio andlogo mostra que
as retas x = (2n + 1)7/2, onde n é um inteiro, sdo todas assintotas verticais de f (x) = tg x.
O gréfico da Figura 16 confirma isso. ]
4 Outro exemplo de uma fungéo cujo gréfico tem uma assintota vertical € a fungéo lo-
o garitmo natural y = In x. Da Figura 17 vemos que
, > lim, Inx = —o ]
0 1 X x=0
e assim a reta x = 0 (o eixo y) é uma assintota vertical. Na realidade, isso é vlido para
y = log,x desde que a > 1. (Veja as Figuras 11 e 12 na Segdo 1.6.)
FIGURA 17

O eixo y é uma assintota vertical
da fungfio logaritmo natural

22 | EXERCICIOS

I. Explique com suas palavras o significado da equagio
lim f(x) =5

E possivel que a equagdo anterior seja verdadeira, mas que
f(2) = 37 Explique.

2. Explique o que significa dizer que
lim f=3 e lin f0)=7
Nesta situagdo, € possivel que lim __ f(x) exista? Explique.
3. Explique o significado de cada uma das notagtes a seguir.
@ lim f(x) = (b) lim , f(x) = ==

4. Para a fungfio f, cujo grifico € dado, diga o valor de cada quan-
tidade indicada, se ela existir. Se ndo existir, explique por qué.

(@ lim £ () ®) lim_f () © lim, £ ()
(@ lim £ () ©fO)
¥
14
] —
™
\

Use o grifico dado da fungdo f para dizer o valor de cada quan-
tidade, se ela existir. Se ndo existir, explique por qué.

(@ lim_f () (b) lim, £ () (© lim £ ()
(@) lim £ () ©f0)
¥
-
12
0 2 4 Y

Para a funcdo h cujo gréifico é dado, diga o valor de cada quan-
tidade, se ela existir. Se ndo existir, explique por qué.

(a)xl—i."lr h(x) (b) _‘l_i‘nlﬁ h(x) (c) xl_im 3 h(x)
() h(=3) © lim_ A (B lim,, A(2)
() lim h(x) (h) h(0) (i) lim A(x)

0 h2) (k) lim, 4() (0 lim_ Ax)
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7. Para a fungio g cujo grifico é dado, diga o valor da cada quan-

tidade, se ela existir. Se néo existir, explique por qué.

() lim_ (1) (b) lim, g() (c) limg()
(@) lim_ g(9 () lim, () (Olim g(1)
(2) 9(2) (h) lim g()
y
1 4
—t 2

8. Paraa fungfo R cujo gréfico é mostrado a seguir, diga quem sdo:
(a) lim R(x) (b) lim R(x)
(©) lim_R() (@ lim , R@)

(e) As equagdes das assintotas verticais.

1 |

9.  Para a fungiio f cujo grifico é mostrado a seguir, diga quem séo:

(@) lim_f(x) (b) lim_f(x) (©) lim f(x)
(@ lim_f () (©) lim, £ (0
(f) As equagdes das assintotas verticais,
e
/ / \
ANy
A\ [/ Sl ;
-7 -3 0] \L N] 6 | x
\ I/ \
\J \
| |
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10. Um paciente recebe uma inje¢o de 150 mg de uma droga a cada
4 horas. O gréfico mostra a quantidade f (1) da droga na corrente
sanguinea apés f horas. (Posteriormente poderemos calcular a
dosagem e intervalos de tempo que garantam que a concentra-
¢do da droga ndo atinja niveis perigosos.) Encontre

lim f@ e lm, fO)
e explique o significado desses limites laterais.
ft)

300_

W\
m\\\\

of 4 8 12 16 !

79 1. Use o grafico da fungdo f (x) = 1/(1 + ") para dizer o valor de

cada limite, se existir. Se ndo existir, explique por qué.

(@ lim_ f(x) ®)lim, f(x) (c) lim £ (x)

12. Esboce o grifico da fungfio a seguir e use-o para determinar os

valores de a para os quais lim _,  _f(x) existe:
2 —p sex < —1
flxy=9 x se—1=x<1
x—=1" sex=1

13-16 Esboce o grifico de um exemplo de uma fungio fque satisfaca
todas as condigGes dadas.

13, lim_f(9=2, lm f@=-2 f()=2,

14, lim fe)=1, lim f@=-1, lim f=0,
_!iﬂn‘%f(x) =1, f(@2)=1, f(0)ndo estd definida

15, lim, f() =4, lim_fe=2, lim (=2,
f®=3 f(-2)=1

16. }i_l.‘r%f(x)=3, li_r.r‘l'_f{x}=3, jm+f(x)=“3.
fO=1, f@=-1

17-20 Faca uma conjectura sobre o valor do limite (se ele existir)
por meio dos valores da fun¢éo nos niimeros dados (com precisio de
seis casas decimais).

2 —_—
_5_____2x_2’ x=25,2,1,205,2,01,2,005,2,001,

wvia 1:2:1.95,139,1995,1,999

2
; X —2x
18. lim ——

=l x =2

x=0,-05-09, -095, -099, —0999, -2, —1,3, —1,1,

~101, - 1,001
19, lim £ 12X = 1,405, 20,1, 005, 2001
& X

20. Ei_l"rtl)+xln(x+x2}. x= 1,05,0,1,005,001,0,005,0,001
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7124 Use uma tabela de valores para estimar o valor do limite. Se vocg

tiv

21

23

er alguma ferramenta gréfica, use-a para confirmar seu resultado.
lim YA +4 -2 22. lim 83%
L X =0 g 5x
L b S 4
; g2 = 24.lim 22
R =40

25-32 Determine o limite infinito.

25

27

29. lim

31.

. lim 26. lim_
x=+5 x=*35

XS

X—9

. lim 2%

- 28. lim
= (x =1y

=5 (J.' = 5)3

X1

im, ——— 30. lim _ cossec x
=20 M x + 2)

X—T

lim _secx

x=+{—72)

32. lim, In(x = 5)

33.

37.

. (a) Estime o valor do limite lim _ (1 + x)

elim,
— 3
Gl g

Determine lim _
L=l <l |
(a) calculando f (x) = U’(Jc3 — 1) para valores de x que tendem a
1 pela esquerda e direita,
(b) raciocinando como no Exemplo 9,e
(¢) a partir do gréfico de f.

(a) Encontre as assintotas verticais da funcdo
X+l
3y — 2%
(b) Confirme sua resposta da parte (a) fazendo 0 gréfico da fungéo.

Wx .
" com cinco casas de-
cimais, Esse nimero lhe parece familiar?

(b) Tlustre a parte (a) fazendo o gréfico da fungdo y = (1 + O

. (a) A partir do gréfico da fungdo f (x) = (tg 4x)/x e dando zoom

no ponto em que o grafico cruza o eixo y, estime o valor de
lim__ f(x).

(b) Verifique sua resposta da parte (a) calculando f (x) para va-
lores de x que tendam a 0.

(a) Calcule a fungdio f (x) = x*~ (21 000) parax = 1, 0,8, 0,6,
0,4,0,2,0,1 e 0,05 e faga uma conjectura sobre o valor de

38.

A39.

40.

F41.

42,

: g g
lim |y = ——
-‘—'“( 1 000]
(b) Calcule f (x) para x = 0,04, 0,02, 0,01, 0,005, 0,003 ¢ 0,001.
Faga uma nova conjectura.
(a) Calcule h(x) = (tg x — X parax =1,0,5,0,1,0,05, 00le
0,005.

(b) Conjecture qual o valor de lim S =X

3
X

(¢) Calcule h(x) para valores sucessivamente menores de x até fi-
nalmente atingir valor 0 para h(x). Vocg ainda estd confiante
que a conjectura em (b) estd correta? Explique por que vocé
acaba obtendo o valor 0. (Na Seg@o 4.4 veremos um método
para calcular esse limite.)

(d) Faca o gréfico da fungdo A na janela retangular [—1, 1] por
[0, 1]. D& entéio um zoom na diregdo do ponto onde o gréfico
corta 0 eixo y para estimar o limite de (x) quando x tende a
0. Continue dando zoom até observar distorgdes no grafico
de h. Compare com os resultados da parte (c).

Faga o gréfico da fung@io f (x) = sen(m/x) do Exemplo 4 na janela
retangular [—1, 1] por [—1, 1]. Entdo dé um zoom em diregdo a
origem diversas vezes. Comente 0 comportamento dessa fungdo.

Na teoria da relatividade, a massa de uma particula com veloci-

dade v é
m,

V1 — ve?

em que m € a massa da particula em repouso ¢ ¢, velocidade

m

da luz. O que acontece se UV —>¢~?
Use um gréfico para estimar as equagdes de todas as assintotas
verticais da curva

y=tg(2senx) —r<x=nw

Encontre, entdo, as equagdes exatas dessas assintotas.

(a) Use evidéncias numéricas e grificas para fazer uma conjec-
tura sobre o valor do limite

. oxX=1
lim =
i —1

(b) A que disténcia de | deverd estar x para garantir que a fun-

¢ciio da parte (a) esteja a uma distancia de 0,5 de seu limite?
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porque lim _, sen(1/x) ndo existe (veja o Exemplo 4 da Segdo 2.2). Porém, como

1
-] <sen — =<|
X

temos, conforme estd ilustrado na Figura 8,

2_ 2 1
—-X<x'sen — s

X

Sabemos que
FIGURA 8 Li_x;ﬂqf =0 e li_rg(—xz) =%

Tomando-se f(x) = —,rz, glx) = x'sen (1/x), e h(x) = " no Teorema de Confronto obtém-se

limx’ sen 1 0 0
=0 x
|23 | EXERCICIOS
I. Dado que 9. Eﬂ]_xf16—x2
lim f(x) =4 limg(x) = -2 lim A(x) =0
=5 o e " 10. (a) O que hd de errado com a equagio a seguir?
encontre, se existir, o limite. Caso ndo exista, explique por qué.
. : 3 2 =
(@ Lim[ f() + 5901 (b) lim[g(x)] X+x—6_ .3
P
© limVF @ (@ lim 3f(x) (b) Em vista de (a), explique por que a equagéo
=2 X2 g(x) 5
A
® gh) SIFETE S
(e) lim 128 (f) lim X
12 h(x} =2 f(x)

estd correta.

2. Qs grificos de fe g sdo dados. Use-os para calcular cada limite. . v
5 i i : 5 11-30 Calcule o limite, se existir.
Caso ndo exista o limite, explique por qué.

2y e
y y I, fig 2Ex=6 (3 0
= x=~2 ol 43— 4
y=f( \ Y=gk
| | q A1 2 _, 2
13, lig 220 14, lim
> g =2 Ty =34
1 X 0 | X
20 2
/ \ 1S, fim, ——— T s A
=320 + T+ 3 ool =3 — 4
(@) lim[ £ (x) + g(x)] (b) im[f(x) + g(x)]
. , @+ h’-16 =1
() lim[ f (x)g(x)] (d) lim };E_g 17. lim I 18. lim o
() lim[x'f ()] O lm V3 +(x) P 3
3~9 Calcule o limite justificando cada passagem com as Propriedades 19. liT-z .1'3 +2 20. ]:iﬂ @+h -8
dos Limites que forem usadas. ¥ +8 ' h
3. lim(5¥' — 2x +3) 4. lim z_x‘_Z__
w4 S 4x -3 B P 33, fig ML A= 1
; ¥ 2.3 vy gis 5 "~ R 3 ey M h
5. lim(1 +9x)2 - 62" +x) 6. lim (7 + 1)’ +3)
3
Y. fim{Lt3% 8. lim V' +3u+6 o .
SO 4+ 3 o 5, Mt =3 2, [ i

=T x—17 =2 oy =7
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25. i i——l 26. li L = ‘L-
- o 4+ x g t f+1
K-8l G+h"'—-3"
27, lim 28. lim ——m
0 \/;_ 3 0 h
1 e
29. lim i 30. lim .
L B V) B = Ty x+4
/731, (a) Estime o valor de
X

=33

134,

lim ———
=0V +3x -1
fazendo o grifico da fungdo f (x) = A (vl + 3% — 1].
(b) Faga uma tabela de valores de f (x) para x proximo de 0 e
conjecture qual serd o valor do limite.
(c) Use as Propriedades dos Limites para mostrar que sua con-

jectura estd correta,
. (a) Use o grdfico de
T
f@= "

para estimar o valor de lim _, f(x) com duas casas decimais.
(b) Utilize uma tabela de valores de f (x) para estimar o limite
com quatro casas decimais.
(c) Use as Propriedades dos Limites para encontrar o valor exato
do limite.

Use o Teorema do Confronto para mostrar que
lim_ (" cos 20mx) = 0. llustre, fazendo os gréficos, na mesma
tela, das fungdes f(x) = —, glx) = x* cos 20mx e h(x) = X',

Empregue o Teorema do Confronto para mostrar que
limV® + 2% sen Z=0
= X

Tlustre, fazendo os graficos na mesma tela, de f, g e i (como no
Teorema do Confronto).

35. Sedxr—9 < f(x) <x’—dx + 7 parax =0, encontre lim __ f(x).
|
' Illl. 36. Se2v < g(x) <x' —x’ + 2 para todo x, encontre lim_, g(x).
i 2
; 37. Demonstre que lim x'cos = = 0.
| x=s) X
38. Demonstre que lim, Va ™™=,
39-44 Encontre, quando existir, o limite. Caso ndo exista, explique
por qué.
39. li Ix =3l 40. li 2xd 13
) AEI}(Z\ ik ] g .an—lﬁ |I H 6|
20— 1 2~ lx
a. lim 4, i A=
—0.5- 2% — X7 =2 2 4x

y [ |
43, lim l - -l— 44, hm+ — A
=0ty =0yl

45. A fungdo sinal, denotada por sgn, € definida por

-1 sex <0
sgnx=¢ 0 sex =0
1 sex>0

(a) Esboce o grifico dessa fungio.
(b) Encontre ou explique por que nio existe cada um dos limi-
tes a seguir.
() lim sgnx
(i) limsgn x

(?i) _}_}Q_ sgn x
(iv) lim [sgn x|

46. Seja
4—-x sex<?
flo = x—1 sex>2
(a) Encontre lim _,_ f(x) e lim_,, f(x).
(b) Existe lim _, f(x)?
(c) Esboce o grafico de f.
41. Sej =1
« Seja F(x) = T
(a) Encontre
(i) lirin+ F(x) (i) Iirp_ F(x)
(b) Existe lim _, F(x)?
(c) Esboce o gréfico de F.
48, Seja
X sex<|
3 sex =1
gN=Y2-»¥ sel<xs2
b sex>2

(a) Calcule, se existirem, os limites.
(i) lim g0 (i) limg(x)
(iv) lim g(x)  (v) lim g(x)
(b) Esboce o grifico de g.

(ii) g(1)
(vi) limg(x)

49. (a) Se o simbolo | | denota a fungdo maior inteiro do Exemplo

10, calcule
M lim @ G lim

(b) Se n for um inteiro, calcule

(i) lim ]
O lmp 6 fim s

(c) Para quais valores de @ o lim__,

fx] existe
50, Sejaf(x) =[cosx],~T<sx<=smT.
(a) Esboce o grifico de f.

(b) éalcule cada limite, se existir
(i) l‘l_r_g fx) (ii) ‘_i_i{rl_gz}_ fx)
(i) lim _f(x) (iv) lim f(x)
(c) Para quais valores de a existe lim __ f(x)?

51. Sef(x) = [x] + |—x], mostre que existe lim _, f(x), mas que nio
¢ igual a f(2).




. Na Teoria da Relatividade, a Férmula da Contragdo de Lorentz
L=L V1 -vic?

expressa o comprimento L de um objeto como uma fungio de
sua velocidade v em relagio a um observador, onde  é o com-
primento do objeto no repouso ¢ ¢ € a velocidade da luz. En-
contre lim ___ Le interprete o resultado. Por que € necessdrio o

limite & esquerda?
. Se p for um polindmio, mostre que lim _ p(x) = p(a),
. Se r for uma fungao racional, use o Exercicio 53 para mostrar

que lim __1(x) = r(a) para todo mimero & no dominio de r.

. Selim {®) —8 - 10, encontre Iil:rilf(x).

=y =1

5;.\}33 Iirrll f—(’f-)- = 5, encontre os seguintes limites.

57. 8e

e "
150 _
(@) lim £ 9 o) lig £
% se x € racional
f&= { 0 se x ¢ irracional

demonstre que Ixi_r_rg fx)=0.

58. Mostre por meio de um exemplo que lim __[f(x) + g(x)] pode

existir mesmo que nem lim __f(x) nem lim __g(x) existam.
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59. Mostre por meio de um exemplo que lim___[f(x)g(x)] pode exis-

tir mesmo que nem lim __f(x)nem lim__ g(x)existam.
. Caleule lip Y0 =¥ =2
M V3-x-—1

. Existe um niimero a tal que

Wrax+a+3l
r+x-2

lim
o L

exista? Caso afirmativo, encontre a e o valor do limite.

A figura mostra um circulo fixo C, de equagio (x — P +y=1
e um circulo C,, a ser encolhido, com raio r e centro na origem.
P éoponto (0,r), 0 € o ponto de interseccio superior dos dois cir-
culos, e R é o ponto de intersec¢do da reta PO com o eixo x. O que
acontecerd com R quando C, se contrair, isto ¢, quando r —07?

y

P
.2

SZae

Y

- 124 A DEFINICAO PRECISA DE LIMITE
.

A definicdo intuitiva de limite dada na Secfo 2.2 ¢ inadequada para alguns propésitos,
pois frases como “x estd préximo de 2” e “f (x) aproxima-se cada vez mais de L” sdo vagas.
Para sermos capazes de demonstrar conclusivamente que

)z0,00Ul ou lim SERE =

X

lim
=

10 000

devemos tornar precisa a definicdo de limite.
Para chegar a defini¢@o precisa de limite, consideremos a fungio

(xg L cos 5x

) = {zx— I sex#3
6 sex=3
E intuitivamente claro que-quando x estd proximo de 3, mas x # 3, entdo f (x) estd proxi-
mo de 5 e, sendo assim, lim _,f(x) = 5.
Para obter informagdes mais detalhadas sobre como f (x) varia quando x estd préximo
de 3, fazemos a seguinte pergunta:

Quéo préximo de 3 deverd estar x para que f (x) difira de 5 por menos que 0,17

Adistdnciadexa3 é [x — 3| ,eadistAnciadef(x)a5é|f(x) — 5[, logo, nosso problema
¢ achar um nimero § tal que
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|. Use o grifico dado de f (x) = 1/x para encontrar um nimero )

tal que
se

Ix—2] <8 entdo

1 —{},5‘ <02
X

2. Use o grifico dado de f para encontrar um niimero & tal que
se 0<|x—5/<8 entio |f(x)—31<06

¥

33
24

3. Use o grificodadodef(x) = V/x para encontrar um nimero 5 tal

que
se

lx—4] <8 entlo IWx—2|<04

gl

4. Use o gréfico dado de f(x) = x* para encontrar um nimero 8 tal

que
se

k= 11<8 entio ¥~ 11<3

Als.

9.

710,

7

-

15" R — !

Use um grafico para encontrar um nimero § tal que

m
se X - =

<§ entdo tgx—1]1<02

Use um grafico para encontrar um nimero & tal que

se |x—1]<6 entdo

> —0,4‘<0,l
xX+4

Para o limite

@3(4+x—3x’)=2
ilustre a Defini¢iio 2 encontrando os valores de & que corres-
pondamage=lee =0,

Para o limite

X

lim&— =1
=0

ilustre a Defini¢io 2 encontrando os valores de § que corres-
pondamae =05ee =0,l.

Dado que lim___, tg’x = o, ilustre a Definigdo 6 encon-
trando os valores de § que correspondam a (a) M = 1000 e
(8) M = 10 000.

Use um gréfico para encontrar um nimero § tal que

2

se S5<x<5+48 entio > 100

1y

“ ]
II\|
wn

. Foi pedido a um torneiro mecénico ¢ que fabricasse um disco

de metal circular com drea de 1000 cm’.

(a) Qual o raio do disco produzido?

(b) Se for permitido ao torneiro uma tolerdncia do erro de
+5 em’ na drea do disco, quio proximo do raio ideal da parte
(a) o torneiro precisa controlar o raio?

(c) Em termos da definigdo de &, 8 de lim _,_ f(x) = L,0que €
x? 0 que é f (x)? O que € a? O que € L? Qual o valor de &
dado? Qual o valor correspondente de 87



106 ||| CALCULO

B 12

14.

Uma fornalha para a produgio de cristais € usada em uma
pesquisa para determinar a melhor maneira de manufaturar os
cristais utilizados em componentes eletronicos para os veiculos

34

. Verifique, usando argumentos geométricos, que a maior escolha

P . Bon5pee
possivel para 0 § para que se possa mostrar que lim_; x” =9¢

§=+9+¢e-3.

espaciais. Para a produgiio perfeita do cristal, a temperatura deve @ 35. (a) Para o limite lim_, (¢ + x + 1) = 3, use um gréfico para

ser controlada precisamente, ajustando-se a poténcia de entrada.
Suponha que a relagfio seja dada por

T(w) = 0,1w* + 2,155w + 20

onde T'¢ a temperatura em graus Celsius e w € a poténcia de en-

trada em watts.

(a) Qual a poténcia necessdria para manter a temperatura em
200°C?

(b) Se for permitida uma variagdo de *+1°C a partir dos 200°C,
qual serf o intervalo de poténcia permitido para a entrada?

(c) Em termos da defini¢fio de &, 8 de lim _,_ f(x) = L, 0 que é
x? 0 que € f(x)? O que é a? O que € L? Qual o valor de &
dado? Qual o valor correspondente de 87

. (a) Encontre um nimero 8 tal que se |x — 2| <, entdo

[4x — 8] < e,onde e =0,1.
(b) Repita a parte (a) com & = 0,01.
Dado que lim _(5x — 7) = 3, ilustre a Defini¢do 2 encontrando
valores de & que correspondama e = 0,1, =005ee = 0,01.

15-18 Demonstre cada afirmagdo usando a definicdo e,  de limite

¢ ilustre com um diagrama como o da Figura 9.

15.
17.

: 2 = 4 L -
lim(2x +3) =5 16.lim (3x +3) =2
lim (1 — 4x) = 13 18. lim(7 — 3x) = -5
=3 e

19-32 Demonstre cada afirmagfio usando a definicéo €, § de limite.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

3l

33.

lim_ F—1)=3

g x =3 20 lim| £ +3]=2

35 5 6| 4 2
- 2 s

fing. (=22 |=5 N2 _4

=5 5 =y —3

limx=a 24.limc=c¢

] X—q

limx’ =0 26.lim ¥’ =0

) )

lim |x| =0 28.lim V9 —x=0

=0 pee; 1

Iin%(xz—4x+5}=l 30.1in31(x*+x—4)=8

32, uigx’=8

Verifique que outra escolha possivel de 8 para mostrar que
lim_, x* = 9 no Exemplo 4 € § = min{2, &/8}.

39.

40.

42,

43

(a4

determinar o valor do & correspondente a £ = 04.

(b) Usando um sistema de computagao algébrica para resolver a
equagio ciibicax’ + x + 1 =3 + &, determine o maior valor
possivel para 8 que funcione para qualquer & > 0 dado.

(¢) Tome & = 0.4 na sua resposta da parte (b) e compare com a
sua resposta da parte (a).

. Demonstre que lim — = L
=2 x 2
37. Demonstre que lim Vx=vVasea>0
x—q
32 lx — al
Sugestdo: Use [Vx — Va| = —=—.
[ Vx++a

Se H for a fungio de Heaviside definida no Exemplo 6 da Se¢do
2.2, demonstre, usando a Defini¢do 2, que ndo existe lim,_, H(r).
[Sugestdo: Use uma demonstragdo indireta: suponha que o li-
mite seja L. Tome & = :j na defini¢do de limite e tente chegar a
uma contradi¢o. |

Se a fungdo f for definida por

ﬂn={°

1 se x € irracional

se x € racional

demonstre que lim_ f (x) ndo existe.

Comparando as Defini¢des 2, 3 e 4, demonstre o Teorema 1 da
Segdio 2.3.

. Quido préximo de —3 devemos tomar x para que

1
(x +3)

> 10 000

Demonstre, usando a Definigdo 6, que lim3 =,
s

1
(x+3)"

. Demonstre que lim_Inx = —.
=+

) Suponha que lim _,_ f(x) =elim_, g(x) = c,onde ¢ € um ni-

\_~" mero real. Demonstre cada afirmagio

(@) lim [f(x) + g(0] = =
(b) lim [f(x)g(0)] = se ¢ > 0
(© l‘l_lmfl} [f(x)gx)) = —= se ¢<0
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Figura 11 mostra o resultado ao se aplicar o zoom, obtendo a janela retangular [1.2, 1,3]
por [-0,2,0.2].

S SR——— ... SR
' i
!
= 3 12 {13

| /_/ | Y |
| L |

! | | |

= ———

FIGURA 10 FIGURA 11

De fato, o Teorema do Valor Intermedidrio desempenha um papel na prépria maneira
de funcionar destas ferramentas graficas. Um computador calcula um nimero finito de
pontos sobre o grafico e acende os pixels que contém os pontos calculados; ele pressupde
que a fungdo € continua e acende todos os valores intermedidrios entre dois pontos con-
secutivos. O computador, portanto, conecta os pixels acendendo os pixels intermedidrios.

[25] Exercicios
i
I. Escreva uma equagio que expresse o fato de que uma fungdo f 5. Esboce o grifico de uma fungdo que € continua em toda a parte,
€ continua no mimero 4. exceto em x = 3 e é continua  esquerda em 3.
2. Se f ¢ continua em (—2 %), 0 que vocé pode dizer sobre seu 6. Esboce o gréfico de uma fungio que tenha uma descontinuidade
. grifico? de salto em x = 2 e uma descontinuidade removivel em x = 4,
3. (a) Do gréfico de f, diga os nlimeros nos quais f € descontinua e SRR LAY SR
explique por qué. 7. Um estacionamento cobra $ 3 pela primeira hora ou fragfio, e
(b) Para cada um dos nimeros indicados na parte (a), determine $ 2 por hora sucessiva, ou fragdo, até o maximo didrio de $ 10.
se f € continua 2 direita ou a esquerda, ou nenhum deles. (a) Esboce o gréfico do custo do estacionamento como uma fun-
r4 ¢do do tempo decorrido.
(b) Discuta as descontinuidades da funcio e seu significado para
/ alguém que use o estacionamento.
\ \ 8. Explique por que cada fungdo ¢ continua ou descontinua.
' | | ; : (a) A temperatura em um local especifico como uma fungéo do
-4 -2 0 2 4 6 x o
(b) A temperatura em um tempo especifico como uma funcio da
\ distiincia em direc@o a oeste a partir da cidade de Paris
(c) A altitude acima do nivel do mar como uma fungdo da dis-
4. Do grifico de g, diga os intervalos nos quais g € continua. tAncia em diregiio a oeste a partir da cidade de Paris

¥y

|
A
|
=
\M_
o
=20
o -
B

(d) O custo de uma corrida de tdxi como uma fungfo da distén-
cia percorrida

(e) A corrente no circuito para as luzes de uma sala como uma
fungdo do tempo

Se fe g forem funges continuas, com
f(3)=35e Ii_r}31 [2f(x) — g(x)] = 4, encontre g(3).

10-12 Use a defini¢io de continuidade e propriedades dos limites
para demonstrar que a fungdo é continua em um dado nimero a.

10. f0) =2 +V7 -1,

a=4
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I f@=x+2), a=-1
2

12. h(t) = 2i+33’ , a=1
t

13-14 Use a defini¢io da continuidade e propriedades de limites para
mostrar que a fungéo ¢ continua no intervalo dado.

13. f(x)=2“23,

X -

(2, )

4. gx) =2v3 —x, (—%,3]

15-20 Explique por que a fungio é descontinua no nimero dado a.
Esboce o gréfico da fungdo.

15. f(x)=In|x—2| a=72
L sex # 1 a=1
16. f(x)=¢{ x-—1
2 sex =1
17, f(x) = e‘2 sex <0 a=10
sex=0
o
Az % sex# 1 a=1
18. f(=¢ x" —1
1 sex=1
cos X sex <0 a=0
19. f(x)=¢0 sex=0
1 -2 sex>0
2— —
Wow=3 ex#3 a=3
20. f(x)= Y=.3
6 sex=3

21-28 Explique, usando os Teoremas 4, 5, 7 e 9, por que a fungdo €
contfnua em todo o nimero em seu dominio. Diga o dominio.

&+ 17 3 3
20 G =———— 22.G(x) =Vx (1 +x)
6 +x—1
23, R =2 +v2x— | 24, h(x) = -2
x+1
25. L(f) = ¢ *cos 2t 26. F(x) = sen (" — 1)

‘

27. GO =In (' = 1) 28. H(x) = cos (¢

29-30 Localize as descontinuidades da fungdio e ilustre com um gréfico.

= 30. y = In(ig’x
?9. ¥ 1+ ™ y (tgx)
31-34 Use a continuidade para calcular o limite.
5+ :
31, lim 32. lim sen(x -+ sen x)
o 1;'5 +x X7
: X —4
33. lime™™ 34, lim arctg | —
z w4 3x" — 6x

35-36 Mostre que f ¢ continua em (—,9).

2
X sex<l
35. f(x)=
{w/; sex=1
&
36. f(x) = sen x se x < /4
cos X sex=mi4

37-39 Encontre os pontos nos quais f ¢ descontinua. Em quais des-
ses pontos f ¢ continua a direita, & esquerda ou em nenhum deles?
Esboce o grifico de f.

1+ x5 sex=0
3. f()=¢2—x se0<x=<2
(x—2) sex>2
x+1 sex=1
38. f(x)=4( Iix sel<x<3
vx—3 sex=3
x+2 sex <0
39. fl)=(¢ se0<x<l
2—x sex>1

40. A forga gravitacional exercida pela Terra sobre uma unidade de
massa a uma distincia r do centro do planeta é

GRR;& ser<R

= GM
—_— ser=R

2

onde M é a massa da Terra; R é seu raio; e G € a constante gra-
vitacional. F ¢ uma fungfo continua de r?

41. Para quais valores da constante ¢ a fungéo f ¢ continua em

(—0,0)?
2
f@= c;; +2x sex <2
X=ipy sex=2
42. Encontre os valores de a e b que tornam f'continua em toda parte.
X _24 sex <2
fw={ "%
ax —br+3 se2<x<3
2x—a+b sex=3

43. Quais das seguintes fungdes f tém uma descontinuidade remo-
vivel em a? Se a descontinuidade for removivel, encontre uma
fungiio g que seja igual a fpara x # a e seja continua em a.

@f@=2—L 4=
x=1
3 2 2
T e i
x=12
(c) f(x) = [sen x], a=1

44. Suponha que uma fungio f seja continua em [0, 1], exceto em
0.25,equef(0) = lef(l)=3.SejaN = 2. Esboce dois grafi-
cos possiveis de f, um indicando que f pode néo satisfazer a con-
clusiio do Teorema do Valor Intermedidrio e outro mostrando
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que f poderia ainda satisfazer a conclusio do Teorema Valor In- 59, Para que valores de x a fungéo f € continua?
termedidrio (mesmo que nio satisfaga as hipoteses) o { 0 s it
45. Sef(x) = x*+ 10 sen x, mostre que existe um nimero c tal que 1 se x ¢ irracional
f(e) =1000. 60. Para que valores de x a funcéio g € continua?
46. af inug I, as tnicas des d: - .
6 SilponhW. f c;mfmm en: [1,5]e qsue szumc;s so]t:.gro daequa e { 0 6l
¢io f(x) = 6sdox=4ex = 1.Sef(2) = 8, explique por que f 3 e x ¢ irracional
(3) > 6.
; . . 61. Existe um niimero que ¢ exatamente um a mais que seu cubo?
47-50 Use o Teorema do Valor Intermedidrio para mostrar que existe
uma raiz da equagdo dada no intervalo especificado. 62. Sea e b sio ndmeros positivos, demonstre que a equagao
Koy B o a + b g
a1. ¥ +x-3=0, (1,20 48Vx=1-x (O P+ —1  Ptx-2
49. cosx=x, (0, 1) 50.Inx=e¢", (1.2) tem pelo menos uma solugdo no intervalo (—1, 1).
51-52 (a) Demonstre que a equagdo tem pelo menos uma raiz real. 63. Demonstre que a fungio
(b) Use sua calculadora para encontrar um intervalo de comprimento .
0,01 que contenha uma raiz. flx)= { x sen(llx) sex#0
5 .z 0 sex=10
5. ¢'=2—x 52.X—x+2x+3=0
¢é continua em (—%, o),
53-54 (a) Demonstre que a equagio tem pelo menos uma raiz real.
(b) Use sua ferramenta gréfica para encontrar a raiz correta até a ter- 64. (a) Mostre que a fungio valor absoluto F(x) = [x| € continua em
ceira casa decimal. toda a parte.
—_— ’ (b) Demonstre que se f for uma fungdo continua em um inter-
53. 100e " =001x 54.arctgx=1-—x valo, entio |f] também o é.
55. Demonstre que fé continua em a se e somente se (c) A recfproca da afirmagio da parte (b) também € verdadeira?
) Em outras palavras, se | f| for continua, segue que ftambém
limf(a + h) = f(a) . . .
= ¢7 Se for assim, demonstre isso. Caso contrdrio, encontre um
56. Para demonstrar que seno € continuo, precisamos mostrar que contraexemplo.
limsen x = sen a para todo nimero real a. Pelo Exercicio 55, 65. Um monge tibetano deixa o monastério s 7 horas da manhi e
i

X
uma afirmagéo equivalente é que
limsen (@ + h) = sena
h—0
Use (6) para mostrar que isso ¢ verdadeiro.
57. Demonstre que o cosseno ¢ uma fungfo continua.

58, (a) Demonstre a parte 3 do Teorema 4.
(b) Demonstre a parte 5 do Teorema 4.

segue sua caminhada usual para o topo da montanha, chegando
14 &s 7 horas da noite. Na manha seguinte, ele parte do topo as
7 horas da manhd, pega o mesmo caminho de volta e chega ao
monastério as 7 horas da noite. Use o Teorema do Valor Inter-
medidrio para mostrar que existe um ponto no caminho que o
monge vai cruzar exatamente na mesma hora do dia em ambas
as caminhadas.

LIMITES NO INFINITO; ASSINTOTAS HORIZONTAIS

l 1% Nas Secdes 2.2 e 2.4, estudamos os limites infinitos e as assintotas verticais. L4 tomdva-
0 ~1 mos x tendendo a um niimero e, como resultado, os valores de y ficavam arbitrariamente
“F 1 0 ) grandes (positivo ou negativo). Nesta sego vamos tornar x arbitrariamente grande (posi-
_'__2 0,600000 tivo ou negativo) e ver o que acontece com y.
:_rj 3 :gggg(; Vamos comegar pela andlise do componan;lento da fungfo f definida por
+5 0923077 T "
+10 0980198 A+
=30 299200 quando x aumenta. A tabela ao lado fornece os valores dessa fungéo, corretos até a sexta
S Q'LM)RU” casa decimal, e o gréfico de f feito por um computador estd na Figura 1.
+1 000 (,999998
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Finalmente, observamos que pode ser definido um limite infinito no infinito da forma
a seguir. A ilustragfio geométrica estd dada na Figura 19.

FIGURA 19

im /0 = =

que

[ 9] DEFINIGAO Seja fuma fungdo definida em algum intervalo (a, %), Entio

significa que para todo positivo M existe um correspondente nimero positivo N tal

sex >N entdo

lim f(3) =

J)>M

Defini¢Ges andlogas podem ser feitas quando o simbolo % é substituido por —o (veja

o Exercicio 70).

| 26| EXERCICIOS

Explique com suas palavras o significado de cada um dos itens
a seguir,
(@) 1‘1_{1,1 f)=5

(a) O gréifico de y = f(x) pode interceptar uma assintota verti-
cal? E uma assfntota horizontal? Ilustre com gréficos.

(b)lim () =3

(b) Quantas assintotas horizontais pode ter o grifico de y = f(x)?
Ilustre com graficos as possibilidades.

Para a fungiio f, cujo gréfico € dado, diga quem sdo.

T

. =
M~

(a) lim £ (x) (b) lim _ f(x) I
©lim f()  (d)lim f(x)
(e) lim f(x) (f) As equagdes das assintonas 5~10 Esboce o gréfico de um exemplo de uma fungio f que satisfaga
. a todas as condigdes dadas.
i
} 5. fO=0, f(H=1, limf(x)=0, f¢impar
6. lim f(x)=c, lim f(x)=—, lim =1,
= uf'\\//\\/] / frae; v 3 x‘*«D‘f v f{x)
: \_.--""""" | Jl_i.q]”f(x) =
i o limf@=- lmf@=e  lnf©)=0,
/ lim f(x) = o, lim f(x) = —
8. limf()=o, limf(x)=3, limf(x)=-3
9. fO=3, limf(x)=4, lim f(x) =2,
Para a fungiio g, cujo gréfico é dado, determine o que se pede. lim_ f(x) = e, lim f() = =, lim f(x) = o,
(a) lim g(x) (b) lim_g(x) lim f(x) = 3
©limgx) (@ lim g(x) 10 limf( = -, limfe)=2, f@0)=0, fépar
(e) lim  g(x) (f) As equagGes das assintotas C =™ i
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711, Fagauma conjectura sobre o valor do limite

2

/438, (a) Use o grdfico
FO)=Vad T8+ 6 — V3 +3x+ 1
para estimar o valor de lim __ f(x) com uma casa decimal.

(b) Use uma tabela de valores de f(x) para estimar 0 limite com
quatro casas decimais.

calculando a fungdo £ (x) = x/2"parax = 0,1,2,3,4,5,6,7,
8,9, 10, 20, 50 e 100. Entdo, use o grifico de fpara compro-
var sua conjectura.
7212, (a) Use o gréfico de

(c) Encontrc o valor exato do limite.

-3

P
/39-44 _Eﬁcontre as assintotas horizontais e verticais de cada curva. ]

N
i . ! Confira seu trabalho por meio de um gréfico da curva e das estima-
para estimar o valor de lim__ f(x) correto ate a segunda casa o Seutianalio po g

desitial, tivas das assintotas.
(b) Use a tabela de valores de f(x) para estimar o limite até qua- P44 \
imai 39. y= 40.y = =
tro casas decimais. . 21 |
13-14 Calcule o limite e justifique cada passagem indicando a pro- 7 i
priedade apropriada dos limites. 41, y= E‘:—f";l 42.y= Kt :
- 3-x+4 (126 =5x+2 R L
F O — 4. lim |————
i B ] == AL+ 4y + 3x F: .
a3, = X =0 M.y = 2¢
15-36 Encontre o limite. »d A G+ 5 VT s
345 7 45. Estime a assintota horizontal da fungdo
15. lim 16. lim —— 38 + 5004°
== x4+ 3 o p—d fy= a &
£+ 5004 + 100x + 2000
17, i l—x—x¥ 8. 1i 61 + 5t
- o P17 i, (-t -3) através do gréfico de fpara — 10 < x < 10. A seguir, determine
a equagdio da assintota calculando o limite. Como vocé explica |
i N A5 20, lim _t+Z a discrepancia? ’|
i it T e R T
= 2 =X +4 PR 7 46. (a) Trace a fungio
4 +5 o X2 f(x):dx”l
21. lim —2————2_ 22. lim — Ix—3
== 2)Ru— 1) Ot ]
Vo — x Vo —x Quantas assintotas horizontais e verticais vocé observa? Use 0
1. _l.'_'ﬁ ‘ 2+ 1 14'__!55‘,_. 3 grifico para estimar os valores dos limites
i . Y22+ 1 V2 + 1
25. lim (VO + x — 3x) (26, Dm (x + V&2 + 2x) lim e lim
P \_ e S8 =y === 3x =3
27. lim ( fE+, ax =2 b bx) 28. lim cos x (b) Calculando valores de f(x), dé estimativas numéricas dos li-
& R mites na parte (a).
iy o (¢) Calcule os valores exatos dos limites na parte (a). Vocé
N 29. Ll_rg ii% 30. I(Ln; v+ 1 obtém os mesmos valores ou valores diferentes para estes li-
a! 13 1 4 § . x mites? [Em vista de sua resposta na parte (a), vocé pode ter
[ 31 lim (0 +x) 32. lim &= Vx) de verificar seus cdlculos para o segundo limite.]
. 47. Encontre uma férmula para uma fungdo f que satisfaga as se-
3. lim — ﬂ; 34.lim tg”' (¢ — 2 guintes condigdes:
=5 426" L
35. lim (e™ cosx) 36, lim _ e*" _‘l_i‘r?xf(x) =B lxi_rgf(x) =-», f@=0,
X% =2t
7931. (a) Estime o valor de )= 2, lim f(x) = =

_gmx( P+x+l +x)

tragando o gréfico da fungdo f (x) = Y+x+1+x

(b) Use uma tabela de valores para f (x) para conjecturar o valor
do limite.
(c) Demonstre que sua conjectura estd correta.

48. Encontre uma férmula para uma fungiio que tenha por assinto-
tas verticais x = 1 e x = 3 e por assintota horizontal y = 1.

49-52 Encontre os limites quando x — @ e quando x — —. Use
essa informagio, bem como as intersecgdes com 0s eixos, para fazer
um esbogo do grafico, como no Exemplo 11.



49,

51.

2 6
y=x-x

50.y =x(x + 27— 1)

y=0B-01+(1-0" 5.y=x0-Dx+2)

53.

7 54,

55.

56.

57.

58.

59.

(a) Use o Teorema do Confronto para determinar lim =
F—n ¥
(b) Faga um gréfico de f (x) = (sen.x)/x. Quantas vezes o grifico

cruza a assintota?

Por comportamento final de uma fungdo queremos indicar uma

descrigdo do que acontece com seus valores quando x — % e

quando x — —,

(a) Descreva e compare o comportamento final das funges

P(x) = 3x"= 58+ 2« Ox) = 3%

por meio do grafico de ambas nas janelas retangulares [—2,2]
por [—2,2] e [—10, 10] por [—10 000, 10 000].

(b) Dizemos que duas fungdes t€m o mesmo comportamento
final se sua razdo tende a | quando x — %, Mostre que P e
Q tém o mesmo comportamento final,

Sejam P e  polindmios. Encontre

se 0 grau de P for (a) menor que o grau de Q e (b) maior que o
grau de Q.

Faga um esbogo da curva y = x" (n inteiro) nos seguintes casos:
() n=20
(iii) n >0, n par

(ii) n = 0,n impar
(iv) n <0, n impar
(v) n<0,npar
Entdo, use esses esbogos para encontrar os seguintes limites:
. " * n
@ lip s g

© lmx' (@ lim ¥

Encontre 1‘1_r~nm f(x) se,paratodox > 1,

10¢" — 21 5v'x
<flx) <
2¢" f@ vx—1

(a) Um tanque contém 5 000 litros de dgua pura. Agua salgada

contendo 30 g de sal por litro de dgua ¢ bombeada para dentro
do tanque a uma taxa de 25 I/min. Mostre que a concentragio de
sal depois de t minutos(em gramas por litro) é

301
200 + ¢
(b) O que acontece com a concentragio quando t —> %?

cn =

Seremos capazes de mostrar, no Capitulo 9 do Volume II, que,
sob certas condigdes, a velocidade v(r) de uma gota de chuva
caindo no instante f é
u) = v¥(l — ™)
em que g é a aceleragdo da gravidade; e v* € a velocidade final
da gota.
(a) Encontre lim,_,,, v(r).
(b) Faga o grafico de v(f) sev* = I m/seg =98 m/s’. Quanto
tempo levard para a velocidade da gota atingir 99% de sua
velocidade final?

7 60.

2 61,

4 64

65.

66.

67.

68.
69.

10.

71.
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(a) Fazendo os grificos de y = e ™’ e y = 0,1 na mesma tela, des-
cubra quao grande vocé precisard tomar x paraque e ' <0,1.

(b) A parte (a) pode ser resolvida sem usar uma ferramenta
grifica?

Use o grifico para encontrar um nimero N tal que

se x>N entio %— 1.5[ <005
+x+1
. Para o limite :
. Vde+ |
lim =2
o et ]

ilustre a Defini¢ao 7, encontrando os valores de N correspon-
dentesae =05ee=0,1.

. Para o limite

Vax+ 1

lim = -
e e

ilustre a Definigdo 8, encontrando os valores de N correspon-
dentesage =05ee=0,1.

Para o limite
2x+ 1

lim
& iyt ]

ilustre a Defini¢do 9, encontrando um valor de N correspondente
aM = 100.

=W

(a) De que tamanho devemos tomar x para que 115 < 000017
(b) Tomando r = 2 no Teorema 5, temos a igualdade

o

2

0

1

}
==

Demonstre isso diretamente usando a Definigdo 7.
(a) De que tamanho devemos tomar x para que 1Wx <0,0001?
(b) Tomando r = % no Teorema 5, temos a igualdade

1
lim —==10
X x

Demonstre isso diretamente usando a Definigio 7. -

L
Use a Defini¢do 8 para demonstrar que lim — = 0.
=

Demonstre, usando a Definigdio 9, que }i[ﬂ X =
Use a Defini¢io 9 para demonstrar que LL"J ¢ =0,
Formule precisamente a defini¢do de
i e

Entdo, use sua defini¢io para demonstrar que

lim (1 +x) = e
Demonstre que

lim £ (1) = lin, £ (1/)

e ‘l_i’rpmf[x) = !L%l_f(lir)
se esses limites existirem.
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Da tabela vemos que D'(1998) situa-se em algum lugar entre — 1,1 e —5.5 bilhdes de dg.
lares por ano. [Aqui, estamos fazendo a hipGtese razodvel de que o débito ndo flutue muitg
entre [998 ¢ 2002.] Estimamos que a taxa de crescimento da divida nacional do Canad
em1998 foi a média desses dois niimeros, a saber:

D'(1998) = —3,3 bilhdes de délares por ano

B UMA OBSERVACAO SOBRE UNIDADES

| As unidades para a taxa média de variacdo
[ AD/Atsdo as unidades para A D divididas
pelas unidades para At, a saber, bilhdes de
ddlares por ano. A taxa instantinea de
variagdo é o limite das taxas médias
de variagdo, de modo que é medida nas
mesmas unidades: bilhdes de ddlares
por ano.

O sinal de menos significa que o débito estd decrescendo naquele instante.
Um outro método seria tragar a fungdo de débito e estimar a inclinagdo da reta tan-
gente quando ¢ = 1998. O

Nos Exemplos 3,6 e 7 vimos trés casos especificos de taxas de variagdo: a velocidade
de um objeto € a taxa de variagdo do deslocamento com relagio a0 tempo; o custo margj-
nal € a taxa de variagao do custo de produgiio em relagdo ao nimero de itens produzidos:
a taxa de variag@o do débito em relagdo ao tempo € de interesse na economia. Aqui ests
uma pequena amostra de outras taxas de variagao: em fisica, a taxa de variagio do traba-
tho com relagdo ao tempo € chamada de poténcia. Os quimicos que estudam reagdes qui-
micas estdo interessados na taxa de variagdo da concentragdo de um reagente em relagiio
a0 tempo (chamada taxa de reagdo). Um bidlogo estd interessado na taxa de variagdo da
populagio de uma colonia de bactérias em relagdo ao tempo. Na realidade, o cdlculo das
taxas de variagdo € importante em todas as ciéncias naturais, na engenharia e mesmo nas
ciéncias sociais. Mais exemplos serdo dados na Segéo 3.7.

Todas essas taxas de variagao sdo derivadas e podem, portanto, ser interpretadas
como inclinagdes das tangentes. Isto dd importéncia extra a solugdo de problemas en-
volvendo tangentes. Sempre que resolvemos um problema envolvendo retas tangentes,
ndo estamos resolvendo apenas um problema geométrico. Estamos também resolvendo
implicitamente uma grande variedade de problemas envolvendo taxas de variagio nas
ciéncias e na engenharia.

2.7 | EXERCICIOS

I. Uma curva tem por equagio v = f(x). (b) Encontre a equagio da reta tangente da parte (a).

(a) Escreva uma expressdo para a inclinagdo da reta secante i
pelos pontos P(3,£(3)) e QO(x, f(x)).

(b) Escreva uma expressdo para a inclinagio da reta tangente
em P,

(c) Faga um grifico da curva e da reta tangente em janelas re-
tangulares cada vez menores centrados no ponto (1, 0) até
que a curva e a tangente parecam indistinguiveis.

ncontre uma equacdo da reta tangente & curva no ponto dado.

/1 2. Faca o grifico da curva y = ¢' nas janelas [—1, 1] por [0, 2],
[-05,05] por [0,5,1,5]e[—0,1,0,1] por [0.9, ,1]. Dando um 5, y:ﬁi, (3,2 6.y=2x—5x, (—13)
zoom no ponto (0, 1), o que vocé percebe na curva? x=2
3. (a) Encontre a inclinagfio da reta tangente & pardbola y = 4x — x° T 8= 2x - (0,0)
l no ponto (1, 3). (x+1)
(i) usando a Defini¢ao 1 (ii) usando a Equacio 2 .
(b) Encontre a equagio da reta tangente da parte (a). (a) Encontre a inclinagfio da tangente & curva y = 3 + 4x* — 2.’
B (c) Faga os grificos da pardbola e da reta tangente. Como ve- no ponto onde x = a.
rificagio, dé um zoom em diregdo ao ponto (1, 3) até que pa- (b) Encontre as equagdes das retas tangentes nos pontos (1 ,5) e
rdbola e a reta tangente fiquem indistinguiveis. (2,3).
4. (a) Encontre a inclinagdo da reta tangente A curvay = x — x'no [ (c) Faga o grifico da curva e de ambas as retas tangentes em

ponto (1,0)

(i) usando a Defini¢cio 1 (ii) usando a Equagiio 2

uma mesma tela.

10. (a) Encontre a inclinagdo da tangente & curva y = 1/¥x no ponto

onde x = a.



do-
lito
adg

3i-

Y

12.

16.

(b) Encontre as equacdes das retas tangentes nos pontos (1, 1) e
(4.3).
(¢) Faca o gréfico da curva ¢ de ambas as tangentes em uma

mesma tela.

(a) Uma particula comega se movendo para a direita ao longo
de uma reta horizontal; o grdfico de sua fungdo posigio estd
mostrado. Quando a particula estd se movendo para a direita?
E para a esquerda? Quando estd parada?

(b) Trace um gréfico da fungdo velocidade.

5 (metros) 4 | | | |
4 -l I} |

0 2 4 6 t(segundos)

Estao dados os gréficos das fungdes posicdes de dois corredores,
Ae B, que correm 100 metros rasos e terminam empatados.

§ (metros) £ l i
80— s
40
B [

0 4 8 12

t (segundos)

(a) Descreva e compare como 0s corredores correram a prova.
(b) Em que instante a distincia entre os corredores € maior?
(¢) Em que instante eles tém a mesma velocidade?

. Se uma bola for atirada ao ar com uma velocidade de 10 m/s,

sua altura (em metros) depois de ¢ segundos € dada por
y = 10¢ — 497 Encontre a velocidade quando 1 = 2.

. Se uma pedra for langada para cima no planeta Marte com uma

velocidade de 10 m/s, sua altura (em metros) apds ¢ segundos €
dada por H = 10t — 1,86¢".

(a) Encontre a velocidade da pedra apés um segundo.

(b) Encontre a velocidade da pedra quando 1 = a.

(¢) Quando a pedra atinge a superficie?

(d) Com que velocidade da pedra atinge a superficie?

. O deslocamento (em metros) de uma particula movendo-se ao

longo de uma reta é dado pela equagio do movimento s = e,
onde 1 é medido em segundos. Encontre a velocidade da parti-
cula nos instantes t = a,t = 1,1 = 2et= 3.

0O deslocamento (em metros) de uma particula movendo-se a0
longo de uma reta € dado pela equagio s = £ — 8t + 18,emque
t ¢ medido em segundos.
(a) Encontre as velocidades médias sobre os seguintes interva-
los de tempo:
0 [3.4] (i)[35.4 (i) 4.5 (iv)[4,45]
(b) Encontre a velocidade instantinea quando ¢ = 4.

17.

20.

21.

22

23.

24,

‘%

15.

29. f(x) =

7.
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(¢) Faga o grifico de s como uma fungdo de t e desenhe as retas
secantes cujas inclinagdes sdo as velocidades médias da parte
(a), ¢ a reta tangente cuja inclinagio € a velocidade instanti-
nea da parte (b).

Para a fungdo g cujo gréfico é dado, arrume os seguintes niime-

ros em ordem crescente e explique seu raciocinio:

0 42 ¢gO g2 g@
¥
y = glx)
2

. (a) Encontre uma equagdo para a reta tangente ao gréfico de

y=g(x),emx = 5seg(5) = —3eg'(5) =4.
(b) Se a reta tangente a y = f (x) em (4, 3) passar pelo ponto
(0, 2), encontre f(4) e f'(4).

. Esboce o grfico de uma fungdo f para a qual f (0) = 0,

f10)=3,f"(1)=0,ef' @) =~-L

Esboce o grifico de uma fungio g para a qual g(0) = ¢'(0) = 0,
g=-n=-Lg()=3ed)=1

Se f(x) = 3x" — 5x, encontre f'(2) e use-o para encontrar uma
equagdo da reta tangente a pardbola y = 3¢ = 5x1n0 ponto (2,2).

Seglx)=1-— X', encontre g'(0) e use-o para encontrar uma
equagiio da reta tangente acurvay = 1 — x'no ponto (0, 1).

(a) Se F(x) = 5x/(1 + ), encontre F'(2) e use-o para encontrar
uma equagdo da reta tangente & curva y = 5x/(1 + ) no
ponto (2, 2).

(b) llustre a parte (a) tragando a curva e a reta tangente na
mesma tela.

(a) Se G(x) = 4y* — ¥, encontre G'(a) e use-o para encontrar
equagdes das retas tangentes & curva y = 4 = x’nos pon-
tos (2,8)e(3,9).

(b) Ilustre a parte () tragando a curva e as retas tangentes na
mesma tela.

O Encontre f'(a).

f) =3—2x+ 47 26.f(0) =1 — 5t
2t t 1

2
=21 2. f() =2+1
t+3 =2

30.f(x) =+v3x+ 1

&2

136 (ada limite representa a derivada de certa fungdio fem certo

CZ

imeTo a. Diga quem € fe @ em cada caso.

3l

. lim

VI6+h—2
h

1+n°-1

32.lim
h=0 h =0
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33.

35.

i = 3, lim. BE=L
5 oy — 5 onld x — qfd
4
fim SOSr M+ 1 3. lim — S =2
h—0 =1

h t—1

7-38) Uma particula se move ao longo de uma reta com equagio de

iz

{imento s = f (1), em que s ¢ medido em metros €  em segundos.

Encontre a velocidade e a velocidade escalar quando ¢ = 5.

37.

39

40.

41.

42.

£(0) = 100 + 501 — 4.9¢° B =11

Unma lata de refrigerante morna é colocada na geladeira. Esboce
o grifico da temperatura do refrigerante como uma fungdo do
tempo. A taxa de variagao inicial da temperatura € maior ou
menor que a taxa de variagdo ap6s 1 hora?

Um peru assado € tirado do forno quando sua temperatura atinge
85 °C e colocado sobre uma mesa na sala, na qual a temperatura
¢ de 24 °C. O gréfico mostra como decresce a temperatura do
peru até aproximar da temperatura da sala. (Na Segfio 3.8 pode-
remos usar a Lei do Resfriamento de Newton para encontrar
uma equagdio para T como uma fungao do tempo.) Por meio da
medida da inclinagio da reta tangente, estime a taxa de varia-
¢do da temperatura apés 1 hora.

reof T 1 [ | |
80 |IJ

2 | P 1 | |

e =] | |

O—T1 =1_1 |

| B —

: : f ! '——1|

0 30 60 90 120 150 ¢
(min)

A tabela mostra a estimativa da porcentagem da populagéo da
Europa que usa telefones celulares. (Estimativas dadas para
meados do ano.)

Ano | 1998 [ 1999 | 2000 | 2001 | 2002

p 28] 1]s

n

638 71 23

(a) Encontre a taxa média do crescimento do ndmero de celulares

(i) de 2000 2 2002  (ii) de 2000 a 2001  (iii) de 1999 a 2000
Em cada caso, inclua as unidades.

(b) Estime a taxa instantinea de crescimento em 2000 tomando
a média de duas taxas médias da variagio. Quais sao suas
unidades?

(c) Estime a taxa instantinea de crescimento em 2000 medindo
a inclinagdo de uma tangente.

O niimero N de franquias de uma certa cadeia popular de cafe-

teiras € mostrada na tabela. (Dados os nimeros de franquias no

dia 30 de junho de cada ano.)

Ano | 1998 | 1999
N | 886

2000 | 2001

Z:m’_?j

5886 |

2135|3501 ] 4709

43.

44,

45.

46.

41.

(a) Determine a taxa média de crescimento

(i) de 2000 2 2002 (i) de 2000 a 2001 (iii) de 1999 a 2000
Em cada caso, inclua as unidades.

(b) D& uma estimativa da taxa de crescimento instantinea em
2000 tomando a média de duas taxas médias de variagdo.
Quais sdo suas unidades?

(c) Dé uma estimativa da taxa de crescimento instantdnea em
2000 medindo a inclinaciio de uma tangente.

0 custo (em délares) de produzir x unidades de uma certa mer-

cadoria é C(x) = 5000 + 10x + 0,05x".

(a) Encontre a taxa média da variagio de C em relagdo a x
quando os niveis de produgdo estiverem variando

(i)dex=100ax=105 (i) dex=100ax= 101

(b) Encontre a taxa instantinea da variagio de C em relagio a x
quando x = 100. (Isso ¢ chamado custo marginal. Seu sig-
nificado serd explicado na Segdo 3.7.)

Se um tanque cilindrico comporta 100 000 litros de dgua, que
podem escoar pela base do tanque em uma hora, entdo a Lei de
Torricelli fornece o volume V de 4gua que restou no tanque apds
t minutos como

vm=ut}c|ooo(1—$)2 0<t<60

Encontre a taxa pela qual a dgua estd escoando para fora do tan-
que (a taxa instantinea da variagao de V em relagiio a f) como
uma fungéo de t. Quais sio suas unidades? Para os instantes f =
0, 10, 20, 30, 40, 50 e 60 minutos, encontre a taxa do escoa-
mento e a quantidade de dgua restante no tanque. Resuma o que
vocé achou em uma ou duas sentengas. Em que instante a taxa
do escoamento ¢ maxima? E a minima?

O custo da produgdo de x quilogramas de ouro provenientes de

uma nova mina é C = f(x) délares.

(a) Qual o significado da derivada f'(x)? Quais o suas unidades?

(b) O que significa f'(50) = 367

(c) Vocé acha que os valores de f'(x) vdo crescer ou decrescer a
curto prazo? E a longo prazo? Explique.

O niimero de bactéria depois de ¢ horas em um laboratdrio ex-

perimental controlado én=fx).

(a) Qual o significado da derivada de £'(5)? Quais sdo suas uni-
dades?

(b) Suponha que haja uma quantidade ilimitada de espago e nu-
trientes para a bactéria. Qual serd maior: f'(5) ou £(10)? Se
a oferta de nutrientes for limitada, isso afetaria sua conclu-

~ sio? Explique.

Seja T(#) a temperatura (em °C) em Seul ¢ horas apés o meio-dia
em 21 de agosto de 2004, A tabela mostra os valores dessa fun-
¢do registrados de duas em duas horas. Qual o significado de
T'(6)? Estime o seu valor.

! 0
T | 34413

1~
=
&
o0

10
383 13238 [26,) | 228

LN
(=8
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49.

A quantidade (em quilogramas) de café vendida por uma com-

panhia para uma lanchonete ao prego de p délares por quilogra-

mas é dada por Q = f(p).

(a) Qual o significado da derivada f '(8)? Quais sdo suas uni-
dades?

(b) f'(8) é positivo ou negativo? Explique.

A quantidade de oxigénio que pode ser dissolvido em dgua de-

pende da temperatura da dgua. (Logo, a poluigdo térmica in-

fluencia o nivel de oxigénio da dgua.) O grifico mostra como

a solubilidade do oxigénio S varia em fungfio da temperatura

T da dgua.

() Qual o significado da derivada § '(T)? Quais sdio suas uni-
dades?

(b) D& uma estimativa do valor S'(16) e interprete-o.

S
(mg/L)
167

1271
8

4_.

O 8 16 24 32 40 T(C)

Adaptado de Environmental Science: Living Within the System
of Nature, 24 ed.; por Charles E. Kupchella, © 1989, Reprodunido
com a permissdo de Prentice-Hall, Inc., Upper Saddle River, NJ.

PROIJETO \

LIMITES E DERIVADAS || 139

. O gréfico mostra a influéncia da temperatura T sobre a veloci-

dade mdxima de nado § do salmio Coho.

(a) Qual o significado da derivada §'(T)? Quais so suas uni-
dades?

(b) Dé uma estimativa do valor §'(15) e de §'(25) e interprete-os.

¥
(cm/s) T
20+

of " 1 o  TCO

5152 Determine se existe ou ndo f '(0).

1

xsen — sex#0
51 f(x) = ‘1.

0 sex=0

Jc3 sen — sex#0
52. f(x)= 7

0 sex=0

METODOS INICIAIS PARA ENCONTRAR AS TANGENTES

ESCRITO

A primeira pessoa a formular explicitamente as ideias de limite e derivada foi Sir Isaac Newton,
em 1660. Mas Newton reconhecia que “Se vejo mais longe do que outros homens € porque estou
sobre 0s ombros de gigantes”. Dois desses gigantes eram Pierre Fermat (1601-1665) e o profes-
sor de Newton em Cambridge, [saac Barrow (1630-1677). Newton estava familiarizado com os mé-
todos deles para ericontrar as retas tangentes, ¢ esses métodos desempenharam papel importante
na formulagdo final do cdlculo de Newton. -

As seguintes referéncias contém explicagdes desses métodos. Leia uma ou mais referéncias
e escreva um relatério comparando os métodos ou de Fermat ou de Barrow com 05 métodos mo-
dernos. Em particular, use 0 método da Segiio 2.7 para encontrar uma equacao da reta tangente
curvay = X+ 2xno ponto (1,3) e mostre como Fermat ou Barrow teriam resolvido o mesmo
problema. Embora vocé tenha usado as derivadas e eles ndo, mostre a analogia entre 0s métodos.

1. Bover, Carl; MERZBACH, _Uta.'A History o‘f Mathematics. Nova York: John Wiley, 1989,
p. 389,432

2. Epwarps. C. H. The Historical Development of the Calculus. Nova York: Springer-Verlag,
1979, p. 124, 132.

3. Eves, Howard. An Introduction to the History of Mathematics. 6. ed. Nova York: Saunders,
1990, p. 391, 395.

4. KLINE, Morris. Mathematical Thought from Ancient to Modern Times. Nova York: Oxford
University Press, 1972, p. 344, 346.
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28| EXERCICIOS

I-2 Use os gréficos dados para estimar o valor de cada derivada. Es- 411 Trace ou copie o grdfico da fung@o f dada. (Suponha eixos com
boce entdio o grifico de f. a mesma escala.) Use entdo o método do Exemplo | para esbogar o
L @f(-3) T erficode :
b f'(=2) = g ¥4 : 7
©F (-1 N
@0
@ f'(1) o 1 |/ % \
(0f'Q) . 5 e :
@f'G)
2. (@f'0) i1 | 6. 7 7. y
(o)) \[y=fo
©f'(2) \ / " / \
@f'3) >
©F @ 1 : ?
(06 o : 0 x
A\
@ Associe o grifico de cada fungiio em (a)-(d) com o gréfico de & Y & y1

sua derivada em I-IV. D& razdes para suas escolhas.

@ ® S h

y‘- ' y/

| - — N NP AT

12. O gréfico mostrado corresponde ao da fungdio populagio P(f) de

(© % () 2

=Y

=

cultura em laboratério de células de levedo. Use o método do

8 YA k .
H : : i Y ) ' Exemplo 1 para obter o gréfico da derivada P'(#). O que o gra-
W B fico de P' nos diz sobre a populagio de levedos?
! I 0 x 7 9 | =x | pi (células de levedo)

i | -+

500:

{ E III i v YA
I
l S T S - > 0 5 10 1=5 T(horas)
| 0o X O

e e




13;

0 grifico mostra como a idade média dos homens japoneses
quando se casam pela primeira vez variou na tltima metade do
século XX. Esboce o gréfico da fung@o derivada M'(f). Em quais

os anos a derivada foi negativa?
M
271
25+
1960 1970 1980 1990 2000

14-16 Faga um esbogo cuidadoso de fe abaixo dele esboce o gréfico

de f' como foi feito nos Exercicios 4-11. Vocé pode sugerir uma
férmula para f'(x) a partir de seu gréfico?

14. f(x)=senx 5. f)=¢
16. f(x)=Inx
A2 17, Sejaf(x) = .

(a) Estime os valores de f(0),f'(3).f"(1) e f'(2) fazendo uso de
uma ferramenta gréfica para fazer um zoom no gréfico de f.

(b) Use a simetria para deduzir os valores de f '(—%). f'(=De
f(=2).

(c) Utilize os resultados de (a) e (b) para conjecturar uma f6r-
mula para f'(x). -

(d) Use a definigao de derivada para demonstrar que sua con-
jectura em (c) esté correta.

. Sejaf(x) =x.

(a) Estime os valores de f*(0),f"(3).f"(1).f'(2) ef(3) fazendo
uso de uma ferramenta gréfica para fazer um zoom no gréfico
de f.
(b) Use simetria para deduzir os valores de f'(—
-2)ef'(=3).
(¢) Empregue os valores de (a) e (b) para fazer o grdfico de f".
(d) Conjecture uma férmula para f'(x)

D',

(e) Use a defini¢do de derivada para demonstrar que sua con-
jectura em (d) estd correta.

19-29 Encontre a derivada da fungdo dada usando a definigéo. Diga

quais so os dominios da fungéo e da derivada.

19.
21,
23.

25.

27.

29.

fO)=3x~3 20.f(x) = mx + b
f@)=5t—9" 22.f(x) = 1,58~ x + 3,7
fE)y=x"=3x+5 W.f(x)=x+Vx

9 =VI+2x 26.f(x) = 3;*3‘;

G —% 28.9(x) = %
f@=4

30.

(a) Esboce o grifico de f (x) = V6 — x comegando pelo gréfico
dey= Vx e usando as transformagdes da Sego 1.3.

3.

32.

33.

34.

35-38

que f ndo ¢ diferencidvel.
35.

37,

£ 39. Faga o gréfico da fungdo f(x)
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(b) Use o grafico da parte (a) para esbogar o grafico de f %

(c) Use a definigdo de derivada para encontrar f'(x). Quais os
dominios de fe f'?

(d) Use um recurso grafico para fazer o grfico f" e compare-o
com o esbogo na parte (b).

(a) Se f(
(b) Verifique se sua resposta na parte (a) foi razodvel compa-
rando os gréficos de fef'.

x) = x" + 2x, encontre f'(x)

(2) Se f(f) = £ — V1, encontre, f'(1).
(b) Verifique se sua resposta na parte (a) foi razodvel compa-
rando os gréficos de fef'.

Ataxa de desemprego U() varia com o tempo. A tabela fornece
a porcentagem de desempregados na forga de trabalho austra-
liana em meados de 1995 a 2004.

! uin t Ul
1995 | 8.1 || 2000 | 62
1996 | 80 |[2001 | 69
1997 | 8.2 [ 2002 | 65
1998 | 79 || 2003 | 6.2
1999 | 6,7 [ 2004 | 56

(a) Qual o significado de U'(1)? Quais s&o suas unidades?
(b) Construa a tabela de valores de U'(1).

Seja P(f) a porcentagem da populagdo das Filipinas com idade
maior que 60 anos no instante ¢. A tabela fornece projegdes dos
valores desta fungio de 1995 a 2020.

{ P(1) ! P(1)
1995 | 5.2 ({2010 | 67
2000 | 5.5 || 2015 | 7.7
2005 | 6.1 {2020 | 89

(a) Qual o significado de P'(#)? Quais sdo suas unidades?
(b) Construa uma tabela de valores para P'(f).
c) Faga os gréficos de Pe P'.

grafico de f ¢ dado. Diga, explicando quais, os nimeros em

3

L
28]
o

7

= x + +/ix. D& um zoom primeiro
em direciio a0 ponto (—1,0) e entdo em diregdo & origem. Qual
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a diferenca entre os comportamentos de f proximo a esses dois
pontos? O que vocé conclui sobre a diferenciabilidade de f?

. D& um zoom em diregiio aos pontos (1,0),(0, e (=1,0) sobre
o gréfico da fungdo g (x) = (* = ™. 0 que vocé observa? Ex-
plique o que vocé viu em termos da diferenciabilidade de g.

A figura mostra os grdficos de f,f " e f". Identifique cada curva

e explique suas escolhas.

@A figura mostra os grificos de f, f' f" e f". Identifique cada

curva e explique suas escolhas.

|

abcd

YA

43. A figura mostra os graficos de trés fungoes. Uma € a fungdo po-
sicdio de um carro, outra ¢ a velocidade do carro e outra € sua
acelerac@o. Identifique cada curva e explique suas escolhas.

¥4

44. A figura mostra os gréficos de quatro fungGes. Uma € a fungdo
posicdo de um carro, outra ¢ a velocidade do carro, outra € sua
aceleragdo e outra é seu jerk. Identifique cada curva e explique
suas escolhas.

Y1

/=

4 45-46 Use a definigdo de derivada para encontrar f'(x) e f"(x). A se-
guir, trace f , f* e f" em uma mesma tela e verifique se suas res-
postas sdo razodveis.

85, f)=1+4dx—x  46.f(x)=1ix

Se f(x) = 2¢ — ¥, encontre £'(x), f"(x), f"(x), e f "(x). Trace
£.f'.f"ef" em uma mesma tela. Os gréficos sdo consistentes

7 a1,

com as interpretagdes geométricas destas derivadas?

48. (a) E mostrado o gréfico da fungdo posigio de um veiculo, onde
s ¢ medido em metros e r em segundos. Use-0 para tragar a
velocidade e a acelerago do veiculo. Qual é a aceleragdo em
t = 10 segundos?

1

0 10 0 f

(b) Use a curva da aceleragdio da parte (a) para estimar o jerk em
t = 10 segundos. Qual a unidade do jerk?

49. Sejaf(v) ="x.
(a) Se a # 0, use a Equagdio 2.7.5 para encontrar f '(a).
(b) Mostre que f'(0) ndo existe.
(c) Mostre que y = ¢ tem uma reta tangente vertical em (0, 0).
(Lembre-se da forma do gréfico de f. Veja a Figura 13 na
Secdo 1.2.)

50. (a) Se g(x) = x™*, mostre que g'(0) nilo existe.
(b) Se a # 0, encontre g'(a).
(¢) Mostre que y = + tem uma reta tangente vertical em (0, 0).
) Ilustre a parte (c) fazendo o gréfico de y = x™*.

Mostre que a fungiio f (x) = Lx — 61 ndo é diferencidvel em 6.
Encontre uma férmula para /' e esboce seu gréfico.

52. Onde a funciio maior inteiro ndo € diferencidvel? Encontre uma
férmula para f (x) = [x] e esboce seu grifico.



53.

(a) Esboce o grifico da fungdo f(x) = xlxl.
(b) Para quais os valores de x f¢ diferencidvel?
(¢) Encontre uma férmula para f'.
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(c) Onde f € descontinua?
(d) Onde f néo é diferencidvel?

55. Lembre-se de que uma fung@io f¢ chamada par se f (—x) = f(x)
54. Aderivada i esquerda e  direita de fem a sdo definidas por para todo x em seu dominio, e fmpar se f (—x) = —f (x) para
. fla+h)—f(a) cada um destes x. Demonstre cada uma das afirmativas a seguir.
f'(a) = lim Z———r i 0 par € ums o fmpar
pae h (a) A derivada de uma fungdo par € uma fungéo fmpar.
(b) A derivada de uma fungdo impar é uma fungéo par.
ipi e flat by = f{a) : . .
e fila)= Ll_r‘r&+ —_I—m— 56. Quando vocé abre uma torneira de dgua quente, a temperatura 7
o o ) : da dgua depende do tempo no qual a dgua estd correndo.
se esses limites existirem. Entdo [ '(a) existe se, e somente se, ; ;
i : (a) Esboce um grifico possivel de T como uma fungio do tempo
essas derivadas unilaterais existirem e forem iguais. i e
, " b t que decorreu desde que a torneira foi aberta.
(a) Encontre f(4) € £ ,(4) para a fungdo (b) Descreva como € a taxa de variagio de T em relagio a ¢
0 sex<0 quando f estd crescendo.
S—% se0<x<4 (c) Esboce um grifico da derivada de T.
f) =
: sex=4 57. Seja € areta tangente & pardbola y = ¥'noponto (1, 1). 0 dngulo
Fx 3 de inclinagdo de € é o angulo ¢ que € faz com a diregdo posi-
(b) Esboce o gréfico de f. tiva do eixo x. Calcule ¢ com a precisdo de um grau.
| | REVISAO
VERIFI[AQiO DE CONCEITOS
I. Explique o significado de cada um dos limites a seguir e ilustre (b) Qual o significado de f ser continua no intervalo (—, *)?
com um esbogo. Nesse caso, 0 que se pode dizer sobre o grifico de f?
im f(x) = li x) = o
(@) I‘er} fo=L () it fo=L 8. O que afirma o Teorema do Valor Intermedidrio?
© .lnl-n-f}— Fer=L @ 1t1_r§ fo== 9. Escrevauma expressio para a inclinagio da reta tangente i curva
(@) lim £ () = L y =) o ponto (@, (@).
2. Descreva as vdrias situagdes nas quais um limite pode nio exis- 10. Considere um objeto movendo-se ao longo de uma reta com a
tir. [lustre-as com uma figura, posicio dada por f(¢) no instante £. Escreva uma expressao para
3. Enuncie cada uma das seguintes Propriedades dos Limites. ¢ velom;lade msta?ta?;addo et em; - 2; on‘;o pc;de e
o
(a) Propriedade da Soma (b) Propriedade da Diferenca terpretada essa velocidade em termos do gréfico de £
(¢) Propriedade do Muiltiplo (d) Propriedade do Produto I1. Sey = f(x)ex variar de x, a x,, escreva uma expressio para
Constante 0 seguinte:
(e) Propriedade do Quociente (f) Propriedade da Poténcia (a) Taxa média de variagdo de y em relagdo a x no intervalo [x, x,].
(g) Propriedade da Raiz (b) Taxa instantinea de variagio de y em relagio axemx = x,.
4. O que afirma o Teorema do Confronto? 12. Defina a derivada f'(a). Discuta as duas maneiras de interpretar
5. (a) O que significa dizer que uma reta x = a € uma assintota ver- €85¢ Hmero.
tical da curva y = f(x)? Trace curvas que ilustrem cada uma 13, Defina a segunda derivada de f. Se f (1) for a fungdo posi¢do de
das vérias possibilidades. uma particula, como vocé pode interpretar a segunda derivada?
(b) QQLle slzimﬁca dxzcr_que _u:1;reta y=L¢ unm.lassmtota hg- 14 (a) O que significa Fser diferencidvel em 7
rizontal da c‘uwa_y — f .(.\). race curvas que ilustrem cada (b) Qual a relagio entre diferenciabilidade e continuidade de
uma das vérias possibilidades. "
uma fungio?
6. Quais das curvas a seguir tém assintotas verticais? E horizontais? (c) Esboce o gréfico de uma fungiio que € continua, mas ndo di-
(a)y= Y (b)y = senx (c)y=tgx ferencidvel ema = 2.
(@y=tg’x (e)y=¢ (Hy=lnx e g . o
15. Descreva as vérias situagdes nas quais uma fungéo néo € dife-
(@y=l/x (h)y = Vx .
rencidvel. [lustre-as com figuras.
7. (a)Qual o significado de f'ser continua em a?
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TESTES VERDADEIRO-FALSO

Determine se a afirmagdo é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, ex-
plique por qué; caso contrdrio, explique por que ou d& um exemplo
que mostre que ¢ falsa.

. 2x 8 \_,.. ; 8
1. lim = = lim —li

wily—4 x—4 x—4 Mx-—4
B k)

=l 24 5x—6 {:I_‘ﬂll(xz +5x—6)

lim(x — 3)
Lij_l}(xz + 2x—4)

4. Selim_,f(x)=2e lim_ g(x) = 0, entdo lim_, [f (x)g(x)]
nio existe.

lim —* =
2 42— 4

5. Selim f)y=0elim_ g(x) = 0, entdo lim _ [ f (x)g(x)]
ndo existe.

6. Selim_,[ £ (x)g(x)] existe, entdo o limite deve ser f(6)g(6).
7. Se p for um polinémio, entdo lim _ p(x) = p(b).

8. Selim_f(x) ==elim_,g(x) = o0, entdo

lim,_, [/(x) ~ 9] = 0.

9. Uma fungo pode ter duas assintotas horizontais distintas.

10. Seftem dominio [0, ) e ndo possui assintota horizontal, entédo
lim_ f(x) =®oulim__f(x) =~

11. Searetax = | forumaassintota vertical de y = f(x), entdo fnao
estd definidaem 1.

12. Sef(1)>0ef(3) <0,entdo existe um nimero ¢ entre le3tal
que f(c) = 0.

13. Seffor continuaem Sef(5) = 2ef(4) = 3,entdo
lim_,f(4x" = 11) = 2.

14. Seffor continuaem [—1, 1]ef(=1) =4 e f(1) = 3, entdo
existe um nimero r tal que |r| < lef(@) = .

5. Seja f uma fungdo tal que lim_, f (x) = 6. Entdo existe um
nimero & tal que, se 0 < |x| < §,entdo | f(x) — 6] < L.

16. Sef(x)> I paratodoxe lim_, f(x) existe, entdo
lim fx)>1.

17. Se ffor continua em a, entéo f ¢ diferencidvel em a.

18. Sef'(r)existe, entdo lim_,_ f(x) = f(r).

2 2
19. .‘i% = (_@_)
dx dx

20. Aequagio x"* — 10x* + 5 = 0 tem uma raiz no intervalo (0, 2).

EXERCICIOS

1. Edado o grifico de f.
(a) Encontre cada limite, ou explique por que ele ndo existe.
@) lim, f(x) (ii) lim f(x)
(i) lim, () (i) lim £ (0
) lim f @) vi) lim_f@)
(vii) lim f (viii) ‘l_i'zpm fx)
(b) Dé as equagdes das assintotas horizontais.

(c) D& as equages das assintotas verticais.
(d) Em que nimeros f ¢ descontinua? Explique.

yl
I1\
IT\

2. Esboce um gréfico de um exemplo de fung@o f que satisfaga as
seguintes condigdes:

lim ()= =2, lim f() =0, lim f() =",
lim_ f(9)= =, lim, /(9 =2,

fé continua a direita em 3.

3-20 Encontre o limite.

2-—
3, lime™ 4 lim —2—2
x—l 3 X +’2I_3
— 2_
B 6. lim —X 2
=3 2423 = I
T e ik S 8, Jon<E
=] h =2 f3—8
e i 10. lim, 2=
S (=9 v 4 —
4— —_—
. lim 41— i3 Jip SETO
wrl P 4 5" — 6u =3 =3y
13, lim Y22 14, tim Y29
= 2y —6 e 2x -6
~ 2_ 4
15. lim_In(sen 2 i6; i, - —=
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P i
\ I7._Jlim(1fxz Ydx+1-x 18 lim N ' .(35. (a) Encontre a inclinagdo da reta tangente a curvay = 9 — 2
P o] o
Wz no ponto (2, 1).
19. lim_tg”'(1/x) 20. lim ( - s : ) (b) Encontre uma equagio dessa reta tangente.
ol =] - g=3add

36. Encontre equagdes da reta tangente i curva
2
1 —3x
nos pontos com coordenadax0e —1.

A7 21-12 Use gréficos para descobrir as assintotas das curvas. E ento

demonstre o que vocé tiver descoberto. y=

2
COS X
3

x

21, y=
37. O deslocamento (em metros) de um objeto movendo-se ao

2. y=ve+x+1-Vi-x

longo de uma reta é dado por s = 1 + 2¢ + ', onde 1 é medido

23.Se2x— Il =f(x) = X para 0 < x < 3, encontre lim_, f(x). SmSgEndos, : ; )
' (2) Encontre a velocidade média nos seguintes periodos.

24. Demonstre que lim_, x * cos(1/x) = 0. @ (1,3 (i) [1,2]
(i) [1,1,5] (iv) [1,1,1]

25-28 Demonstre cada uma das igualdades usando a definigo pre-
(b) Encontre a velocidade instantdnea quando ¢ = 1.

cisa de limite.
25, lim(14— 50 =4 26, lim Y5 =0 38. De acordo com a Lei de Boyle, se a temperatura de um gés confi-
o , i ’ nado for mantida constante, entdo o produto da pressio P pelo
27. lim (" — 3x) = 2 28. lim, 5 o “ volume V é uma constante. Suponha que, para um certo gés, PV
_ = 4000, P é medido em pascals e V é medido em litros.

2. Sej (a) Encontre a taxa de variagio média de P quando V aumenta de

V=x sex<0 31 para 41.
f)=¢3—-x se0=x<3 (b) Expresse V como uma fungio de P ¢ mostre que a taxa de
(x—=3Y sex>3 variagdo instantinea de V em relagiio a P € inversamente pro-

i drado de P.
(a) Calcule cada limite, se ele existir. porcienal soquadiado de

() lj_IgJ,f(x) (i) Iii.p_f(x) (iii) l‘i_ggf(x) 39. (a)Use a clejﬁnigﬁo de derivada para encontrar f'(2), onde
E £l o 5 fx)=x"—2x
I l 1
0% 0. f@® L a8 f® ) = /@ (b) Encontre uma equagfo da reta tangente & curvay = X =
(b) Onde f ¢ descontinua? no ponto (2, 4).

(C). Esboce o gréfico de f. 7 (c)Tlustre a parte (b) fazendo o gréfico da curva e da reta tan-
30. Seja gente na mesma tela.
n-x  se0=x<2
g = 2y se2<x=3 40. Encontre uma fungo fe um nimero a tais que
x—4 se3<x<4 . Q+h—-64 _
T sex =4 i =@

h
(a) Para cada um dos niimeros 2, 3 ¢ 4, descubra se g € continua

i ; . . Ocus 1 Vi i -
2 esquerda, a direita ou continua no nimero. 41. O custo total de saldar uma divida a uma taxa de juros de r% ao

(b) Esboce o gréfico de g . e C=44).
(a) Qual o significado da derivada f'(r)? Quais sdo suas
31-32 Mostre que cada fungfo ¢ continua em seu dominio. Diga unidades?
qual € o dominio. (b) O que significa a afirmativa f'(10) = 1 2007
3. h(x) = xe™ 32, g(x) = fo —29 (c) f'(r) é sempre positiva ou muda de sinal?

42-44 Trace ou copie 0 grifico da fungfo. Entdo, esboce o gréfico de

33-34 Use o Teorema do Valor Intermedidrio para mostrar que existe e derbnda

uma raiz da equagiio no intervalo dado.
. 42. yi 43, Ya
M e T R o Rl

¥ e =x, 0,1 _ ) //\
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44, ya

A

45, (a) Se f(x) = V3 — 5x,use a defini¢io de derivada para encon-
trar f'(x).
(b) Encontre os dominios de fe f'.
™ (¢) Faca os gréficos na mesma tela de fe f'. Compare os gréfi-
€OS$ para Ver se sua resposta da parte (a) € razodvel.

4 —x

46. (a) Encontre as assintotas do grédfico de f(x) = € use-as

para esbogar o gréfico. 13
(b) Use o gréfico da parte (a) para esbogar o gréfico de f”.

(c) Use a definigdo de derivada para encontrar f'(x).

(d) Use uma ferramenta grafica para fazer o grifico de f” e com-

Al pare-0 com 0 esbogo da parte (b).

47. E dado o gréfico de f. Indique os nimeros nos quais f nao € di-
ferencidvel.

| /;/-AOJUH
I

48. A figura mostra os gréficos de f,f" e f”. Identifique cada curva
e explique suas escolhas.

49. Seja E(f) o valor do euro (a moeda europeia) em termos do ddlar
americano no instante f. A tabela dd valores desta fungdo, em
meados do ano, de 2000 a 2004. Interprete E'(2002) e estime
seu valores.

! 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004
E(n [0955 | 0847 | 0986 | 1.149 | 1218

50. A taxa de fertilidade total no momento ¢, denotada por F(t),€ a
estimativa do nimero médio de criangas nascidas de cada mu-
Ther (supondo que a taxa de nascimento corrente permanega
constante). O gréfico da taxa de fertilidade total da Austrdlia
mostra as flutuagdes entre 1930 a 2000.

(a) Estime os valores de F'(1946) e F'(1973).
(b) Qual o significado dessas derivadas?
(¢) Vocé pode sugerir as razdes para os valores dessas derivadas?

"1

35+
30t

254

20+

151

1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 !

51. Suponha que |f(x)| < g(x) para todo x, onde lim __ g(x) = 0.En-
contre lim _ f(x).

52. Sejaf(x) = [x] +[—x}
(a) Para quais valores de a existe lim __f(x)?
(b) Em quais nimeros f ¢ descontinua?

=

e N
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PROBLEMAS QUENTES

I

\\\

PROBLEMAS

Em uma discusséo anterior consideramos a estratégia de introduzir algo novo na resolu-
¢do de um problema (veja a pagina 65). No exemplo a seguir vamos mostrar como esse
principio pode ser algumas vezes proveitoso quando calculamos os limites. A ideia €
mudar a varidvel - introduzir uma nova varidvel relacionada a original - de forma a tor-
nar mais simples o problema. Mais tarde, na Se¢do 5.5, faremos uso mais extensivo dessa
ideia geral.

. Vl+ex—1 .
Exemplo | Calcule ]1:}& 1 el ,onde ¢ € uma constante diferente de 0.
&=
X

50LU¢A0 Colocado dessa forma, esse limite parece desafiador. Na Secao 2.3 calculamos vé-
rios limites nos quais tanto o numerador quanto o denominador tendem a zero. L4, nossa
estratégia foi realizar algum tipo de manipulagéo algébrica que levasse a um cancelamento
simplificador, porém aqui ndo estd claro que tipo de dlgebra serd necessdrio.

Assim, introduzimos uma nova varidvel ¢ pela equagio

t=v1+cx
Também necessitamos expressar x em termos de ¢, e entdo resolvemos esta equagéo:
3
t =i
£=1+ex x=
&

Observe que x — 0 € equivalente a ¢t — 1. Isso nos permite converter o limite dado em
outro envolvendo a varidvel .

. Vl+tex—1 _ . E]
ilm_——-——ll_r!jl__
i X U@ - Dle
L. i)

or-1

A mudanga de varidvel nos permitiu substituir um limite relativamente complicado por
um mais simples, de um tipo jd visto antes. Fatorando o denominador como uma dife-
renca dos cubos, obtemos

¥iﬂ|1 clr—.1) =i e(t—1)
"of-1 P e-D@+i+D
S £
=l 2

Fikotiat | 3

As questdes a seguir destinam-se a testar e desafiar suas habilidades na resolugdo de
problemas. Algumas delas requerem uma considerdvel quantidade de tempo para ser re-
solvidas; assim sendo, ndo se desencoraje se ndo puder resolvé-las de imediato. Se vocé
tiver dificuldades, pode ser proveitoso rever a discussdo sobre os principios de resolugio
de problemas na pégina 65.

3 —
1. Calcule lim J‘;_L R
x—
% —:]
i : . ax+b—2
2. Encontre nimeros a e b tais que l:_rg SRR e
X x

! - =1R2x+1
3. Calcule lim Lottt ;
x=) X
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PROBLEMAS QUENTES

4. A figura mostra um ponto P sobre a pardbola y = X" um ponto Q onde a perpendicu-
lar que bissecta OP e intercepta o €ixo y. A medida que P tende a origem ao longo da
pardbola, o que acontece com Q? Ele tem uma posigo-limite? Se sim, encontre-a.

I
Q P
L :
X

5. Se [x] denota a fung@io maior inteiro, encontre lim —.
=

6. Esboce a regidio do plano definida por cada uma das seguintes equagoes.

@pF+p=1 O -DI=3 ©@k+y=1 @OK+pi=1

7. Encontre todos os valores de a para os quais f é continua em R:
x+1 sex=a

-
X

sex>a

i\ 5 “‘-\

8 'Um ponto fixo de uma fungdo fé um nimero ¢ em seu dominio tal que f(c) = c. (A
" fungdo ndo movimenta c; ele fica fixo.)

(a) Esboce o grafico de uma fungéo continua com o dominio [0, 1] cuja imagem tam-
bém estd em [0, 1]. Localize um ponto fixo de f.

(b) Tente fazer o grafico de uma fungéo continua com o dominio [0, 1] e a imagem em
[0, 1] que ndo tenha um ponto fixo. Qual € o obstdculo?

(c) Use o Teorema do Valor Intermediério para demonstrar que toda fung@o continua
com o domfnio [0, 1] e a imagem em [0, 1] deve ter um ponto fixo.

9. Selim_ [f(x) +g()]=2elim_[ fx) = g(x)] = 1,encontre lim __ [ f(x)g(x)].

10. (a) A figura mostra um tridngulo isésceles ABC com £B = ZC. Abissetriz do angulo
B intercepta o lado AC em um ponto P. Suponha que a base BC permanega fixa,
mas a altura |AM| do tridngulo tenda a 0, de forma que A tenda ao ponto médio M
de BC. O que acontece com 0 ponto P durante esse processo? Ele tem uma posi-
¢do-limite? Se sim, encontre-a.
(b) Tente esbogar a trajetdria descrita por P durante esse processo. Entao, encontre a
equagdo dessa curva e use-a para esbogar a curva.

FIGURA PARA O PROBLEMA 10 11. (a) Se comegarmos da latitude 0° e procedermos na direcdo oeste, poderemos deno-
tar T(x) como a temperatura de um ponto x em um dado instante. Supondo que T'¢ uma
i fungdo continua de x, mostre que a todo instante fixo existe pelo menos dois pontos
l diametralmente opostos sobre 0 Equador com exatamente a mesma temperatura.
(b) O resultado da parte (a) é verdadeiro para os pontos sobre qualquer circulo sobre
a superficie da Terra?
(c) O resultado da parte (a) vale para a pressao barométrica e para a altitude?

L' 12. Se f for uma fungfo diferencidvel e g(x) = xf (x), use a defini¢@io de derivada para
i mostrar que g'(x) = xf'(x) + f(x).
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[[]]

13. Suponha que fseja uma funcéo que satisfaga a equagio
FE+N=f@)+fO) +x5'y+n

para todos os niimeros reais x e y. Suponha também que

" X
(a) Encontre f(0). (b) Encontre f'(0). (c) Encontre f'(x).

14. ,S1up0nha que fseja uma fungdio com a propriedade | f (x)| < x’ para todo x. Mostre que
£(0) = 0. A seguir, mostre que f'(0) = 0.
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