MAT 2127 - Célculo 2 para Quimica
Prova Substitutiva - 7 de dezembro de 2015

Questao 1. (a) Esboce a imagem da curva parametrizada v(t) = (cost,1+ sent), 0 <t < 27, assinalando na

s 3m

figura os pontos correspondentes a t =0, 5, m, <.

b) Encontre uma funcao f(x,y) tal que a imagem de ~ seja uma curva de nivel de
G ) g Y s€)
o T = cost
— ou, em outras palavras, “elimine o t” em .
y =1+ sent

Solugdo: (a) As seguintes informagdes devem estar aparentes no grafico: a imagem de v é uma circunferéncia

de centro (0,1) e raio 1, 7(0) = (1, 1), ’Y(g) =(0,2), y(m) =(-1,1) e 7(3771-) = (0,0).

(b) Se x = cost e y = 1+ sent, entdo 2% + (y — 1)? = cos?t +sen? t = 1. Reciprocamente, se #2 + (y —1)? = 1,
entao existe ¢ € [0,27] tal que x = cost e y = 1 4 sent. Assim, a imagem de 7 coincide com o conjunto dos

pontos (x,y) tais que 22+ (y—1)? = 1; logo, a imagem de y é uma curva de nivel da funcao f(x,y) = 22+ (y—1)%.

Questao 2. Seja C a intersecio do paraboloide z = z? 4+ y? com o plano z = 2y.
(a) Parametrize C.

(b) Ache as equagbes paramétricas das retas tangentes a C' nos pontos (0,0,0) e (1,1,2).

Solugdo: (a) Os pontos (z,y, z) de C sdo as solugdes do sistema
z=a%+y? 2y = z2 + 92 2+ (y-12=1
<~ <~
z =2y z =2y z =2y
Dai segue que a curva C pode ser descrita como o conjunto dos pontos (z,y, z) tais que (z,y) pertence a
circunferéncia de centro (0,1) e raio 1 e z = 2y. Como vimos na primeira quesdo, a circunferéncia de centro
(0,1) e raio 1 no plano xy pode ser parametrizada por y(t) = (cost, 1+ sent), t € 2w. Usando que os pontos de

C satisfazem z = 2y, vemos entdo que C pode ser parametrizada por n(t) = (cost,1+ sent,2+2sent), t € 27.

(b) Temos n'(t) = (—sent,cost,2cost). Temos, portanto, n(3F) = (0,0,0) e #'(2) = (1,0,0). Logo, a
reta tangente a C' no ponto (0,0,0) pode ser parametrizada por A(t) = (¢,0,0), ¢ € R. Temos, também,
n(0) = (1,1,2) e '(0) = (0,1,2). Logo, a reta tangente a C' no ponto (1,1,2) pode ser parametrizada por
p(t) = (1,1 +t,2+2t), t € R.



Questao 3. Ache a equacdo do plano tangente ao grafico de f(z,y) = sin[(z? + y2)2/3} + 2z — y no ponto
(0,0,0).

Solugdo: Temos f(z,0) = sin(z*/3) + 2z e, portanto, f,(z,0) = %x1/3 cos(z?/3) + 2, para todo z € R. Em
particular, f,(0,0) = 2. Analogamente, f(0,y) = sin(y*/®) — y, para todo y € R e, portanto, f,(0,0) = —1.
Se soubermos que f tem derivadas continuas na origem (e portanto é diferencidvel nesse ponto), poderemos
afirmar que a equacao do plano tangente ao grafico de f em (0,0,0) é z = f(0,0)+ f5(0,0)z+ f,(0,0)y, ou seja,
z =2z —y, pois f(0,0) = 0. Para concluir a resolugdo do problema, basta portanto mostrar que as derivadas

de f s@o continuas em (0, 0).

Para tanto, note que f(z,y) = g(z,y) + h(z,y), para g(z,y) = sin[(z® + y*)¥?] e h(z,y) = 2z — y.
Como h tem derivadas parciais continuas (as derivadas parciais de h s@o constantes), basta provar que g tem

derivadas parciais continuas em (0, 0), isto é, basta provar que

lim =(2,Y) = 9:(0,0) e lim z,y) = g,(0,0).
)9 (2,y) = 92(0,0) ) 9y(,y) = gy4(0,0)
Com uma pequena modificdo do argumento usado para mostrar que f;(0,0) = 2 e f,(0,0) = —1, vemos que

92(0,0) = g4(0,0) = 0. Um calculo direto mostra que, para (z,y) # (0,0),

4x dy
9:(2.9) = g cosl(z® +°)*%] e gy(3,y) = 5575 - cos[(a® + 7).

3(22 + y2)1/3

1/2

Usando que o valor absoluto do cosseno é limitado por 1 e que |z| < (2% + y?)1/2, vem

A+ 4, o, 1/6
|92(2, y)| < 3@+ ) g(l‘ +y7) 7

Como (22 4+ y?)'/% tende a zero quando (z,y) — (0,0), segue que ( %Hn( )gg;(0,0) =0=g,(0,0). Analoga-
x,y)—(0,0

mente, temos

lgy(z,y)| < = (2 +y*)'/°

Q|

e, portanto, também a igualdade ( %nn( )gy (0,0) = g4(0,0) é satisfeita, como querfamos.
z,y)—(0,0

Questao 4. (2 pts) Considere as retas R e S de equagdes paramétricas y(t) = (¢,1 —¢,0), t € R, e u(s) =
(s,25,1—3), s € R, respectivamente. Ache um ponto P em R e um ponto  em R de modo que a distancia de

P a @ seja a menor possivel.

Solugdo: Minimizar a distdncia de v(t) a u(s) é equivalente a minimizar o quadrado da distancia de v(¢) a
u(s), que é dado por f(s,t) = (s —t)2+ (2s — 1 +1)2+ (1 —s)?, (s,t) € R%. Se f possuir ponto de minimo, ele
ocorrerd num ponto em que f;(s,t) = fi(s,t) = 0. Isto ocorre se, e somente se,
2s—t)+4(2s —1+1)—2(1—5) =0 125+ 2t =6 6s+1t=3
—

—
—2(s—1t)+22s—14+¢t) =0 2s+4t =2 s+2t=1



6(1—2t)+1t=3 —11t = -3 t=
S <~ —
s=1-—2t s=1—2t s =

o ke

—
[,

Sejam agora P =v(2) = (£, 2,0) e Q = u(Z) = (Z,12, £). Se o problema tiver solugdo, isto ¢, se existirem
Pem Re @ em S que minimizem a distancia de um ponto de R a um ponto de S, esses pontos necessariamente
serao P = 7(1—3’1) e@ = M(%) Vamos dar duas justificativas de por que esses pontos sao de fato uma solugao:

uma justificativa puramente analitica e uma justificativa que apela para argumentos geométrico-vetoriais.

As derivadas parciais de segunda ordem de f s@o todas constantes: fss = 12, fir = 4, fst = fis = 2.
Assim, o discriminante D = f, fiy — f% = 44 é positivo e, portanto, o tinico ponto critico de f(s, ), (3, 1), ¢
um ponto de minimo local. Se um polindomio de segundo grau em duas variaveis possui um unico ponto critico
e ele um ponto de minimo local, entao ele é um ponto de minimo global. Isto é o que afirma o Problema 41a da

Lista 3 de 2007 da Poli, que foi resolvido em sala pela Professora Leild, na aula do dia 18 de novembro. Este é

o argumento puramente analitico.

Pode-se argumentar, alternativamente, que um ponto P em R e um ponto ) em S serdo uma solugao
do problema se, e somente se, o vetor P(j for perpendicular, simultaneamente, as retas R e S, ou seja, ao vetores

(1,—1,0), que é paralelo a R, e (1,2, —1), que é paralelo a S. Temos:

PO — =(1,1,3), PO-(1,-1,00=0 ¢ PQ-(1 —0,

confirmando assim que os pontos P e Q minimizam a distancia entre dois pontos arbitrarios de R e de S.
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Questao 5. (2,5 pts) Considere a funcao f(z,y) = zye~ 5, (z,y) € R2.
(a) Ache os pontos criticos de f.
(b) Ache o valor maximo de f no domfnio D = {(z,y); 2% + y* < 1}.

Solugdo: (a) Um célculo direto leva a

z +1/ 22

feley) = FTy(1=a?) o fylay) =T a(l—4?),
Dal, fz(z,y) = fy(z,y) = 0 se, e somente se,
y(1 - 2%) = (1 — ) =0,

E evidente que esta equacdo é satisfeita para (x,y) = (0,0). Além disso, (0,0) é a tinica solu¢do com 2 = 0 ou

y = 0. Cancelando-se o z e 0 y, vem que (z,y) é ponto critico com z # 0 e y # 0 se, e somente se,
1—22=1-y*=0,
ou seja, se, e somente se, (z,y) for igual a (1,1), (=1,1), (—=1,—1) ou (1, —1).

Em resumo, mostramos que os pontos criticos de f sdo (0,0), (1,1), (-=1,1), (=1,—1) e (1,-1).



(b) Como f é continua e D é fechado e limitado, f tem ponto de maximo em D. Se esse ponto de méximo
ocorrer no interior, necessariamente serd um ponto critico. O tnico ponto critico de f no interior de D é (0, 0),
que nao é ponto de méximo pois f(0,0) =0 e f(x,y) > 0 para pontos (z,y) de D que satisfagam zy > 0. Logo,

o maximo de f em D ocorre na fronteira de D, que é o conjunto C = {(z,y); > +y* = 1}.

Como C é uma curva de nivel da funcio g(z,y) = 2% + y?, o méximo de f em C necessariamente
ocorrerd em um ponto onde é satisfeita a equacao Vf = AVg, para algum A € R (note que Vg = (2z, 2y) nunca
se anula em C, que é uma condi¢do necessiria para que se possa aplicar este método). Queremos portanto

encontrar os pontos (z,y) que satisfacam

22102

e 2 y(1—2?) =2\
x24y?

e” 2 z(l—y?) =2\y

1,2 + y2 =1

Se A = 0, as duas primeiras equagoes deste sistema implicam que (z,y) é um ponto critico de f. Pelo que vimos
no item (a), nenhum ponto critico de f satisfaz x?+y? = 1. Logo, A ndo pode ser zero se o sistema for satisfeito.
Se x = 0, e se a equacio 2 +y? = 1 for satisfeita, entdo y(1 —x?) # 0 e portanto a primeira equacio do sistema
nfo serd satisfeita, pois a exponencial também ndo é igual a zero. Analogamente, se y = 0, a segunda equacao
do sistema nao serd satisfeita. Logo, podemos operar com as equagoes do sistema sabendo de antemao que A,

x e y sao diferentes de zero. As duas primeiras equagoes sao portanto equivalentes a
7 z2+y2
e 2 T Y

22 y(l-a?)  a(l-9?)

Isto permite “eliminar o A\”. Ou seja, como nao estamos interessados em achar o valor de A, basta agora

resolvermos o sistema de duas equagoes

22(1 — ) = y2(1 — 22) 2?2 — 2292 = y? — 222 22 = 2 , , 1
> = ==yt =,
22 +y? =1 2?2 +y?=1 22 +y2=1 2
Encontramos assim os seguintes candidatos a pontos de maximo de f em C (e, portanto, também em D):
11 11 11y (1 1 11y _ p_ 1 _ 1y _ -1 11y
(ﬁaﬁ)v (_377)7 (_ﬁ7_ﬁ)v (ﬁv_ﬁ) Como f(ﬁ»ﬁ) _f( \/571 \/5) - (2\/6) ef( 27\/5) -
f(%, —%) = —(2y/e)71, segue que o valor méximo de f em D ¢é igual a ——.

2\/e

Observagso: E possivel também encontrar o valor méximo de f em D sem usar o método dos mul-
tiplicadores de Lagrange. Pode-se, por exemplo, parametrizar C' e reduzir o problema original ao problema de
maximizar a funciao de uma varidvel p(t) = f(cost,sint) = (2v/€)"sen (2t), t € [0, 27] (verifique os detalhes).

Esta é uma solugao conceitualmente e também computacionalmente mais simples.



