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EXFRCICIOS

. xemplo 2 consideramaos a Tunciio W= £, o), onde W era
Moy 1 4 .

o Indlice de setsagio @rmicn ocasionado pelo vento, T, o tem-
peratue real @ v, 1 ovelocidade do vento. A representagio mpé-
vien foi fornecida ]Jclu 'l"ulmln b

IXescrevie et leVhlh 0 4 .r,lullg..l(lu thiy questio ‘l urik (Uais
(I) ¥ |
valores de v é verdade gue (- 20, 1) = 307, Fm sepoida,

eespondit i guestiio.

(e Descreva o significado dy gquestio “Pava quais valores de 7

wale S0 200 = 497, T seguida, responda A questio.

¢y Qral o signilicudo da Tungiio W = (-5, 0)? Desereva o
compartimmen(o dessa fungiio.

(i) Queal o signilicado da fngiio W =
portamento dessa fungdio,

JOF 3007 Diescrevit o con-

O fnelice L ede temperanera-umidade (ou simplosinente bmnidey)
& lemperatiuen aparente dooar quande s temperatiurg real ¢
T e a wmidade relativa ¢ /2, de modo que podemos eserever
[ fUF I A tabeta sepninte com valores de f Toi extraida de

e tabeli do Envirommen Canacla.

TABELA 3 Temperatiry aparente come Fingdo

da (emperadurn ¢ do umidade

Um:c!*ulc n.lnlwu (%)

0 0 40

i o)

g1 25§ RE

F1 o3 it v 42
:ll| s

40 44 o &

() Qual & o valar de £ (35, 6007 Qual & o seu sipnificuda?

{b) Para que valor de f temos FO30, 10 = 367

(e} Purs que vador de T emos JOF, 407 = 427

() Quad v signiticado de £ = f20, 0 e T = £(40, /0?7 Compare
o comportpmento dessas duas fungdes de 7,

Verifique que, pary a fungiio de produgiio de Cobb-Exouglas

, LK [10“}\_75’&.0.31
disentida ne Bxemplo 3, a produgiio dobrad se as quantidudes
de trabatho ¢ a de capital investido forem dobracdus, Determine

se st linbém & verdade paca wina fungio de produgio genédricy

n"‘([.. f(‘) b b.l',"k"l -

0 indice de sensaciio womicn W diseutido no Exemplo 2 Fal mo-
clelado pela seguinte funglio:

WOT, 0 s K312+ 082157 - 11376 1 0 30657
Verifigque quito prdaximo este modelo estd dos valores da Tabely |
para alpuny valores de T'e o,

5,

A dn o1
ol S
ol T

DERIVADAS PARCIMS il 818

A adtura dag ondas i em owe aberto depende da velocidude do

verlo ve dointervade de tempo £ e gual estil ventando com a

mesiw velocidude. Os valores da fungiio & = f'(v, 1), dacos e

pis, 580 apresentacdos no tabels o segniz,

(u) Quad & o valor de /80, 15 Qual é o seu sipnificado?

(b) Quad o signilicaeo da Ningllo b = [ (60, 7 Descreva seu
comyporlmento,

(e} Cueat o signilicade do (ungdo b = f (o, 30 Desereva seu

COMPOrmeEnto,

[urisgiio (hotng)

0 30 i} 50

XY L (.6 [BR¢) {0 (B

30 b

Hr AN

o | e

0 rA P b e oen | | oo

Sejaf e, ¥) s Inly by - 1),

(o) Calenle £(1, D,

(0} Caleule f{e, 1),

(e) Determing ¢ cshoce o dominig de /,
() Betermine a imagem de f.

* h\

Seju fx, vy = &
() Calende f(2,0).

{B) Determing o dominieo de /)
(&) Determine i imagem de /,

Determine ¢ esboce o dominio da Tungio Sx, y) = v
Qaial & o imagem de /2

Seja v, w0
Gy Cadenle f(2, 1, 6.

(19) Pesermine o dominio de /2
(e} Delermine o imagen [

Seji ey, 2) = (28 - xf oyt ).
fa) Caleube g{2, -2, 4),

() Determine o dominia e g.

{c) Determine & imagem de g,

P20 Determine e faga o esbogo do dominio da fungiio,

14,

Sy
L e = Ve

S = IS -
Sy =y
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i, f‘(.-",_}’) i
19, fonyn = VI

e ) Ry 1 60 50 40 |

20. fny, 2 = (16 o’ - 4y’ = o

1119 Baboce o prifico da fungio,

20 fle =3 22, flx.y) ™y 3. Dois mapas de contorno sio mostrados aa figwra. Uhoé de umg
93, flry) = 10 = 4x = Sy 24, [(x, ) = cos X funeiio [ euje grafico & mm sonc. Q outro &l nn‘lm fungiia g cujo
. arifico ¢ um parabaloide, Qual ¢ qual? Por qué?

25, flx =yt 26

27, flx,y) = dx ¥

+ | 28.
29, [ (xy) =V 1Y
30. Fagu uma correspond@ncia entre 4 lungiio & seu grifico (indi-
cacer por LV DE rawfies pari sus cacoti.
(@) flx, 5= lxl iyl (by fiw yd = Lyl
© Sl y = oy W) flry) o -y
LA by
(@) [l )= (x = vy (O O,y =sen(lel + 1D 123, Comao vocd desereverin o terreno perte dle AT 1 perto de 7

33, Lovalize os pontos A 2 B no mapa da Montpnha Solitdria (Figua

34, Fagawn eshogo do diagrama de contorne da fungiio cujo gedticn

& mosteado,

(o
N
N
AR
PR
e
2 _-,! St

A R

#5-36 Um mapa de contorno de uma funghio ¢ mostrado, Use-0 pavd
fuzer um esbogo de gedfico daf,
5. ¥ 36, _yT

— :

1. 13 mostrade um mapa de conlorng dat Tungdio 1 Use-o para et
mar o valor de (-3, 3 e f(3, ~2). Qgue voed pode dizer sobre

i forma do grifico?




& {[ll'- unm

i g thijg

ria (Figura
ey de 489

Ljer grifico

Jse-0 pard

Spotd Faga 0 maps de contorne da funglio mostrando virks curvas
de nivel,

2

39, flny) =y~ 2 40. flx.y) =8 -y

A [l vy az, flxy) = ™

a1 [y =y 4. flny

EYRLG Y

45, fle.x) 6. [ () = AR

,)/ ad Iul.\.it ) u,imq,o c!n mpit dc contorno ¢ o grilico da funglio e
COMELIC-0%,

47, [l ) e oy

48, [{x, v)

49, !de plica lum de mel lnuillmcl&! 0o plano xy, tem tempera-
parge Tx, ) no ponto (x, ¥, As corvas de nivel de 7' 550 chima-
s fvordrmicas porgue odox o pontos em wma isotérmica tém
g mesma temperatura. Faga o esbogo de alpumas isotérmicus se
a [ungdio temperatuen for dada por

Tie, ¥) = HOO/CE -+ X7+ 257

50. Se

as curvas de nivel de ¥ sdio chamadas cwrvay squipotenciaiy,

V0x, v ¢ o potencial elétrico de um ponto (v, y) do plano xy,

pargue nelas todos oz pontos 1Em o mesme potencial elétrico,
Esbece algamas curvas equipolencins de
Vix, y) = chr

S1.54 Use um computador pacs wagar o gritico da fungdio utilizando

yi onde ¢ & wma constarte positivi,

vilvios pontos cdo vista. Imprima s gue, em sua opinido, ofereee a me-
[hor visiio. $e seu progrwma também produz cuevas de nlvel, trace o
M li contorno da mesma ingilo ¢ compatre.

fle )y =e " 4o
52‘ ‘,"‘(J.',I}') z

83 Sl ) sy ey (sela do macaco)

34 f(\ R (‘.le cln umhmm)

Shea0 Pagn uma Lmluponcluu,m entre a (inglio {A) se grifico (in-
dicado por A-F na piging 828), (1) ¢ seus mapas de contorno

(indicade por -V 1. Justifigue sus escotha,
55, 7 = &8 (\_‘))) Bh, 7w s et cow ¥

5T, o= sen(x - p) B8, ¢ seny oo seny

78, Hsbooe o grafico das (ungdes

DERIVADAS PARCIAIS i 827

SISl z)y = b

Ay - 5z

62. flx,y.2) = Xk 3yt 4 5
63, flxy = a v T
64, [(x.y.z) =X =y

At-ah Degerevs come o grifico de g ¢ obtido & pavtic do grdfico de /.

65. () glv,¥) = f{v,¥) + 12 (b} gle ) = 2 f(x, )
ey gl v) = = f{x, ) () gleay) = 2 = fla,y)
66, (0) glx, v} = () gy, ¥) = fla,y -+ D)

(Ehglriy) =

OH7 48
zando virtos pontos de vista @ lamanhos de janela, boprima agueta

Ptz um mmlmmdm para tragar o g ullm ey 1lm§\0 utlll

gue apresente melber os “picos ¢ vakes™. Voed acha que essa Tangdio
tem um valor maximo? Vood poderia identificar os pontos do grifico

"

carrespondentes nos “mdximos locais™? E aos “minimos locais
. . ] L
a7. 'f (--‘J‘,)’) wm Ry ey "'b’

63 f(\' V) = \)’t' I

10xy

G Uulm (T c.nmpnmdm parn tragar o grifco da lunc,‘m ll‘umclﬂ
viirios pontos de vista e tamanhos de janeln, Comenle o comporta-
mento di fungiio no limiee. O gue acontece quando x ¢ y S Wrmnm
muito grandes? O que seontece quando &, ¥) se aproxima di ovigem?
Nty
ks _.],‘? )

Utilize um mmpuldcim pum estucar o cormportamento da fami

it e . - ce o
lia de fungies (e, y) = Y Como o forma da funglio ¢ afe-
Lackt por umi muckinga cto valor de ¢?

Use um computacor para invc%tigzu' a Fumilia de soperticies
)
)

(rr\ byt )r:

Clome g Forma <lo griil"icc) depende dos nlimeros ¢ e b?

PR 730 Uke um computador para investigsr a famflia de superficies

" y’ + v, Bm parliculur, voo deve detecminae os vi-
lowes el transigiio piera 0s quais a superficie muda de um tipo de

superficie quadvica pary oulro,

W E “

,f‘(.\' Ay \/
Jix ¥ = = fu'x

‘I‘(_J;'\’y) g
Flxoy = sen(y,

- v’-’
Can geral, se g & uma fungiio de wma varidvel, somo obler o

prifico ce

£ty = glvx

i pardir do pritico de g?
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L75. (u) Mostre que, lomando Togariimos, u funglio gecat de Cobh- (77K & (PR para o8 anos ¢e 18991922, Use ey, N ‘
JDauglas P iR pacde ser cxprossi como computacor ou ealeuladora grilicn para schur, pely '“\"luu(,
P L. s minines quadrados, o reta de vegressiio pelog py

T T R T oy mini Juadr { FFCREA0 § Pontgy, i

- . i i

K K (LK), in( 1K) !

() Se tomarmos x = In(LAY @ v oo IR, o equagiio Uy parte () Dedhea que a Nungdio de produgiio de Cobb-howgry. 4
. fo b , HS e EAPPINE : .

{a) se tornard wina cguagho dinear v =7 oy - In b Utilbee o 'Ta- Jrwe b LR RS :
bela 2 (do Exgmplo 3) pae Sazer uma abela de valores de
Graficos ¢ Mapas de Contorne para o¢ Exercicias 5560 {

:

;

:

/

!

;

!

!

i

:

1

3

i

;

{

i

i

i

i

N
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Lo E Se fE deftnicda cm um subeonjunto 2 de IR, entio fim, (%) = Lsignifica que
l para todo mimero & = O existe um nimero correspondente § = 0 tal gue
|
\

para as fungdes de wma dnie
by

¢ Ix -~ al =

B cali caso, a deliniglio de continuidacle pode ser escrita come

| E oy e
)i EXERCICIHOS

1. Suponha que dim oo S0 ¥) = 6.0 que podemos dizer do
vitdow de 03 0P 1 se o Tuogiio f for contua?

7. Bxapligue por que cada fungiio ¢ continua ou descontinua.
(o) Atemperstura externa conto fangio da latituede, da dongitucde
¢ o tempo.
(b) A allwea acima do nivet do mar comao Funglio da longitude, cda
Jatitudle ¢ do wempo,
(o) Oreusto da tailn do Gkl como fungiio da distinela percor-
richi ¢ o tempo gasto,

ok Uilie wina tabela de valores numdéricos de (v, v) para (x, v}

perto dis origem para conjeciurar sobre o limite de £, ¥ quande

ey y) - (0, 00 B segulida, explicue por gue sua conjeelur os-

ta corveli,

EANEE
+ 2}.’-

3 flay s L 4. [l =

Beteromiog o lignite. se existic, ou mostee que o limite nio existe.

5 lim

i G Ay e S8

line xveos(x — 2y
[T I T ( M')

7 8. lim ln(——
(e, V11, 1}

.o hm -
fr.pp-d Yy

E 2
Xt oseny

2w by

9. 14

. i
Tx, ¥+ iy

o'y
1. lim —"»—-‘-
[ R TR v

13 f4. lim

Lolim - ;
oo By Sy te st

2 K
15, lim —M

X 1]
oy 0y 4\.,.-!‘

3. )

£ k2

il

. . Xy
17, lim 18, lim ——
L, v Lo Ly ey y"

2600 = 1

him f(x) = f{a)

9. ¢ sen(ng/2) 20,

lim lim
e n (AR R (LN

a1 27

lirmn -
(e ik thin

AL I A RV R %

ki Ltilize uo grdalico leilo por compulador para explicar por que
o limnite n#o exisle,

23

. lim
[P U R (343

24. lim

(SN RUIRIT

Determine h{x, ¥ =+ g(/{x, 3} ¢ o conjomto no qual 7t & continua.
25, gln) = ’-;g - \/.“ Jf‘(x‘_]l) i
Ll v =

2e | 3y - 6

TP

Trace o grafico da fungiio ¢ abserve onde ela € descontinua.
Tirn seguicd, utilize a farmula para explicar o gue vocl observou,

27, [lx, y) e ™0 28, flx. ) |

s R
PN

[etermine o maior conjunto no gual a fungiio ¢ continua.

19, f;'(”\" ))) i _I ........

o

Xy

24, F(_\"ly:} s

3w = oaretp(e b W \r) REIER

32, i, y) =

3Gl = GV -4 340 Gl st ek )

36,/ (x. y.2) = Vo

e v,y 2 (0,0

I s (o, ) o [0, 0)
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ens eviddngias numdricas. Libze coordenadas polares paus Cony

provar o valor do Hikite, Em seguida, Baga o gritico da Nenggg

38 L) = Py |y sie (v, y) (0, 0) S A3, Prace o grifico ¢ analise o contineidade du Tunglio
0 sy vy s (0,0 ] Seh Ay e yy # ()

. . ‘ o . ]f (_\“.\s) o Xy :

st Utilize coordensdas polaces pava determinar o limite, |Se | ' 0 :
i ) S0y L :

(. D) ity as coordenneas polares <o pouto (v, ¥), com r @ 0, observe : :
auie r o0 quando (e, yy oo (0,00 44, Suoja :
Ay - \ 0 sey s 0oy :

39, limy L Feeyy { ) . 5
T AU se () =yl :
40, lim L 437y InG? + 30 (1) Mastre que £Gx, ¥ - (0 quinde (o, y) == (0. 0) por qualguer g, ';
T, v} o, ) : - , | N . :
rinho dla Torima = e passando por (€, 03 coma =204, :

AL lim () Apesar da parte (), mostre goe 6 deseantime e (0, 0),
[ERIRTUR .. . L, 1

) ‘ {e) Mostre que S8 descontinta eny duas curvis joteiras, 3

" AL, No inivio desta segdio consideramos a lungdio 45, Mastre que o funglio / dada por f(x) = =i ¢ continug em [}
Fly) = [StgestTo; Comsidere ix - alt s (x - w) e (%

T Xy :

o ’ Ab, Roe &V mostee gue a Fangiio f dada por f(x) = ¢+ x ¢ conti- i

e conjecturamas que f{v, v - | gtiando (v, y) = (0, 1) com basc . ] ’ I i
e WY

143 DERIVADAS PARCIAIS

|

B um iz quente, o wmidice muito alta anmenta a sensaciio de culor, a0 padso que, se o ;

ar estil muito seco, temos o sensacio de emperatura mais haixa do gue aindicada no ter-
mdmetro. € Servico Meteoroldgico do Canadd introduziu o Masdcdex (ou indice de tem-
peratura-winidade) para descrever os cfcitos combimados da temperatura ¢ umidade. O
humidex /& a temperatura aparente do ar quando a temperatura real for 7¢ o umidade re-
lutiva for M. Deste mode, /¢ uma unglio de 7'e M ¢ podemos escrever £ 5 £, H). A la
hela de vadores de £ a seguir & a parte de wma tabela compilada pelo Servige Meteorologico.

TABELA 1
fncice humicles £ come Faongdi
du tempoeratura & vestidads

Lhnechale reditiva (%)

45 i 55 60 6A 70 75 80

2w | e powm o

Temperaturn |
real (°C) 30
A2 M i SiH

kL

i1s v i i

Se nos concentrivmos na coluna assinalada ca tabeka que corresponde i umidade rela-
tiva cie A o 60% , cstaremos considerando o humidex como uma fungfio de wma tdontea va-

como o humidex 7 aumenta i medida gue @ temperatura real 7 anmenta quando a umidade
relativa & 60%9% . A derivada de g quando 7= 30 °C ¢ a taxa de variagio de feom relagido o
Touande 7 — 30 %
gus0 + by — g0y (SO0 60) = 60, 60)
k) e h

h
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Observe que, pela Cguagio 8, se o trabalha e o capital sho ambos aumentados por um

Fator oo, 1Cim08

PUnile, &y = bOnLY (kY = P K" s PR, KD

. portanto,

P(!a. Jr\'") b b[ﬂ”R‘-l ry

Bissa & o Fungdio de produgiio de Cobb-Doaglas, discaticls na Seciio 14,1,

143 BXERCICIOS

Actemnperatury 7 e wne locatidade do Hemisféeio Nore de-

pencle <y lomgritecke s i fatifude y e de leanpo ¢ de mode que po-

deres exerever ¥ S v, Vinmos medie o tempo emhovas i

partie do infuio de poing,

(a) Qe & o signilicado dos derteadns parcinis a8, @iy ¢
dTar?

(Y Phonabeby tem longitude de (58" Woe latiwde de 23 ML So-
ponha gue &s 9 horas cn 17 de juneiro estejn ventando pars
noroeste wna brisn quente, de forma gue 3ooeste ¢ s sab o ar
esfejn guente ¢ g uorle ¢ leste oar esteja mais [vio, Vood ey
perartaque f U8, 21,0, 0 (158, 21, 9y o f (158, 21,9 Los.
SCIN POsitivas oo ncgutivzm;? Eixpliue,

No comego desta segiio discutimos a fungiio 7 = f(F, M), onde
Ferwo bumidex: 7 wemperatura; o ML w umidade relativa, Uti-
Hae s Tabela | opara ostimae £, (34, 78) ¢ /) (34, 75). Quais siio
as interpretaghes priticss desses valores?

O inclice de sensacho Wrmica WE & temperatura sealicdo quando
atemperatura resl & T e o veloeidade do vento, o, Porlanta, po-
domos caerover W £, 2) A tubela de vabores a seguir fot ex-
traidda da Tabela |da Segio 1401,

Yedoeidide do vento (un/hy

40 af 00 70

(u} Estinne os valores de /(= 18, 30 ¢ f 0~ 13, 300, Quaids sio as
interpretagdes pritions desses vadores?

(h) Ban prewcad, o que se pode diver sobre o sinal de a#/07 o
Wit

(v) Qual parcce ser o valor do sepuinte fimite?

doovento (kmdh

Al rdag ondiss comomar aberto depende da velocdacde o do
VLI € eley lupe £ drante o gual o vente seomanteve mguely
velocidade, Os vatores sl fungiio A = (e, 0 sio apresentados
em pés pa tabela,

Pruragio (horas)

At 50

{u) Qual o significada das derivadas paceinis /e o /it

(1) istime ox valores de f (800 15) ¢ (80, [5), Quais 5o as in-
terpretagdes prilices desses valores?

(o) Qunl parges ser o vador do sesuinte lmie?

lim Rl
e

Determine os sinaiy dus devivadag paretais da Tungdio [ enjo

erdlico esld mostrada,

5,
4,

() /). 2)

(£ 2)
()£ 1.2)
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(0 /0~ 1.2) O 0 1.2)
8 (/1.2 (B /(1. 2)

9. As seguintes superticies, rotutadag e, b ¢ o o praficos de uma
Fungiio /¢ de suas derivadas parciads £ e/ Identifique cada su-
prclivie ¢ 08 rusdes pata sna escolha.

. o :
b0, B claco o mapn de contorne de tima fungio f2 Use-o paca estimar

S ef 20,

i

[1 Sefley) = b0 -
prete esses ofimeros come inclinagdes, Tustre ou cone um es-
bogo & méiwe ou utitizandoe o compuatadar,

Ay, determine (8 OFe £, 0) ¢ inter-
prete esses nimeros como melinages, Hustee o com um es-
bxager & o ou utitizando o eompulador.

PR 0 Determine £ e f e Fagaos grdfieos de £, e/ com dominios ¢

panios de vista que he permitam ver o relagio entre eles.

13 flny)

-y 14, [,y

B 0

i

PRAR Dietermine as derivadas parciads de primeira order g 0
RN HER
i
. . ool
U5, e,y e By e 2y

16 [y a3y Sy

7. H, flv, ) s Vg
t9. 2Woo oty
« 21, 2l yr e
wOBAL o sen o cos 3 24, o el b 0

R N A Rl fn(r’ + &) w26 Fx ) = aretp (\\/;)

w27, w1 28, flv, l‘: cos (0
; ?9 Sl vy, z) =g 5.\""}"‘2{' 30, [, yz) = xsendy - gy
3o w = Indx + 2y b 3) 32w et

33, u o=y sen vy 34,y AW

35, f(x, 8,0 ™ xye \glyn 36. f{x.nn = i

-
=2
E |

n

3B s senly) b 2x bk )
A4 Determine ws derivadas parciaiy indicadas,

39, Fie ) = Inle ) v F3.4)

40. Sy, = oarckg Oy f(33)

Al flryp g = —L— 201D
X+ vz

42 fix, v, 0 = Veenlc + senty +seniz; S0, 0, arid)

Aead Use a defimigio de devivadas parciais como limites (4) paraen-
contrae f Lo, ) e/ (0 y).

43, [(,p) = Ky - x'y

Loxon e arele(yn)
A49.00 Detennine dgfix o dz/dy,
49. () = ST -+ gly) (b)x = flx+ ¥

50, (a) z = [ (0g(y) (b) z = [y
(@)= [ly)

B1-54 Petermine lodas ax derivadas parciais de segundy ovden.

51. _f-(.i,',y) iz .l':"y:‘ | 2_\-4). 57, ,f‘(a\fl_‘;') - m\_n\‘(m“‘_ + -’1,)’)
B3, w \/rr 54, »
5. 1w aretg S 86 0 e o

LS




: DERIVADAS PARCIALS 1)1 847
i
it Pungdig, : o Veritigque gue a conclusio do Teorema de Claivant & vilida, () o= gen o vosh v -+ cos x senh v |
ay YA : T - :
: g Go v (N e Teosy e Yeosx |
S B senfx b 2y 88 oy y - Dy FT3. Vertfique que o fungiio i = Iy < d uma solugiio da

eqiagiio de Laplace tridimenstonal o bop b= 0.

g B trs v, &0 o= ape”

f Lo 74, Mostee gue cada g dus sepuintes fungdies & nmg solugiio da
ok Determing as derivadas parciais indicadas,

Al o 3
{x edpaglio da onda w = atn
el S (o, ¥) = day Ry S .n'(n.“. ) ar == sen(ky) senfoke)
! ) 13 i
i IR : - by we o= tfiar e = x
6% n', LY f-) A ‘fm‘ -/tr.t ( ) ( 0 ) h
(Cya = (x =t} (- an
\/) b3 Sle,vomy = cosdy A+ 3y -2y f 0 WD o senle - af) 4 In(y 4 an
vy ' . 2 . .
. ot flrsony=rinGery £ S, 75. Se e g sio fungdes duas vezes diferencidvets de uma dnica va.
()" elt rifivel, mostre que a fungifio
= gen i l ¢
sy - %) b e : e, ) e b any b gl - an
& solucho da equagiio de onda dads no Exercicio 74.
46, oo H\/.:J -, P Fb, Begp o o0 (LTI "‘.."'.“ ande ({T o (‘ff b cil a0 b, mnstee (U
e G0 Mo . ) v "
] ! A
AL _i;f o My,
TR 1 %
e 2 “n

h 67,

1. Veriligue que o fungiio 2 = nfe'- ¢ & wna solugho das equa-
¢ies diferencias
(18

&9.

]

( E).\' oy

78. Mostre que a fungiio produgiio de Cobb-Douglag 2 = 51K sa-

iy

tisfaz a equagio

b -
-------------------------------- AP g
KED = e @t
35 2ol K
o . o ) 9. Mostre gue a fupgdo produgio de Cobb-Douglas satisfaz
L Shio mostradas as curvas de nivel do uma fungiio f. Detenmine se

PO KD = CLROLY resolvende a equaciio diferencial
) . , Ca " . i 1y
a5 sepuintes derivadus parciais sho posiivas ou negativas no

“““ 3 3
: ponto £, ‘H = w—'-'—

g - o di. 1.
f {b)f, w/f,
0/, {e) £, [ Vigp o Bgquagiio 5,)
Ay -k 3z ‘ ¥ L , ‘ ] ©OBO. A ternperatugn e i ponto (Y, ¥) de wni chapa de metal & dada
o : N . : CE - .
l(§ g e pon T, yd = GO/CL -+ 37+ vy, onde 76 medido em "Cex, yem
S 6 4 a metros. Determine i taxa de variagiio da lemperatura no ponto
" - - ;o ’
0 & % - - -
S ) (1223 )y cony relagio ax e (b) com relaglio a y,
o
o " I3 ' -
ra 81, A resisténety total R produzida por 1e8s condutores com resis-
.
s téneia K. R, ¢ &, conectados em paralelo e um circuito oké-
........ . y - b Ay
d 4 ¥ trigo ¢ dady pela formula
la ardem, s el puis
b 1 . . = 'k n = - |- ! -} !
mx b onyY b Tl Yerdfique que a fanglio o = ¢ sen kx & sofucio da equagde l;‘ o
’ 2 3

- !

de condugdo do calor HoFoH

7 Letertine dR/GR, .
+ Dotermine se cacda uma das segaintes fungbes & soluglo dy oqua-

-, . n & TIROS a RETH 304 1 IhT e 2 N L
o de Lapluce w u,, 0, B2, Alei dos guses para wna massa xa e dewm gds ideal 3 fempe

o 2 T a5 ) ' ahg T A esedi 3 - LA 22 1 Lf R A
()= 4"+ ¥ (by u = i - pitura absoluti 7, pressiio P o volume V& PV = BT onde B ¢

ORI tav () e = I i congtante do gis. Mostre que

M



848 n cALowLO

83.

84,

Bé.

87,

RELIE

a9.

. 90.

Par o gds ideal do Exergieio 82, mostre gue
LA
at ar

s i

€3 indice sensagiio Wrmica & modelade peka Tungtio
‘- - K -1 oy WL E e f01
W 13,02 4 002087 1T 4 0306570 "
onde 7°¢ a temperatuen () e v, velagidade du vento (ki/h),
Ouale 7o - 157 e = 3 kil ¢queanilo vood esperi gue o
mperaturi sparente caln s¢ o temperntuci veal degrescer em
190 11 ge n velocidlade do vento aamentse e | km/b?

A enerpin eindlica de une corpo cony mussa i c vetocidude v ¢
cob
K s b e, Mostre gue

e be o sio os lados de wm tifingulo e A, e € slio os fegu-
los opostos, determine dA/T, GADD aAfde pela dertvagdio iny-

plicita da Lei dos Cossenos,

isseram-Tne gque exise ama fungdio fougas decivadas prarcinis sl
Loy

cle sogumcla ordem sio contiuss, Vi deve arelitar nisso?

by e flx, ) 3 -y e cujas derividdas parciais

3

O parabolioide g = 6 -0 -

wma pardbela, Deterpine as euages parmmELricis pan a reta

H d.
S 2y intereepta o plano v Lo

ENFTHHIEHEEEH] pardbola no pente (1,2

Ly e i eonnpetae
gor pura Fazer o grilico do paraboloide, i pardbola ¢ di reta
fangente s wma mesna tela,

e Yty . .

) elipsoide 4y’ 4 2y 0 2= 16 intereepla o plano y = 2 em
i efipse. Letermine as eguagdes pavamdtrieas da reta tangente
A elipse no ponte (1, 2, 2).

Mo estudo de penetracio do comgelanicnie descobriv-se que 2
temperalura 7w instante £ Gredicdo em dias) 2w profundi-

dude v (medida e pos) pode ser modelada peli fungdo

4]

RN

.

92.

94,

95,

AR I A 4 Vsenfe 0 AX)
omele ey w207/ 365 ¢ A E i constame posiliva,
) Deterndne 0770y, Cual seu signilicade Isico?

() Detesmine @, Qual seu signilicade lisico?

(e} Mostre que T sitishi s equagiio do calor 7,7 88 pagy Uiy
certi constante k.
g o prilico de T 0.
(o) Ol & o signilicado fisico do lernme ~AX fu O Prisay,
S5y
senlon - AXY!

Uitilize o Teoremi de Clairast paci mostrar que, s s devbeyg,
Uy
parciais de terceivs ordem de Sorem canlinuas, entio
J’.”- -’r\‘.rr o "{t):\
ta) Cuantas derivadas de p-dsima orden tem wna fungiior (o
cluns varidveis?
(1) Se gwsas derivacdas pargiais forem conlinuag, quimtas delyy
podern sor distintas?
() Responda o porte {a} da guestio para iima fungio de triy

varinveis.

o 3 Ay M2 'y S PTE -
Se vy e ata’ byt e Cdetermine f(F O). {Sugestio:
Eim ver de achar f{x. ) prirmeiro, observe que ¢ mady Laci wi.
Lizar n Hguagdio | ow a Haguagiio 2.

e fvayy # (0,0

s (v ) (0, M)

{0} Use um computidor pars tragar o grifico de f,

(b} Determine [ (x. ¥} gl guando (v, )+ (0,0),

(¢ Petermine ££0,0) ¢ £{0, 0) usaneo ws Feuagdes 2 ¢ 3.

() Mostre c|11{_1_!;)_({1,[}} moe e f (L 0) = b

(¢) O vesuttado da parte () contradiz o Teorema de Claivaut?

Ulse o8 grificos de [ f pas insirar sl respost,
; Foefil

PLANOS TANGENTES § APROXIMACOES LINEARES

Uma i icleias mais importantes em citeulo de fungdes cont uma Gnica varidvel ¢ gue, &

medida gue damas zoom cnn tome de un ponto no grifice de uma fungiio diferencidvel,

gase prafico vai se tomando incistinguivel de sua reta tangente, ¢ podemos aproximr 8
fungiio por wna Tungio linear (veja a Seglio 3,10, no Volume 1. Desenvolveremos deias
semelhantes om teds dimensdes, A medida que damos zoosr cm Lormo de um ponto na si-
perficte que ¢ o grifico de uma fungio dilerencidvel de duas varidvels, essu superficie pi-
yeee mals ¢ mads cont um plano (seu plane tangenle) o pONCITIOS APFOXTmEr i fungiio, nis
proximidades do ponte, por un fungiio Hrear de duag varidveds, Estenderemos ambdim
2 ideia de diferencial para as fungies de duas ou mais varidvers.

Flt
0



DERIVADAS PARCIAIS fi|i 85%

Foi-nos dado que {Ax] = 02, FAv] =5 02 ¢ JAz| =5 0.2, Para determinar o maior ero no

Portanto, um erra de apenas 0.2 cmonas medidas de cada dbmensio pode nos levae o uim
g i . .

erre da ordem de | 980 e no citenlo do volume! Bsso pode parecer tim erro muiilo grande,

mas, na verdade, & um ereo de apenas ceres de 1% do volume da caixa.

L et o 44 ExrCicios

€, 110 -

ko do vo- é pd o Determing wina equagiio do plang taogente i superlicic no L8 Veriligue a aproxioglio lincar ¢m {3, (0)
i et f . ‘
L ter eapeciticaxdo, . ? . s . |
e 7. 34 O 12y by
" . : by b ) *
iferencial | T St e (+1,2,4
3 o linear ¢la fungiio
i Al
| o Al 4 a9 L . )
: 20 2= Mo 1 20 3 17, (2,-2,12) LA RER 7yt em (2, 1) e ouse-i pauw aproxinar
T " t
I A vy, (1.1, 1) {195,108},
b i AT By e e | e e e i
g 4 eyl (1,4, A0, Determine aaproxinagio loear da fungdo /e, v} = Iy - 3y)
) - i em (7,2} e use-a pard aproximar (6.9, 2 06), [ostre, ragando
charocerre B,z Y eos(n v, (2.2.2) i —_—
i T - o gridlico da fungiio ¢ do plane tangents.
,fomamaos b
i l - | ! . . - . . =
] 6” ,"' ) (l. ot }, T 2t Daterning a aproxinagio linear da fungiio
: f-8 Desenhe a supeeficie ¢ o plane tangente no ponta dado, (Bsco- Sy, ny e V! ; e {3, 2, 6) ¢ 0Re-a P aprosinge o
3 i i
i o S L [ i i
: lha o dominio ¢ o ponts de vista de modo @ ver lanto a superlicie ntimers V(3 0207+ (1970 4 (5,997
i
! . ; L T T A ated v s
3 guanto o plno tangente,) Bm seguidu, J& zeom até que a superfi 22. A altuea  de ondas em mas aberto depende da velocidade do
. 3 ic & o plano tangeire perto do ponto se wenem indistinguiveds,
a3em’, ’ ! #ng ! | £ venio ¢ e do tempo ¢ ducante o gual o vents se manteve nagoela
:
[ Toop=g b xy '3_y*’| {1, 1.% pntensiclacle. Ox valores da fungio b o= f 00, 0 s6io apeesentados
| 3 ‘ 1 sepitinte tabela,
: Bz o= oawetplyy), (b )
Lo o S Erragiio (horas)
) P10 Desenbe o grilico de e de sea plano Bogente no ponto dado, . () ‘ l"‘»'( B %() l() e
de manera HPTRT, et ‘ , - 2 ! 3 20 . 4 sl
g l § Uz ay sisterna de computagio algébrica lanto para caleulsy as - . . o
A T I
1@ definida . L - . :
bé deti S0 derivadas pareiais quanto paca tragee o8 grificos da funglio ¢ de sou 2 1A ' i L L L "
roximacio e . . s il
& P phno tangente.) Bm seguicla, 3@ zoom até g o super(icie ¢ o plano - " 1
: K 10 1 i
| tingente so tormens indisinguiveis, :3'
: A
. : & M AR s
G-
; TR g o
‘ Ay B I R L S I T
d R A, ‘ ]
W, fiey = e "(Vx + Yy Vay), (L, E 3" Ty
VEds Rapligue por gue a fingio ¢ diferenciivel no ponte dado. . . - N
. . L L Use o tabeln para detarmyinae tupa aproximiagio linear da fongho
Aseptir, encontre » lincarizagio L0, v} da lungfo naquele ponto, | t P C o
H 4 i - It — gy - " " o o
eis indepen- ] abtren i ondda quando v estd prdximo de 8O kndboe zoestd pro-
L v,y = oy, {1,44) xime de 20 hovas. B seguida, estime o abtoen das ongas gquando
‘ b estid ventando por 2¢ horag o B Rin/h.
|Z| J’ {_\“ .),) =y, (L ] ) i H [ i HEH

23, Utilize wabela do Exemplo 3 para encontrae a aproximagiio li-

nest da fungiio humidex guando a temperaturs estd proxinma cde
s, G0 em €

wa cslimar O
didag.

I20C e w umidade relativa do ar é@ de aproximadamente 65%.
Hatime wmbdéim o humitdexs quancde o temperatura ¢ de 334Cea
umiclade relativa, 63%,

24, O indice de sensaciio Wdnmicn W E o temperatirs gue se sente
guamdo a wmperstura eat for e g velocidade do vento, e por-
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3L

33

34.

35.

36,

37

auir Tob exteadela da Pabeln | da Segiio DL,

Yelocidak: do vento (kin/ 1y

e .. ) ‘
- I} iy 40 s 60 70

T o 0 i .y N X "

a4

o vl g i it
o C e

w7 L | H

5 s | - )

f 251 s ‘ iy ! . v n

Use essi tabela paen determinge @ aproxinagio Tinear di fungio
der gensugio Wrmica guandy Testiver oo 15 9 e 0 estiver prd.
ximo de A0 ksudh, Bstime, o sepuie, o sensagio damca quando
a tempernlurg estiver oo 170 e a velogidude do vento For
e 55 kswih,

i Deternaneg adilerenciad da Tungiio,

g xt gy 26. 1y eow sy
T PN 28,7 e ot

Lok o
R oefd cos A 30, w o xve”

valores de Av o di.

P ol 3}\“&: oo vy varia e G-y (206, 0.858),

compare os vatores de Az oo

Se oy X

O comprimento ¢ a largura de um retiingulo foram medidos
eomo 30 em e 24 e, respectivinmentes, com un orre de medidi
de, no miximo, 0.0 em, Utilize as diferencinis para estimie o
ereo mExino comedido no cileuts dadrea do retingulo.

As dimensdes de nma calxa retangular Techada Foram medidas
come 80 em, 60 cm ¢ 50 am, respeetivamente, Com erro mi-
ximo ele 0,2 emoein cada dimensiio. Lilize os diferencinis para
estimar o arro ki no edlewlo da drea da supecfleie di eaixa,

Utitize difevenciais para estinu a quantidade de estunho em unm
lata cilindrica Fechacda com # em de difimetre o 12 em de alturs

s cspessuri da folha de estunho for de (004 e

Use difevenuinis para estionar o gquanticduds de metal envums lats
eilinelrivn fechuda de 10 e de aitwra e A em de difimeiro se o
metil das teopas de et e de baixe possod 000 cm e espessura
e o das Lternis tem espessars de 0,05 em,

Lhina Faasa isternn de 8 o de laegaoa & pintadis nae boeda e wen
relfingalo de dimenstios 4 mpor 60 o, Uil os dilerencias

Pars apras i e, e oy guaadzados, da fisa pintagta,

38

37

40

41

42,

g

A pressdio, o volimme ¢ atemperatura de um mol de g, i

48 iy

d‘mil

iy
pawra cleterminar o variagho aproxinmdis da pressiio se o ¥oly,,

N

K

et quilepseals, ¥em liees ¢ Tem kelving, Llize ditepg

aurnenta de 12 L para 2.3 Lo temperstura dininui de 3qp
parn 305 K,

Be RS aresistéocia equivalente de eds resistores CONEClacy o
Ty

paralelo, com resisiéoeing KKy e R, entao

Se ax resist@neing medem em oluns B~ 25 §0,K,

2 ,Il)nl .
#3008, vom nmegem de grro de 0,55 em cada wna, CSliy,

aerr maxinmo no vabor ealeatudo de £,

Quadro nuimgros positivos, cadioum meour gue 50, 850 arredoy.
duclos wid o primetm casa decingd ¢ depais mubtiplicados, Uiy
oy diferencisiy para estiney o dsime e possivel no efleyly
¢y produto gue pode vesultar do arredondamenio,

Ll modelo parg o dres da seperieie do corpo humano ¢ dagdy
Faaltarn (em eentimetros) ¢ § ¢ medies em centimelros qua-
deaelon. Se os erros nog mediday dew e B Torem no mdsimo de
29, use diferenciais paca estimar o porcenlagem de errondxinm
na drea <o superficie eatealada.

Suponha que voed precise suber uma equagiio do plano tngeste
a superfieie § no ponto PL2, 1, 3). Voed siio tem umia equagio
para §, mis sahe que as curvas

G R RR T IR L SR VR A

ey = (0 2 2 1)

aatiie ambias @ S Bhconlre uma ceuagio v o plano tangente
am 2,

A4 Muostre que a fungllo & diterencidvel achando valores & ¢ #,

glue satistagcim & Lefinigio 7.

43.

75,

44,

it

A, f{5.3) =y e Sy

Demonstre que, sef'é wma luncio de duas varidvels diferencid-

vel em (e, B, entio ¢ continua am G, 0. Sugestde: Wostre gque

i fla -t Ax, bt Ax) = Fla b

LA A i

() A fungiio

corresponde oo grifico da Figuea 4. Mostre que S0, 0 ¢
L0 existent, mas fodo & diferencidvel em {0, 0). {Stgesdo:
LhHitize o reselado do Hxereicio 45

(b} Uxpligue por que f e £ nilo sio continugs em (4, 0).




F——

p62 it CALCULD

nessa bola, entio o equagiio Flx, ) == 0 define y como uma fungiio de X perle do Pony
. A . o 0y
(e, 1) ¢ 1 clerivada dessa Tunglio € dada pela Equagiio 6.

VI LT L AR TR o ' K ki .
CHEMPLO £ Dotermine y'se T by Oa,
w A sologio ch Taenple B dge s WLELA A Ct[tli](;ii() dada ].‘J()(lu SCL CSCTit COMo
cornprrackL com A dhes Cavmipden 7 oha o o 4 o
Gogciion 375, noVolume: | Flx,y) = a7k y (L\‘\’ = ()

¢, dessa forma, 2 Equagio 6 nos di
dy

Suponha agora que z seja dado implicitumente comea tma [ungao 2 =/ (X, ¥ por umy
equagiio da forma Flx, v, 70 = 0. Basd & 0 mesine gue Foe, v fle, v o O para toda (x, V) H
no dominio de £ Se F e [ Torem dilerencidveis, utilizamos @ Roegra da Cadeia para derivy,
a equagiio Fix, v, z) @ 0 du sepuinte [ormi;

ar dx iy iF oz :

it r— | et mm— .:. e mm——

v oy dy dx e dx

1] | ‘

Mk, (.l‘) | B o ())) w ) ‘
thy ax :

portunto, ¢ssa eyuagio s torna
ar aF oz E

— e em —= oz ) i

ilx iy ox

Se gffae o 0, solamos 02405 ¢ oblemos  primeira formula das Leuagiics 7, A formuta
pari d¢/ay & obticls de modo semelhante.
D |

ol ar i

o K ay o

| /! i —— J— "““:-:T l z

| Ay Ay oF 1{

| CE

‘ ‘i i

}

Novamente, umi versio do Teorena da Fungiio Tmplicita nos dd as condiglies sob s
quais nossu hipdtese ¢ vilida: se £6 definida dentro de wma esfern contendo (a, b, ), onee
Fla, by = O F (a by # 0 FLF o sho conlinuas dentro da esfera, entiio a agqud i
cio £, v, g) O define ¢ como uma fungilo dex ey perto do ponte (a, b, o), e s derivi
clas parciais dessa fungio silo dadas por (7).
EREMPLO 9 Determine - by g G T

“.)l.l}l;i\f? S“iﬂ J(r‘(_.\" ¥, 7} 5
A salucho o bxeraplo 9 deve ser
eovaparacky com & do Ceermplo 4 na
Segiio b3




ly o ponte

L ¥) par g
a todo vy
parit derivar

7. A fdrmula

digdes soh as
{o, 0, ), onde
BT Ay

¥, £ a8 dertva-

oS

451 EXERCICIOS

'
[
!

. 5 Use a Regra da Cadeda para determinae defelr ou ew/er,

[.4 sty L .1'_\?"‘. X 2o pom | o r
. Py ¥ »

3, &% SCILKCOS | rvd, oy i

4 LR Ty, aad, oy e

W 3
g, TN R

g w ol S

o1 Utilize a Regra da Cadeia pare determinar /05 ¢ dzfir,

7. 2 \"'"y‘" XmNCO8E, Y gEen/

L .
§. @ drcseniy vy, X O R U )
9, =z = Henfcos g,
10, ety
Iz el eos i,
12, &= tginfu), TR SN T o= 3y e 2

13, Ser = [l ), onde fé diferencidvel, ¢
X q(.r}
§(3y = 2

¥ = )
N
N3 =

SN =6 FA2T) e B

determing ozfedt quando o= 3,
14, Sejo Wes, 0 == FQls, 10, 00, D) omle 2, u, e sio ditecencid-
vils, ¢
(1€ =
all, 0y = -2,
a1 ) =&
F(2.3)y= 1

ML
IROE
TR (1) = g},
F(2.3) = 10

“h

Determine WL OYe W0,

Th, Suponha gue foseja uma fungio diferencidvel de v e oyoe
glo, 03 o fle® 4 sen e b cos ), Use o tabeda de valores para
cateular g (0, ) e g (0.40).

B
(0.m N & 4 b
( i, 2_) [¥] A ' v

i6, Suponba gue fosejn umn fungio difergneidvel e v ey, e
. . 2 3
glr, sy = L0 x84y, Use o tabela e valores do Bxrecef-
cio 13 para ealeular g (8, 2) ¢ g (1,2}

Vet Lhilive wim diagrames e dievore peua eserever a Regra da Cadein

Parit o caso dada, Suponha gue todas as fungbes sejan diferencidveis.

PERIVADAS PARCIAIS 11; 863

T
e

P e, vy omdde v == e e 0, v e yir 8, )

1 8o fl .
wown el 0 W e K 1, )

ol X xCo, o, w0, v o Wi, 0, w),

19, = flrox 0, onder o r{a,ox s SO V)L L W)

20, 0= (e, ),
o, o, FLX)

ancke oo L gor x) 0 T uipgor .

ataan Utilize o Regea do Cadela parg determinar as deriviclas par-

clais incicadas,
. X A} 1 il o
R I N S o COR O 1T Vs O L U T 5 Lo

quande e 20w [ow Q)

2. roaey b XC0s 1, & 7 xck yren f

qeodu d . :
o guandox by 20 1)

e dy ot

3. R In{u;* ot Wiy, we x b dy, oo
aR R
o ay
M M= e
o ant

vy, o oy
guando .y =y = |

.t
R PN N ogr, o

casimdo e = 3, s -}
du
25, Teb oy, xoEs g oS (), yos pesendl, opoep ot
.di‘_‘ _(1511 :!” quando p o 2, p e 3 0 = ()
cpp el
26, ¥V =gy 15;"'(:11)), O T RO VRN S SRl i

ar v of
it

arods
afah Utilize a Bguaglio O para determinar dy/dy.

)

5 3 --
' Wl | 4 vt

27, Vi 1y 28, v

29, cos(y — ¥y = et 30, senyckcosy SN A coR Y

aa Uilize vs Baqueedes 7 paca determinae de/ix e dzfay,

3. 7+ _\f"J 47w Juvn 3 wve o= costye by b

33wz e arelyn) 34, yoow el b g)

35 A femperatun em gm ponte (v, ¥ & 700 9, moedida eny graus

Celsips, Lim bseto asteja de modo que sua posicio depois doe

¢sepunctos gepa dacla por xo Vit w2 fondeve y
s meclidis em centimetros. A fenglio temperatury satisti,
T2, = e T 25 3 Quito rdpida a temperatura wmenta

na carminho do inseto depois de tés segundos?

36, A produgiio W de trigo cin um determrinado ane depende da tem-
peratuca média T e die guantidade anual de chuva £ Cientistas
estimarm gue 4 tempenture média anual estd crescendo i tasa

de 0,15 “Clane o o quantidade anual de chava estd deereseende

f
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37.

38.

39

40

4l.

42,

CALCULD

& taa des 0LY emafune, Files pambdm wstingen gques, 1o wluat nivel
e AW e K,

{n) Qual & o sipgnificado do ginal dessas derivados parciais?

de produgtic, dWAT

() Fistime » taxa de yariagdio correnke di produgiio de irigo
d Wrelr,

A velocidade da propagagio do s amves cloy peeuno com sa-
linidade de 35 partes por milhar (o1 modetada pula cyuagio
(o 14492 1 AOT - QOBSTH BO0029T 4 0 016D
ande €06 o velocicade di s (em metros por segundo), 1 ¢ a
temperatura {eny graus Celsius) ¢ £2 6 a prolundidade abaixza do
nivel domar (em metros). Um mergiihador comegi wn mergi-
Tho tranquile nig dgaas ocelinicas ¢ o profundidack: do merpulho
e a termperatusy da dgua ao redor 580 reyisteadas nos graticos ase-
puir. Listine a asa de varlagiio (em religlio ao empo) da veloei-
dade do som aravés do oceano experimentada pelo mesgalhador
200 minutes depois do ivio do mergalbo. Oty i us unidacles?
"
16
1 e

o A s o f oo 3 0!
fmin) {iminy

O) o de i cone cireular relo aumenla auma Lk e o By ey
nguante sun allira deeresee i Laxa de 6.5 emfs, Qual a taxa de
variagdio do volime do gone guand sen vt é de 300 emea ai-
tura & 350 em?

€ comprimente €, @ g w e a altura D de uma caika variam
onEn o tempis. Bincerto instinle, as dimensdes di eaiza sio = 1
e e 2, £ o aumentim aonna lasa de 2 s, 10 prSSo
gues J dliminui & taxa de 3 m/s, Nesse nstante, determing as nKas
s Uy ws segintes guanticlades estiio vaiinelo.

() Q0 volume

(b A dren da saperticic

() € comprimente da diagonal

Avoltagem ¥ em um circaito glétrico simplos decresoe lenlanente
i meehiels ue v pitha se deseictegit A reslsiéncia K samenta let
farente cotm o amente de calor e pesistor, Use a [t de Ohm,
Vo [, parn achar como o corrente 1 estd varido no mo-
- (01 Vs

@ Rl = 0R3 s,

A pressiio de um wol de um iy iddenl ¢ aumentada i taxi e
005 kPass e o temperaturg ¢ eheyvada b axa dhe 0,15 K/s, Utiline
a equagiin do Hxemple 2 para nehar a taxa de variagho do vo-
fume guanslo a pressio ¢ 20 kPa e a temperatur & 320 K.

U carro A estd vinjanda para nosie na racdovia 16 ¢ wn carre B
estil viajundo para veste na rodovia §3, (s dois carros se apro-
wimum o interseegdio dessis rodoviag, Tim wmn certo MO,
o enrro A estd a 0,3 ki da interseegdo viajalo a 90kl wo

passo ¢ue o earro B cati 1 0 km da interseegiio Vidjany,
g0 km/le, Oual 2 tasa de viniagio da distincia entie oy un:‘"a
nesse inslante? 1o
43, Um lade de um (ridngulo estd aumentanclo o ima taxa de 3 et
e segunda lado esti decrescendo noma faxi de 2 emgg Sgi‘
sven do trHngelo permances Constante, 1 (que s var o ﬁ“éull
enlre o lados quanda o primeine fado tem 20 cm e L!Ul'l'l.]J]'inmlhm
)

o segundo lado tem 30 em de comprimento e o fingulo & w9

44, 8o wm som com frequéneia f, for produzido pos uma fong
movendo 80 longo de wma reta com velogidade &, ¢ un oty
vudor estiver se movendo com velucidade ¢, a0 Tongror el Mgy,
rets a partic da divegiio opost, ¢ dliregiio & fonte, ontiio 4 gy,
guitncia do som ouvide pelo ohservador €

onde ¢ ¢ & veloeidade do som, cerea de 332 mix, {Fate ¢ o efeitg
Popples.) Suponha que, @ Uim momento particular, vocd exeq
amm um trem se movendo a 34 mis e acelerando 0 1,2 m/s’, U
trerm s apraxima de voce da diregiio oposta no outra ritha w40
s, acelerando a 14 wis’, ¢ tocs seu apita, que tem Freguiineia
dle 460 M. Neste instante, guat & o Frequineta aparente que voed
ouve e quiio rapidamente ela st variando?

sy Suponha gue todas as fungles dadns 8Fo diferencidvels,

45, Sz flnwondey = peosdey = ran f, () determine dg/dr
e Ox/od e (b)) mostre (ue

AN A W A A
ilx dy ar SRl

i

ik dy iy N

[

- f{x - ¥, mostie gue LCA A )
Ay Ay

41, Ser

48, ez flny)ondey =g b ey s 1. MOSHE Cue

o

c| ? M y -
L3 R R R drodz

ity ity e dt
ao.te Suponha gue todes as fungdes Jdiclas (wnham deriviedas par
cinis de segunda ordem gontinuas.
49, Mostre que gualguer fungilo cla [orma
7w f(x b ar) b gl ar)
¢ wima solugio da equagiio de ondy

2 X
o il

ar iy

| Sugestiion Tome w

xoboat oo x -l

50, Scu =[xy, ondey = et osrey = " s L Mastc que

an R 0 " c’ﬁ;
ax’ oy ar

5.

53

R
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DERIVADAS PARCIAIS (I B65

' . ndoge - () " 4 e ] s
51 Ge o= Sl v onde x = RS v 2rs, deternine 6790 a5, (o) Vorilgue gue £, y) = 4%y b 2"+ 5_\)!' ¢ homopdnea de
(Compate com a Exemple 7.) grin 3,
. . (13} Mostre que, se fé homopénes de gean 1, entio
52 Qo z o= 00 ), onde o cos eov o e sen 8, deteriming () ] Y & b
! . \ge W . of ) .
aefir, () 22/00 ¢ {e) O zlir ), A Ivf__," =Ly

oy dy

51 Geog o Fvovn onde x o= o eos ey o=or sen &, mostre gue

[Sergestéior Utilive o Regra da Cadein pea derivar £ (v, (1) com
nt o nd
4z g A

refagiiv a /)

axt i i o r s o
56, Se fé homogtoea de grisn o, mostie gue
oty ity . i

,\.‘a o "_(T -l ?,,\'_)l _r)Jr - v .:J /

a0 iy dy iy

o s LN, v

. 2
‘_’-‘_’) 87, 3¢ fé hamogénen de prau g, ntostee gue

I\{f‘. iy ;""r‘(x ¥)

Lz . bz 0ty 58, Suponba gue a equagio PO, v, 2) 0 Gdeding ioplicitamente
o of oy oaf cadi s dlas s vintivels v,y e g come fungdio dus aliteas duag:

(1) Determine uma [Gemita semelhante para Pl . roe Pl oy e gle ), v Iy ). Se B lor diferencidvel e P

e A N . Foe F Torem tadis nito nulas, mostre que
55. Uma funglio £ ¢ dita homopénen de grau u se satisfaz 2 equur o dg dx 4
0z odx oy |

o f(e, 1y} = £ (e, ») para odoe valoe de 7, onde # & um inteiro i

. . . . ay iy e
positivo ¢ ftem ay segondag derivadag parciais conthuis. )

- 144 DERIVADAS DIRECIONAIS E O VETOR GRADIENTE

A Figura | mostra um mapa de contorno da fungio temperaturn 7(x, y) para a China is
|5 horas om 28 do dezembro de 2004, As corvas de nlvel, ou isotérmicas, ligam Kicaliza-
gBes com a mesma temperaiura, A derivada parcial 7 em um local como Chongging € a
taxa de variaglio da temperatora com relaglo d distineia se nos movarmos para o leste a
patir de Chongging: 7, & a taxa de variagiio da temperatura se nos movermos para o norte.
Mas, ¢ s¢ quisermos saber o taxa de variagiio da tempeeatura quando vigjamos para su-
doeste ou em alguma outra direciio? Nesta segfio, introduziremaos um tipo de derivada,
chamacta derivada direcional, que nos permite encontrar a taxa de variagio de wma fungio

D Akizathe

' de duas ou mais vacidvels em qualquer diregiio,
FIGIIRA |
DERIVADAS DIRECIONAIS
Lembremo-nos de que, se 2 5 f (v, ¥, as derivadas pareiais £ ¢ /) sfo definidas como
. Flx, -+ dyy = fix, v}
. w3 Ay gl S ey
Sl yy) == iy /
i '
¥ .
: ; Fleg v, H i = Flx, )
| v o 4 0D S A Jy
Sl yg) = iy
h
send! e representam as taxas de variagio de 2 na divegiio positivi dos eixos x ey, ou seja, nas di-
reghies ¢ sentidos dos versores i e .
(g ) Suponha gue gqueiramos deteeminar a taxa de variagfio de z no ponto (x, ¥, na diregho
. de um vetor unitdeio acbitrdrio w o= (e, Y (veja o Figura 23, Para fazé-lo, devemos consi-
¢ dervar a superficie § com equaghio z = f(x, ¥) (erifico de /) ¢ tomar z, = £ (5, 8,). O ponto
FIGURA 2 P(x,, ¥, 7,) pertence a 8, O plano vertical que passa por £ na diregio de w intercepta § em
Ut vetar unitdrio urna curva G (veja a Figura 3. A fnclingglio da rota tangente 7a Cem P ¢ a taxa de va-

W Lo, by = {eos 1 sen ) riagiio do 7 na diregiio de o,

E
i
e




874 & CALCHLO

§¢ considerarmos um mapa topogrifico de um morno ¢ s¢ S Lx ) representar alt
acima de nivel do mar do ponto de coordenadas (v, ), entilo a curva de aclive ‘“‘f'x;: Iy
pode ser desenhaca como va Figura 12, Fazendo-a perpendiculay i lodas as curvas ge c\_:‘
rorno. Fsse fendmeno pode ser observado na Figura 12 na Selo 4.1, onde o Riucly, ! N
hesome segue & curva de declive midximo. B ‘ !

O sistemas de computagio alpébrica & comundos que lragam alguns Vetores . {
entes. Cada vetor pradiente Vf (a, by é tragado parlindo-se do ponto (a. M. A r"igur;: :} {
masked come fiea um dlesses descuhos (chamados compos de verores gradientes) l)'c‘ll'n: ‘
fungio £ (x, ) = & - .V'! SODTEHOSTE & UL i de contornos de £ Como esperaclo, oy Vui
tores gradientes apontam na direglio de “subida de maorre® ¢ sio perpendicutares hy Cul.-.

vas de nivel.

|

FIGURA 13

|

‘2

S )
14.6] EXERCICION

. ) :
i ! :
.1 dloclo o nvipa de comornos mostrawo o pressio baremérici nat clit funghio da wmperattira em Dubbo, New Sonrh Walos, na
e hectopaseais (W) no Austrdlia e 28 de dezembro cle 2004, diregBo de Sydney. Quais sio as unidudes? '

!

Fatime o valor da derivada direcional da fungiio pressiv cm
Alice Springs na diregiio de Adelaide, Quis sho us uniclisles da ]
elerivacla divecionat? !

¢

)

i

i

i

3.
& dad no Fxereicio 3 da Segio 14,3, Use-a para estimar o valor
de 2, £ (=20, 30), onde u = (i + PIV2,
a0 100 ) . o i .
(st e quitisnetnes) 1o Datermine a derivada divesionyd de /no ponto dadu ¢ na diregie

indicada pelo fingulo £,
2. O mapa de contorno mostra @ temperatura mdximni mddia em

T A b Y
novembo de 2004 {em 0. Estime o vator da dertvada direcio- 4 flayy =Xy -y (@ el




DERIVADAS PARCIAIS ;875

I i 'fllttu-;l p [l s ve ' 0,4y, 0 2903 () Uhtilizer o paurte () para determingr o diregiio onde
. ; Co . + e P y
- MdAxip ) ) Fleoy) = x"y - 2%y decresce mads tipido no ponto (2, -3,
o o L) = asentay), (2,00 0= w3 AR TN ' banto |
el ). e 28, Determine as diregdes em que a decivadi direcional de f(x, y) =
acho | .
Lo 10 _ ’ _ ve ™™ na ponto (I, 2) en valor 1,
() Determine o sradienle de [, '

OFCS 11y () Calgule o gradiente no ponto 2, 29, eering todos ox pontos nes quais a divegdio de maor varta-
Figlira 13 () |_}{:(cr|llilm i taxa dle variagiio de fenn 22 0a cdiregiio do vetor . o day Tungio f(x, v == ¥ _‘,-“ Ay ey G

) pary i 7 [x,y) 5_\:\,{" 4_‘--‘_.\“ PO DY, W o (ﬁv :;) 30. Nas prozimichices de mna boia, o profundidacle de oy fagro em

1o, 0% v,

W ponte cont coorgenadas (v, y}é oo 200 - {),()2.'.':" (),()()]_v",

oncte x, v g sio medidos em metros. Um pescador que estd em

o8 18 cup.

wm peguena barco parte do ponte (80, 60) em direglio i boia,

gue eyt kocstizada no ponto (0, M, A dgua sob o bareo esti

‘ A C ERE ficailo mais profunds on mais rasa quando ele comega n s
p1-17 Detervine @ derivacda divecional da fungfio no ponto dado na

maver? BExpligue,
diregiio do vetor v,
36 Actemperatura Fen uma bola de metal & invecsumente propors

I Sl = 2wy, (), v {d, -3

cional & distiineta do centro di holy, (oe tmumos comao i ori-
TR Iu(x“" i V?.)‘ (2. 1) v (=02 senst, A tenperadirn no ponteo (1, 2,2 6 de 1207,
() Determine ataxa de variagio de Tem (1,2, 23 em divegiio ao

13 gl =t - gty @0, ponto {2, [, 3).

(h) Muostre que em quatguer ponto dis bola o diregfio de maior
creseimento ny temperatar ¢ duda por e vetor que aponta

c Sl oy et b et zet, (0,0,00, =S 2 i
: 15, fLv,pzh s et by ¢ ( ) vl ) patra & orlgem,
; 6 [y, v.2) ‘/u , 3,260, TIETN G R B .
b6, [ (v, ¥.1) v ( ) ( ! 34 Aemperatura em wm ponto Cr, v, 23 ¢ dada por

Lo glena = et e M (01,2, ve2iek Tee,y,2) = 200e ¢ VT
1 £8. omcle T & madiclo em "Cla v, v, 7 em metrog,
§

() Determine a taxa de variagio da temperalien oo ponlo
P2, 1,2 em divegiio ao ponto (3, -3, 3).
(1) Quaal & & diregiio de maior crescimente da temperatars em 27

| ! () Bnconteg i taxs mdxuma de erescimanto em £,
h Wales, m
i 33, Suponha que em e gerti repidio do espaco o polencial elébco
i K \ P
: ¥ seja dado por Ve, yo2) = 507 - Jay b oavg,
' . . L Y (o} Detenming o tuxa de variagio do potencial om 23, 4, 5 na
19, Detering a dervivada divectonnd de fGe, ¥Y = vy em #(2,8) na

N divegio do veor v = 0k j — k.
divegdio de 05, 4), ) . ) ) ) i

() Bm gque divegSo Vovaria nais rapidaineste e 27
j 20, Deteomine wderivads direcional de flx, v, 2) = o b oyl gvem (e} Qual & taxa mdxima de variagio em M7

POE - 1,3 e divegilo de 02,4, 5,

34, Suponha que voed esteja subindo wna montanha cuja forma ¢

4 Determine a taxa de variaciio mdixima de f ne ponto daco ¢ a daela pela equagio ¢ = 1000 - 0005y — 001 onle v,y ez

sivegiio em que isso ocorre, sl medidos em metros © vocd estd em wimn ponto com eoorle-

w0 Lo . 3 taelus (G0, <0, 966), QO eixo X positive aponta para leste ¢ o eixo
¥ LA Sl e, (2D (130, 40, 966) ; pontit par:

M POSILVEO APONtY paran O o,
o fpg)=ge pe ©.0) () Se vood andar exatumente paca o Sul, comegard a subir o a
N [rpopap SN e R
2. p ) = sen(ey), (L) deseer? Com que lasa?
() He vood caminbar e elivegiio ao Noroeste, comegard a subir

W SN0 iy er .
A : Al ou a deseer? A g txa?

timar o valor

=k e (L)
B Ly, s vV -

26, [lepD) @ otgleh 2y b 3, (50D

(3,6, -~ (o) Eim que diveghio o inelinugdo ¢ maior? Qual & a taxa de cle-
vaghio nessi diregiio? Qual ¢ o dnguelo gue o infcio desse ca-
it divegiio mitdhie Faz e relagilo A horizantal?

17, {a) Mostre gue uma fungdio diferenctivel fdoeresee muis rapt.

35, Scjn funmm funglo de duas vaciiivels que tenha derivadas par
giuiy continuay ¢ considere os pontos AV 3), 803, 3, G0 D e
0. 13). A derivada divectonal em A na direg@io do velor

damente gy ma civegiio oposta A do velor gradicnie, ou seja,
na diregdo de - V{x).
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Lot
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476

36

37

38

REARNCE

CALCULO

f‘lb’ &3
teriie 2 derivada divecional de fem A divegiio do voetor AD .

Lo derivada direcionat gm A 1a diregio AC @26, l)c

Pars o mapa de contomo dado, desenhe as curvas de mnloy cras.

girento em P e em

Mostre gue o operagio de caleular o pradicnte de mmi luogiio
wem a propricdade fornecida, Suponta que o ¢ v sejam himgbes
de v oy, diferencidvels, e a ¢ O gejum constantes,

() Wient + by = a Vo b BYL () V) e Ve

u Vy

ARTAYT

() Vo n” "y

Hxhoce o velor pradiente ¥/ {4, &) para u fungiio fcujay curvas
Jde niived siio mostradus, Baphigue como voul escolhen a dirego

¢ sentido & o gomprimento desse velor.

¥

ol

=

Peterming equagdes (1) do plano langenie ¢ by ¢lay retay ol
! B al

a wimg siperlete dada na ponto especificato.

9.
440.
41.
a2,
a3,

44,

2y = 2y o 1) (@B A

7, W7
Vb gy 2, (201
x o p o= e ien (+m 1,1
b e yeteose, (LG
"'ln(\ + w, n b

A% Unlm,: um l.‘mumll.ulm pari teagal o g-mhcu ol superlicie, do

L plano tangente ¢

it veta nornl na mesma tela, Bseolha ¢ domminio com

cuidado para evitar plaoos verlicais estranhos, Tigeolhy o ponto de vista

dle modo que voed possa ver et o5 s objelos.

45,

46,

I S ol B i

Xyz w ()‘ (] , :JH 'ﬂ

48,

49,

50,

52

L

v
w

56

57.

58

69.

Se f{x,y)

¥y, enganre o vetor gwadiente V(S 2) ¢ uscea py,
. i .l‘
sncontrar A rela angente b curvie de nlvel /v, y) =

6
- " Pony
{3, 7). lishoce wenrva dee pived, @ reta ngente ¢ o vetor g‘““““hm

Se gle, y)
(e -0 AR CIEORTTAE i Fet LAngenie a enevide nivel glv, v - |

Yo, encunire ¢ velor peadiente V(| 2
no povto (1, 2). Fishoce o curva de nivel. s reta tangon o )

g
yetor pradiente,

Mustie gue 8 U.]'.l:l(,,tm do plano tangente ao efipseide
Kty Yty i

+ 4 ponto (%, ¥y, £) POCLIC SOF ESCUS comy,

P,

ady

+ |

[eterming @ eguagcio do plano taggente 80 hiperboloide
V2 LT
P TR
semethante A do Bxereleio 4%,

L, 0 '
S e (N, ¥y 2y € CRPICSRC-A de formay

tMustre que o couagio do plano tangente ao paraboloide eliptic,

.2 LT -
e s e’ 1y o ponte (X, Yy £ POLIE AR LSOV COMo

Eim qual ponto do paraboloide ¥ i 2* o plino tangeee € pa-

caketo wo plano v+ 2y + 3z = 82

wo. il . 2 k3 i
tixistem pontos no hiperololds ¥© -y = 2 b e quais o

x kW

plano fangents & paralelo ao plano z =

Mostre quq- 0 L]l;h()l[k_‘ e 3y b g Do g esfors
Wbyt g B = Gy S b 24
(4, 1,2).

nesse ponte.)

() s tangenuinm ne ponto

149(: sighifica que cles 1@m um plano tangente comtin

2 3
Mostre gue tado pline gue ¢ langente ao cone x Ay 7 passa

peln origem,

. . 2 2 i
Mostre que toda reta nermal & esfera v by by passa pelo

cenlro da gsfer,

com 0% cixos X, v ez de

Vi i

Mosive gue i soma das intersecghes
guatquer plano Langente superficice Yo+ Ay

wis eanstante,

Mostre gue a8 pivinmices cartadas do primeivo vetante pov qut\!
guer phuro tangente i superficie vy = §em pontos co primeire

oolante 1 fodas o mesmo volume,

Doterming a4 cquages puramétricas da retn ldm_,m\tc { curva
[ormada pela interseegiio do pa aboloide ¢ = &+ v eom o elip-

L2

goidde e -+ yt F g s 9 o ponta (-1

yOplanoy Iz =3 intereepta o cilindra by e 5 emouma
I f )

elipse, Belerming s coaagtes paramétricas da rety tangente

a casa clipse no ponte (1,2, 1),

(b Dresenhe o citindro, o planeo e 2 rets tangente na MEsma skt

i




DERIVADAS PARCIMS I 877

I5C-0

(318 [‘I(mm

y Duas superficies sio ditas ovtogonais em um ponto de in- ¥ by Trace o griatico de fpecto da origem @ comente como ele
6l {a) F . ; :

tersecedo se suas normais sio perpendiculares nesse ponto, confivma o parle (),

ok Mostre que superficies com oguacio Fv, v, ) = 0 ¢ . . . . . .
swiddieny, i ] ] ) i T 63, Suponrha que as devivadas divecionnds de f(x, v sejmn conhee)
Ca4x, 3 zh = 0 siio otogonais em wmn ponto 2 onde V&7 5 e . o N
Ve(1, o das em um deterninado ponto em duas diregties niio paralelas
RhDe V@ 1 se e somente se, em f*, L " . . o g
(¥ )) = | daclas por vetores wnitdrios o v, 13 possived determinae ¥/ nesse

FGo R EFC

DR areey byt . W I
ente ¢ ponter? B cuso afirmativo, com bud-1o?

s B
(12} Use o parte (i) para mostear que as superficies @7 =
b b :
ot

AT
gho. Voek pode ver isso sem fazer os edlentos?

., 64 Mostre que, se g S0 v For diferencidvel emox, = (o, v
#sllo otjoganais em todo ponto de intersee- cutio
1N

'W'(-“,,') o \(l) .

1 x|

orital Comyg lim

Aok

s

. - " 1 . .
6. (o) Mostre que a fungiio [y, y) = \/:\'y ¢ eontinua o suas deriva-
s pacciags £ oo/ existem na ovigem, mas as derivadag dire- . - pi g .
dus prwciais £ ¢, existom na origem, mas as detivalas dir PSrgesador Use o Definiglio 1447 divelamente. |
cionals e lodas us outeus diregées niio existem,
ide

¢ forma

e eliptico
Tl COme

|4.?| VALORES MAXIMO E MINIMO

Como vimos no Capltulo 4, no Volume T, unt dos principais usos da derivada ordindrip ¢
nit determinagio dog valores mdximo e minimo, Nesta segiio veremos come usar as deri-
vacis purciais para localizar os pontos de mdximo ¢ minimo de uma fungio de duas va-
ridveis. Em particular, o Exemplo 6 vercmos como maximizar o volume de wima caixa
sen lampa s tivermaos uma quantidade foitada de cartoling para trabalbar,

Olhe os picos ¢ vales no grilico de fmostrado na Figura £, Existem dots pontos («, &)
nus quats feem um mdime local, ou sefa, onde f(a, ) ¢ mator que os valores proximos
de f(x, p). Crmaior destes dois valotes ¢ o mdximn absoluto, Do mesmo modo, flem dois
neiines locads onde f(a, #Y & menor gue o5 valores proximos. O menor destes dols vado-
res & o minime absolitro,

: K im
)j:.‘.ﬂ]“".: © k- XM

NEs (LRI O

|
FIITHILY

toeal

i
shsoluto

FIGURA |

113 130 POT [13]

e Conrim

¥ itss o

: ‘? ] PEFIICAS Usna fungfio de duas varidveis tem um méximo loeal em (. I
se v, v) o= f{al b) quando (v, ¥) estd proximo de (a, £). [[ss0 significa que
S, ) = fla ) para todo ponto (x, v) em alguma bola aberta com centro em (g, b).)
O wimero f (e, by ¢ chamude valor méximo local. Sc f(x, ¥} = f (o, B) quando
(x, ¥} estd progimo de (o, b), entiio ftem um minkmo locak em (a, b ¢ f{e, b é um
valor minimo local. |

4
¥ pagsa pelo

§x,yer e

AN

Se as incquagdes da Delinigio | valorem para todos os pontos (v, ¥) do dominio de /,
entio ftem um mdximo absoluto (ou minimo absoluto) em (o, ).

(1 {4 por {[uﬂl‘
(o primeino
M Observe que a conclusiio do Teorema 7

Py sor cotocacda amy Lermos Jog vetores
frielientes cormo Vf (a, ) 4,

|2 ] rentesia Se wma fungiio / tem um mdximo ou minime loeal ¢ {rt, D) ¢ as cle-

ente i curva De

o o elip-

5 g uni

| laby =0,

rivadas pacciais de primeira ordem de [ existem nesses pontos, entdo f (4, )

|
|

refa langente

um médxime (ou minime) local em a, de modo que g'(a) = 0 pelo Teorema de Fermat {veja
o Teorema 4,84, no Vodume 1), Mas ¢'(a} = f (a4, 5) (veja a Bquagiio 14.3.1), ¢ assim

s teda,

Sy == 0, Da mesma Fotia, pela apicagiio do Teorema de Fermat i lungiio Gy
obtemos f (e, b) = (),

o ‘,’\({l, _!’}-
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= (f et Lk b (f _,f"‘_vk)!c :

o _f‘;“h“ -+ Z/”h/\ -J /\\k: (AR TON IV IR T e Chaitn

e completarmos os (uudrados na expressiio, obteramos
| , Loy, K ;
Yoo by T e — o :

|10} T R e Y £ ;
-y 'f.\\t ‘

Femos gue [ (a, By = e D, ) = Mas [ e D) = £, _fw jl\,y siio fungdes contlnugy, i
logro, exisle uma bola aberta B com centro (a, b) ¢ raio & = 0wl que [ X ¥ = 0 ;
D{x, ¥) = 0 sempre gue {x, y) pertencer a 5, Portanto, olhando a Bquagio 10, vemos que
I_)j Fla, vy = 0 sempre Gue (x, ¥) pettencer a B, [sso implica gque, se € ¢ wma cutva obtidy :
pet interseegiio do grifico de fcom o plano vertical que passa por Pla, B, f Cety 890 na ol
reiio de u, entio £ tem concavidadk para cima no intervalo de comprimento 28, 1850 € ver.
dacleiro na diregfio de todo vetor w portanto, s¢ restringirmos (x, ) a B, o grifico de f :

permanccerd acima do pl
que {x, ¥} estiver em 5. lsso mostra que f{a, #) ¢ um minimo focal.

lh#f? BXERCICIOS

Suponha que (1, ) sejaam ponlo eritice de wna fupgio foom

derivadas do segunda orlem contintas, Em cadn cuse, 0 qUe NC
pode dizer sabre f7
@70, 1) =4,
Wy (1L 1) =4,

FRATR NP
.f:\_‘.(i, 1y =1,

Suponha gue (0, 2) seja um ponto erftion de wma funglic g com
derivadas doe segundy ordem continuas, Liny gacla Cuscn, o (ue se
pode dizer sobre g?
(@) g, (0. 2) = — 1,
(byg (0,2) = ~ L
{e) g (0.2) = 4,

H‘\,\w(()\ ?) i ()‘
H.\_,.(-()» 2) i ?"
g \.\-(Un ?.) i ().

g,40.2) |
g, (0.2 5 =8
y.\i--{o' N9

3.4 Utilive as curvas de afvel da figar paa predtizer & locatizagho

ilos pontos eriticos de £ se ftem i ponto de sela ou wm miximo
ot minimo logas om e uwy desses pontos, Eaplicue seu raciocinio,
Eim seguicka, cmpregoe o Teste da Segunda Derivada paca confirmar

sulay predichies.

30 fley = 4ol by By

ano horizontal tangente a fem P Logo, f(x,y) & fla, by sempre

et i b A e
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v Delermine os valores mdximos e minimes Jogais ¢ pontos de
scli‘ Ja tungiio. Se vood tiver um programa para tragar grilicos tidi-

ensionais no computador, race a fungiio com am dominio ¢ um
i
;e
b. Jf.(-\" _)s)

7. ey =al _\” b4

ato e VESLE Lue Ihosiiem oF seus aspectos importantes,
; : 2
- Ak Ay T ey

\vl

AL v
9 f(,\-‘_y) -
(0. S s = 2

XV 2r -y

-+ ,\'}l)‘ -+ 5.\'2 + ‘}‘;'l

FRESO N <2y ) By
. ! |
12, Sy =y b b —
X V

13, FOx, )= eleos y
14, flx, ) = ycosx

5, flry) = 0 by
16, [lxy) = et o )
l%fmwmfw

is. f(t ¥

Qycosy, 1=

F 80N X SCh y L A N
19, Mo\!le que flx, )-) m b Ay T dwy E 2 dem o olieero infis
nite de pontos eriticos ¢ que £ == 0 em caca um. A SEGL, Mos.
tre quesf* tesn urm minimo Tocal (s absolito) em cady pento eritico,

Y tem valores maximos em
VT I/\/’.i)\ Muostre tame-
l)cm c]uej e infintlos olHeos |,‘J(,)|'|l()S critivos ¢ gue 22 = 0em
eada um deles. Quads deles dijo oripem # valores masimos? B

a valores minimos? o pontos de sela?

P Utilize wm prdtico c/on cuevas de afvel para estimar o8 valo-
res ximos & minimos locais & poates de sela da Tungdio, Em se-

guicda, use o cileulo pars achar csses vatores precisunente,
. ] ; oA 3

2 Sy = at oty

22' J{'(#\-‘y) W vy ¥

230 £0e, ) = sen v b sen y b osen(y Ry,

Wof (,t.y) = geny b gen v b cos(x o),
5ot ) =5 )J = 71'/'1

cmpleo & (ot o Mé.

s Unlm, uma ferraments ['tht,d O 1o l..
tdo de Mewton ou um deleeminador de rafzes) pir SICONrar o8
Pontos ceiticos de feom precisio de eds casas decimais, Hm sepuida,
classifigque @ ponto eritico ¢ determine o valor mais alte ¢ o mais

baixe o grifice.

B, fix ) oyt B 2

vt 37,

DERIVADAS PARCIAIS 1|l 885

26, f(x.y) = 5 = Wxy — 4+ dy — ¥

XL fley) e 2x 4t o 2.1])*“" oyt

?8 Floy) = o 1yl ot 4 Cos

2.6 Deermine os valores maximg ¢ mfnlﬂw .lh‘vf)lll(ﬂ\ tlh/ﬂ“ Cole

anto 1.

29, Sl vy == b b A - By, D& u regilio trinngubar fechada com
virtices ((). ()). (2,M,e{0.3)

30 S{ey) w3y
com vértices (1,0, (3,0)

2y, Y& wrepifo triangular fechada
.e(l.4)

I Sy Xk Ry 4,

Yo { Qe il ] = Lyl s b

32, f{ae. ) b Gy -
3 {(r, |0 s v 4, 00 v s B

33 Sy = a0y e Ay + 2,
o { G, y)0 v 30y Q)

Y s .{(d\',y)l_\’ Ay U..'l':! oy
D= (x4 Y1y

36, fluy) = By vty Déo c|mel|"tlLitur(: Gljos virtis
n( -2,33, (2, ‘5) (2 R) L( 2,

3. [xy) = a0 : 3}

35, [{oy) = 24y

cos §f

l'-‘mu BH hmc,.ucs de umw var léiv;.l nnpomvd LTI llmgdn con-
(ioun ter dois pontos de mdximo focal ¢ nenhm de minimeo
focal. Paca us [ungBes de duas vartdvets, esse caso cxiste, Mos-
tre que a fungio
Sl —f = = Gy —x = 1Y

56 tem dols ponlos oritices, ambos de médxime local. Em se-
guica, utitize wim computador para desenhar o grafico com uma
cscoths cuidadosa de dominio ¢ de ponto de vista para ver como
laso ¢ possivet.

Fit 38 Se uma funglio de uma variivel & continia em am intervalo ¢

fem wm dwico ponte critico, entiio uvm mdzimo local em de ser
win mixime absoluto. Mas isso niio € verdadeiro pura as fungiics
el duas varidveis. Mostee que a funglo
. ; A K
Fix, vy e e 1 - o
tem exatamente urm ponlo eritico, onde ftem unt mdxime local,
pordm oste o ¢ um maximo absoluto, Bm sepuida, utilize am
computador com umie escotha conveniente de dominio ¢ ponts
de vists paa ver como sso & possivel.

19, Determine a menor distincla entre o ponto (2, L, 1) ¢ o pluno

Kbyl

A0, Diclerming o ponte do plano g -
ximao do ponto (1,2, 3),

y ol 2 = 4 que estd mais pro-

- - 2 2 * e '
41, Determing o8 pontos do cong 7 vy que estho mais proxi-

mos do ponte (¢, 2,0),

42, Determine oz pontos da superfeie ¥ o= 9 b x gue estio mais

priximos da origem.
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43

44
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48
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Determine s pameros positivos cujs soma € 100 ¢ eujo pro-
duato ¢ ndixio,

Eagontre brds nimeros positivos cujisomad 126 e sons slos

O

guitdiados & o menor possivel,

Fneotre ¢ vohome oulxnng de uma ciisga |'g:mn!:ui;u' (e sl

HsCrita om oo eslyra e raio F,

. . . . - K]
Iincontre as dimensdes e sy caina com vodwme de | OO0 oy

e Tenlia el Aveyy che sun superlicie mimima,

Determine o votume da mmior caixa vetangulac no primeio
oelante com i fees s phusos coordenndos e com wn vértice

TR I AT B Ee AU S T G

Determine as dimensdes du coixa retangutor deimaior volume

oo dred toedal de su sepertivie & dads por 64 e

Determine as dimensoes de unacaixa retangudar de volume ma-
sinme tal que s soni dos comprimentos de suas 12 arestas soga

1 ennatanie o,

Abase de um aguidrio com volume V¢ Teitade arddsia o os lados
st de vidro, Se a prego da arddsia (por unidade de dros) equi-
vitle a cinen voeves o prego do vidro, determine as dimensoes do

agplErio para minimiaae o gusto de material,

Uma caixa de papelio sem wmpn deve e um volume de
32000 ey, Detering as dimensGes gue imininyzem a guanti-

digle de papelio wtilizado.

Um prédio retangular estd sendo projetado para minimizar a

perda de calor. As paresles leste e oeste perdem ealor o uma taxa

de T4 umidades/m” por dia, ms paredes norte o sul, a wma taxa de

% unidades/m’ por dis, 0 piso, 0 uma taxa de § unidade/m® por dia

e 0 kelo, i tase de 5 unidades/on” por din. Cueda pavede deve

ter prelo menos 30 m de comprimento, aalarg deve see o mi-

fins < e o volume, exatamente 4 000 m',

(i) Determing ¢ eshooe o domimio da perda de calor coma ama
Tunglio dox comprimentos dos ludos,

(b Eneontre ws dimensdes gue minimizam o pecda de calor,
(Analise Lanto ox pontos eriticos como oy pm.mm sl o
Fromteiva do domini,)

(e Voed poderiy projetar uim prédio com precisamente wenes
perela de enfor ainda se as restrigdes sobre os comprimenlos

tlas patedes Tosse removidas?

53

L=
=

56,

Se o comprimento da dingonal de wima caisa retangular dove .
. i . - Sep
Ly el & o mator volunwe possivel?

Tris aletos {versos abernativas de um gened AL Be O dm-‘”'fni_
DAL s guatie s de sungue A (AA o0 ADL B (BB oy “C))
O OO e ABA Lei de Mardy-Wetphery afirmn gue o I)l‘ﬁ)!“)l'\‘:ﬁ,‘;
de telivithios em g poputagio que carregion dois alelg dife.

renlys ¢
£ Qe 4 g g

ande pog e e sio s proporgdes de AR e O na populagi, Use

Suponla gue e clentista enha razdcs para acreditar que tlutgy
guantidades v ey estejum relacionadas linearmente, oy S
e ele b, O clantista reatizi nma expariéneti e coleta oz dados py

form de pontos (vov doGeo e oo

u?

¥ e entio coltog-gg
em wm gritico. Os pontos ndio estio odos alinhados, de mge
e o clentistn quer determinar as constintes e b pary e 1
reti g bt ajste” 08 pontos oo quanta possivel {veja g
figura).

- (mx b ) o desvio vertical do ponto (x, ¥) dla
retn, € método dos minimos guadeados determing we e bode
mode a minimizar 3° | ¢, a soma dos quadrados dos desvios,
Muostre gue, de acordo com asse método, noreta de melhor ajuste
¢ obtida guandeo

u H
AV e WY
mEE X ey
il el

" H
oy N .
IS O I A

1 il rel
A, aredis & determinueda resolvenclo csse sistem linear de dues
Cfuaghes s inedpnitas me b {Vejnn Seglio 1,2 do Volume | pard

mas apicagoes do método dos minimos guadrados,)

Lrsterning inma equagio do plano gue passa pela ponto {1, 2,3

¢ gl corta omenov volume do primeiro octinte.
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APROXIMAGAO QUADRATICA E PONTOS CRITICOS

DERIVADAS PARCIAIS i #a7

PROJETO DEUMA CACAMBA s o

Pari oxse projeto, inteialmente tocalizamos wma cagamba de entutho para estuclar sua
forma e construgiio, Tentaremos entio determinar as dimensoes de wm recipiente de forma
sinttlar ¢ que muinimize o custo de constmgio.

b, Primeiro localize vma cagamba de cutulho, Bstude ¢ descreva cuidacdossnente tocdos os
detalhes de sua construgho ¢ determine seu volume, Irelua um esbogo do recipiente.

2, Muntendo a mesma forma gerat ¢ o métado de construgio. detenmime as dimensoes
que tal recipiente deveria ter para minimizac o custo de construglo, Utilize as se-
guintes Mipodteses par sua andlise:
= O lados, & parte de s ¢ a da frente devem ser feitos com fothas de ago de tipo 12
(2,657 mm de espessura), que custam $ 8,00 por mewro guadrado (incltindo guats-
quer cortes ol dobris neeessarios),

o A hase deve ser Teita de wma folha ce age de tipo 10 (3416 mun de espessural, gue
custa $ 10,00 por metro guadrade.

# As tampas custam aproximadamente $ SO.00 cada, indepencenternente das dimensoes.

# A soldagem custa aproximadarmente $ 060 por metro pir material ¢ servigo
combrinmdos.

12¢ sua justificativa para quabguer hipdtese adicional ou simplificagdio feita dos deta-

Thes do construgio,

3. Descreva come guakquer hipdlese ou simplificagiio leita pode aletar o vesubtada.

A, Se vood fosse contratudo comeo consultor nessy pesguisa, guais seriam sws conclu-
stes”? Vood recomendaria a alteragiio do projoto du cagamba? Se s, descreva a eco-
o resultante,

A aproximagio por polindmio de Faylor de uma fungilo de uma viwidvel discatida no
Capitulo 11 pode ser estenclida para as fungoes de duas on mais varidveis, Estudaremos
aqui a aproximagiio quadratica para as fungles de duas variivels ¢ usarcimos esse extudo
pati methor entender o "Feste da Segunda Dertvada pasa classificar pontos criticos.

Ma Seeiio 144 discutimos a linearizagiio de vimg fungiio £ de doas virdvels em um
ponto (e, b):

Lembre-se de gue o grifico de L ¢ o plane tangenie & superficie @ = f (v, v) em

(o b f e, D)), € a aprosimagiio lincar correspondente & £ (x, vy = L{v, ¥} A Hinearizn-

¢hio 4 ¢ rambém chamada polindmio de Taylor de primeivo graw de fem (o, .

o Se ftiver dertvadas parciais de segondi ordem contiouas em (2. 4), entédo o polind-
mio de Faylor de sepundo gran de fem (a, b) ¢

Q0 vy = Flachy v fla iy = al) + fla by - b}
- '!(tr DY = aY o+ [ e B0 a(y - by ' S e by hy'

W

¢ a aproximacho f{x, ¥) =

Er. v ¢ denominada aproximaghio guadritica de fem
(er, by, Veriligue que € tem as mesmas devivadas parciais de primeica ¢ segunda or-
dens que Sem {a, B,
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FIGURA 1

2. {a) Determine os Lmlin(")mins de Taylor de primenro ¢ segundo graus Le Q
Sleyy= e em (0.0).
{b) Trace o grafico de f, L e Q. Comente quiio boas s80 essas aproximagdes.

iry

3. (@) Encontre os polindmios de Taylor de primeiro ¢ segundo praus L ¢ 0 p
Slxyyy = xetem (1,00
{by Compare os valores de L, e fom (0.9,0,0),
() Trace o grifico de f, L e Q. Comente quiio boas sio essis aproxinagies,

iy

{sem wtilizar o Teste da Segunda Devivada) dentificandeo o prafico como um paraboloide

(a) (f?m‘np]climclu os quadrados, mostre que, se o+ {1, entiio

. by
Sle vy moax” -+ by + oy = affy o+ —u¥| t+

(b Seja 2 == dae - b, Demonstre que se £ 7 0 e a2 0, el fom am minimo loey)
em (0, 0.

() Demonstee gue, se 0 2 0 ¢ g < 0, entiio ftem um méixine local em (), 0),

(Y Demonstre que, se D -0, entio (0, () 6 um ponto de seka,

5. (&) Suponha que fseja ama funeiio qualquer com derivadas parciais de segunda ordem

CrOVR Lmi
expressio para o polindmio de Taylor de segundo grau ¢ de fem (0, 0),

(b O gue vood conclul sobre ( usando os resubrados do Problema 47

{e) B vista da aproximagio quadritica / (x, v} = 00x, 9, 0 que a parte (1) sugere
sobre f?

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Mo Exemplo 6 da Segiio 14.7 maximizamos a fungdo volume V== xyz sujeita i restricio

Nesta seedio apresentaremos o método de Lagrange para maximizar uma Funglio gend-
rica f (v, y, 2) sujeita a uma vestrigio Cou vineulo) da forma gle, v, 2) = k.

s fécit explicar a buse geométrica do método de Lagrange para as [ungdies de duas vas
ridvets, Entdo, vamos comegar tentando determinae os valotes extremos de £ (x, y) sujeita
a uma restrigho da forma glx, ») = & Bm outras palaveas, queremos achar os valores ex-

MOSIER S5 curva juntimente com virias outras curvas de nivel da fungio /) Fasas curvas
de nivel t&m equagdo f{x, ¥) = ¢, ondde ¢ = 7, 8,9, 10, {1, Maximizar £ (v, y) sujeitit
aglx, vy = k& achar qual o maior valor de ¢ tal que a curva de nivel f(x, ¥) = ¢ intereepte
gla, ) = ko Parece, da Figura 1, que isso acontece quando essas curvas se tocam, ou scja,
quando essas clrvas Bm wina reta tangente comum, (Caso contrdrio, podertamos ammen-
tar o valor de e} [s50 signilica que as relis normais 20 ponto (x,0 ¥} Onde as duas curvas
se tcam devem ser as mesmas. Logo, os velores gradientes sfio paralclos, ou seja,
VI (0 ¥) = AVgx,. v,) para alglm esealar A,

Fsse tipo de arpumento também se aplican ao problema de achar o3 valores extremos de

S, vy &) sujeita d resteiclo gle, v, 2} = &, Assion, o ponto (v, v, 2) estd resttito a pertencer &

superficie § com equagio glx, y, 23 = & B over das curvag de nivel da Figura | devemos
considerar as superficies de nivel f(x, ¥, 7) = ¢ e arpumentar que, se o valor médximo de fé

'
V
H
i
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0 cilindro ® 4 = 3 imercepta o plno olitke Maximizamos a fuagio f(x, y, 2) = x -+ 2y -+ 3z sujeita s restrigdes

» e g elipse (Fpura 6), O i 2 2 e o . .
¥ : \ !,c.;l::xl\":i:{l:‘y? f‘n(i:ﬁ:lc::r) r glx, yyey = x o y bz e b,y )= 20+ y = L Acondigio de Lagrange &
- ryalen B RETRUDEY & vt mds 33 . ’ - L
E'z;:ulm (6, Y. 2) pertence 4 assa olipse, Vf = AVg -+ wVh, de modo gue devemnos resolver as equagdcs

o

[17] 1o A+ 2xp

e . o It 25 <A 2y
g 9] 3 A
t.;'_ ﬂ’ X b g ]
FA
a0 g 121 Kty
w1 : 4 Substituindo A = 3 [de (19} em (17), obtemos 2xu = —2, ¢ entlio x =~ /. Analoga-
o :E moeate, (18) di y = 3/(2u). Substituindo om (21), temos
'y e gl e s | 23
=10 —_ e — =1
% 3

FIGURA &

¥ 75 A’

i+ \/Z-Ej -} 2(:2‘:‘, . 5... ) - 3(! - \/;.;5) =k 420

Portanto, o valor miaximoe de fna corva dada & 3 -1 V29,

48] EXERCICIOS

. Na figura estiio wn mapa de contormno de f6 o curva de gquagiio AT Litilize o8 muliplicadores de Lagrange para determinar os vie
gla. vy = B Estime o8 valores mdxihmno ¢ minhmo de / sujeita & lores mdximo ¢ minimo da fungiio sujeita A(s) restricio(Ges) dada(s).
vestrigiio iy, v == B, Bxoligue suas rizdes, . LI

Gia gy, y) g o 3. f(x, k)_l) m gt -l yl: Xy = i
7 , K A, flx, ) ok Gy PR pe 13
,n(.'\'._s')'-"“S \ B fle,yeaty a2y 6
LN ‘

30

1. Flooy.o) = 2xF Gy -+ 10g P y2 + g 35

} B, fleoyom o= Be o dy P 10y + P
) fao 9. fluy.n=xyz SRt
N X .y .
L 1) Y X R UNES Bt x'y";c : Xk y" b |
10
T R e S e S R A |
() Use nma ealenladorn grifica ou um computador para teagar ) \ . . , } }

i SR ; ' 2, flv ) =24y g ATy e
oefrewdo v - ¥ = L Naomesma tely, trace diversas curvag . -

; : . ey e P . . 2 I T N
ta forma &7 -+ y = ¢ uld gue vosk encontre duas gque apenas B Moy d=xbytgbn xthy g b=
toguen o efreudo. Qual o significado dos valores de ¢ dessas b, flx.x . .
duns curvay? v "

-1 3

(b) Unilize o8 multiplteadores de Lagrange pava doterminar os
' i) Lo _—

viloves extremos de f (x, ¥} oxT oy sujeita hY restrigio
L " . . .

A F e 1 Compare saa resposta cont a da parte (a). 16, f{x,y,2) = 30 -y = g

V5. ey, ) Tl 2y

17, fix.y, 2

)
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Pars Delermine ox vadores extremos de /i regiio desorita peli

desigualduck:,

Sl s ey e

SUjeiti U reskrigio vy 4 \/_\'

() Tente atidizar multiplicadores de Lagrange pars resolvier o
prablen.

(1) £(25, 0) i win valor maior gue o abtido ne parte (a)?

ey Resolva o problemasragundo o couagiio da restrigio ¢ diver-
sa eurvay de nfved de /.

() Bxpligue por gue o método dos multiplicadores de Lagrange
fulha em resolver o problema.

(o) Quial & o signifieado de (9, 4)7

CuIva _\'L" oA v O uma pirforme).

) lente usar multiplicadeores de Lagrange para resolver este
prablema,

(h) Mostie gue o valor minima ¢ £(0,0) = 0, mas gue o condiciio
Vi, 0y = AVH(0,0) nilo & satisleita para nenhutn vakor de A,

(o) Expligue por gue os mubtiplicores de Lagrange falbam cm
CNeOILEar O Mg Neste caso.

PO T2, (a) Se seu sistema de computaglio algdbrics traga o grifico de
eirvas definidag implicitimente, use-o part cstimar os valo.
res miime o mdxime de £, vy
[ 3)""’ toy 3y e O por mdtodos grificos.

(M) Resolvit o problema da parte Gy com o auxilio dos multipli-

Sy b Ay sujeit

gaclores de Lagrange. Uae wim SOA pars resobver as egulagies

muneriedmente, (,.‘():‘npm'c AL resposta com a cla |yarte (a).

230 A produgiio total 72 de certo produto depencde di quantidade L de
tealaller empregado o da guantidade K de capital investido, Nag
Seedes T o 143 discutimos como o modele Cobb-Bouplas
I

BEMK somutida de cerlas hipoleses econdmicis, onde & o o
side constankes positivas ¢ ov =2 1L 5e o custo por unidade de trabas
[hie P c e custe por unicdacle de capital for o, o eima compinhia
Pitcler pastar sonente nma quantidade g de dinheiro come despesa
tolal, entdio o maxdmizagdio da producio 22 estird swjeila i restrigiio
il K e g Maostre gue o produeiio mdxima ocorre quandeo

ap

it t

24, L relaglio ao Probicoma 23, supont agora que a procduelio seja

de Loe K ominimizam o Funglio custo O, KDY = md, 1 nk?

25, Liilize os multiplicadores de Lagrange para domonstror gue o re-
tngulo com drea ndcima, ¢ gue tem um perimedro constants g,
¢ o guacdrade,

o b
W
L

fii|

26, Use wulliplicadores de Lagrange para demonstrar gque o tei
e ) ) ; i i}

o con drea nENXiIma, ¢ que em um perimetn constany,

; ho
eqguilitero, | Segesido; Utidize a fdrmula de Heron paey

A = N G G S

onde x = e, v, 2 sl os connprimentos dos lados,)

4 ".“‘C W

230 Utitize os multiplicadores de Lagrange poca dar uma SN“Q“
. , g ety
allernativi ags exercicios da Seclio b7 indicados,

27, Bxercicip 39 28, Exereicio 40

29 Bxercicio 4l 30, Bxercicio 42

3, Bxercicio 43 32, Lixercicio 44

13, Exercicio 45 34, Exercicio 46

35, Exercicio 47 36. Lixercicio 48

37, Exercicio 49 38, Exervicio 50

39, lixercicio 53

40, Determine o8 volumes mddxima ¢ mindmeo da caixy lCtdnmg]‘u

. e v 3 2 . f
cuju sopertfeic tem 1 A00hem” e cujs soma dos comprimenioy
duy arestas é 200 em.

. - L T 2
A, O planex -+ y - 2z = 2 intereepla o pacabotoide 2 + ¥ em
wia elipse, Determine os pontos dessa elipse que esto mais

proximo oontais longe daorigem.

a2, O plano s - 3y + Bz o=

um clipse.

v . 2 b :
5 IMECreepta o ¢ome 27 = % -+ yoem

(o) Fagn os grilicos do cone, do plano e du elipse.
(0} Use os multiplicadeores de Lagrange para schar o8 pontos
misis alto o mads baixo da clipse.

it Ache os valores de miximo ¢ minimo da fungio fsujeita as

restrieies dacivs. Utilize um sistema de computagio alpébrica para
resolver o sistema de cquagdies proveniente do aso dos muoltiplica
dores de Lagranpe. (8o sen SCA schar somente uma solugio, voet
pode precisanr do uso de comandos adicionads.)

43,

Floye) = ve' oo 4 dy' 4 36

M, ey

36, xy b oy =

xhydno o

iy b
~y'm g x g

4

[Pl

L) Petermine o vilor masime e
Jl by ) s Y

glatele que v, .

-, SI0 mbmeros positives ¢

Ay b bl e anele ¢ & umz congtinde,
(1) Decuzi da parte (4) que, se XX, siey nfimeros post-

tivos, entiio

G

Fissu desiguraldade diz que ¢ médin geométrica de x nlmerss
néo pade ser maior que o média aritméticn deles, Sob quc
eireunstiineing as duas médiog siio iguais?

i
i
i
'F

\
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Wiy, 4. () Maximize ¥, © v, sujetta ds restriglios £ X & MOSHTe (ue

hg | £ Yo b, = VS VSR
, i e LA 0 VLU N L
e, § (b) Tome T GUATSCUET e &y Py B ssadesigual
; X o ¥ dade ¢ conbecida come o Desipualdade de Cauchy-Schwars,
|
I :
CIENCIA DOS FOGUETES
Muitos fopuetes. tais como o Pegasus XL, usado atualmente para o langamento de saté-
Hites, ¢ o Safurne V. que colocou o primeiro homen na Lo, sio projetados para vsar triés
extdgios em sup subida para o espago. O primeiro ¢ maior eatdgio impulsiona o foguote |
é alé que seu combustivel seju consunido, guando esse astipio & ejetado paca diminuir a
massa do foguete, O segundo e tereeiro estigios. gue sio menores, funciomim da mesma
Forma, cotocando a carga do foguete em drbita em torne da Terra, (Com gsse prevjeto sio |
necessarios pelo menos dois estigios para (ue o foguete minga o velogidade necessdria,
¢ o uso de wes estigios provon oferceer bow relaglio entre custe ¢ desempenho.) Nosso
nui:uléh- i objetivo agui ¢ determinar as massas individuais dos trés estigion, que foram projetados
nc-utm e formi a minimizar amassy total do foprete @ ao mesmo tempo pennithe gque ele atinja
a velocidade desejuda,
Para urn foguete com um Gnico estigio consumindo combustivel a wma tasa cons-
< ¥em tante, a variagho na velocidide resultante da ae Nuuu,am do foguete ol modetada por
(0 L - ;
AV =
3 :
Lyoem onde M & amassa do propulsor do foguete. inchsinde o combustivel infctal, P & o masse
tldLLlH.,d § ¢ o fator estrutiral determinado peto prajeto do foguete (especificamente, ¢a ‘
razio entre 4 massi do foguete sem combustivel ¢ Senn G ¢ i uss chor foguede Cofn J
pontos carpa e combustivel) e ¢ 6 a veloidade (constante) de exaustiio relativa do foguete. ;
Considere agora um foguete de uds estigios e carga de massa A Vamios Supor que as ]:
jeita s forgas externas sojam despreziveis ¢ que o ¢ § permimnegam constantes em cada estigio, ]
s para Se M ¢ u massa do i-dsimo estdgio, podemos iniclabmente considerar gue o propulsor do
tiplica- fca;_.:uctn, tenha massa M, © sua carga enha massa M, M b Avo segundo e ereeiro ¢s-
5, Vouk tigios podem ser tratados da mesn fonma,
1. Mostre que a velocidade atingida depols que os tés estigios sio ejetiados & dada por
! M, b M, MO A M, + A (
w n 3 4 Inf R P
: SM, & M, -+ M5 A A
2. Desejumos minimizar o massa sotal M = I M, + M, do proputsor do foguete su-
jeita I resteigio que a velocidade LtL‘HL].,l(l A u iy !’mhlutm 1 seja atingida, O mdétodo

dox multiplicadores doe Lagrangs & upropr !mln mias ¢ difiei implementi-to usando as
exprossies de yue dispomos até agui, Para Hln‘l[‘.lhilhll Llchmmm viridveis &, de modo
UE A ESEIIGRO PORLL SCT SXPress como U, so(in N+ In N, In VY C ()m()l.,dlll
cil exprimir M e termos dos M, ¢ dcw;awl UKUT HINY lunwn AL \.unpl( 5, LUE a0
ser minimizada teve também & minimizagio de M. Moste que

¥ posi-

S U Y PSP Y

MMM A (L SN

M, + M+ A Lo SN,

dmeros

raratn,

oy que

M, M A (SN,
M, + A | - SN,

Al
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My A (] - SN,

A I8N,
& conclui que
M+ A (1SN MYy
A (b= SN~ SN - SN,

3. Vertfigue que ln((M -+ AYA) lem os mesmos pontos de minimo que M; utilive oy myl.
tipligactores de Lagrange e o resultacdo do Problerna 2 para determinar as expresstics Pary
o5 valores de N, onde o minimo ocorre sujeito & restriglio v, elin N -+ I N, -+ In N,
[Sugrestéio: Ulllm: as propricdades dos logaritmos p‘xm ajuckar a t-,:mphlu,d, s
exprossies, |

4. Determine uma expressio para o vakor minime de M como fungiio de Uy

5. 8¢ descjarmos colocar nm foguete de twés estdgios en uma érbita 160 kin acima (y
superficie terrestre, 4 velocidade tinal necessdria & de aproximadamente 28 000 knyl,
Suponha que cada estdgio seja constriido com um fator estrutural § = 0.2 e que 4 ve.
locidade de exaustio seja ¢ = 9 600 kb,

{a) Determineg & massa total mikima M do propulsor do foguete coma funciio de A,
(b} Petermine a massa de cada estdgio como fungiio de A, (Bles niio precisam ter tg.
maphos igoais!)

6. O mesmo foguete precisaria de uma velocidade final de 39 700 kim/h, aproximad-
mente, para escapar da pravidade terrestre, Determine a massa de cada estigio que mi-
nimizaria 2 massa total do propulsor do foguete e the permitivia carregar uma sonda de
200 kg para 0 espago.

C)TIMIZACAO DE UMA TURBINA HIDRAULICA

A Katalilin Paper Company, de Millinocket, no estado de Maine, opera uma usina hidrog-
létrica no rio Penobscat, Adgua é bombeada de uwma represa para a using geradora de po-
téncia. A taxa peta quat a dgoa flud nas twibulagBes varia, dependendo de condiciios externas.

A usina geradora de poténeia tem trés turbinas hidroelétricas diferentes; para cada
uma delas, € conhecida o quanticlade da poténeia elétrica gerada em fungiio do fluxo de
dgua que chega i turbing (funglio de poténeia da turbina). A dgua que chega pode sor dis-
tribuida em quantidades diferentes entre as tirbings, & nosso objetivo & determinar como
programar cssi cistribuielio de dgua para obter mixima produgiio de energia total para
qualquer vazio.

Usando dados experimentais e a equagéo de Bernoudli, chegousse ap modelo qua
dritico mostrado para a saida de poténera de cada turbina, com as scgointes vazdes de
operaciio permitidas:

KW, = (18,89 + 0,12770, ~ 408 - 100D ~ 1.6 - 10708
W, = (24,51 - 0,13580, —~ 469 - 107 Q170 ~ 1.6+ 107°Q)
KW, = (= 2702 + 013800, -~ 3,84 - 107170 ~ 1.6+ 107°Q))
[0 =0 = 110, 250 = Q)

L0, 250 % Q) % 1225

onde

. = Huxo através da turbina 7 em pés clibicos por segundo
KW, = poténeia gerada pele turbing § em quilowatts
€, = fuxo total através da usina geradora et pés citbicos por sepundo




DERIVADAS PARCIMS |1 897

% . Se todas as teds turbinag estiverom sendo veadas, gueremos determinar o fluxo ¢ ,
i am gada turbina que resultard oa produgfio total médxima de energia. Nossas Hinita-
! ghes o que o fluxe totad precisa ser iguad ao fluxo que chega d usina e gue para cada :
f turbing o flixo esteja na faixa permitida, Consequentemente, utilize os multiplica- %
i dowes de Lagrange para achar os valores de cada Auxo individual (como fungio de £2,) ‘g
é gue maximizem a produgio total de energia KW, -+ KW, -+ KW, sujeita s restrigOes c
- i Q, @, Q) = Qe restrighes de dominio de cada Q. |
- Pary | 2, Pary que valores de @, sen resulbtado ¢ vilido?
', . . 23 . C .
. o 3. Para uma vaziio de entrada de 2 500 pés'/s, determing o distribuichio para as turbinag
I' g - L .
o verifigue (tentando algpumas distribuigoes semelhantes) gue seu resultade corres-
ponde realmente a um miximo,
- - . . s - '
4. Atd agora supusemos que as frés turbinas estavam m operagiio, E possived que mas
1 da j poténcia possa ser obtida usando somente wma turbing em algumas situagdes? Paga
i/l ; um grafico das fungdies poténeia ¢ utilize-o para decidir se uma vaziio de entrada de
. 2 : S - . .
H ve- 1000 pés'fs deveria ser distribuida para as trés turbinas ou congentrada om uma sé.
{Se voud coneluir que s uma turbina deverd ser utilizada, responda: qual ¢ ela?) B
2 PR 2 by
2 AL se i vagdio for de somente 600 pés/s?
A1 L . o . . . .
5. Talves paen alguns niveis de vazlio seja vantajoso usar duay tebinas, Se a vaziio de
" N | . . ye . .
chogada for de 1 500 pés/s, quais duas turbinas devem ser wtilizadas? Lse os multi-
wela- i plicadores de Lagrange para determinar como a vaedo deveria ser distribuida entre ax
¢ M- cuas turhinas para maximizar o energia produzida, Para essa vazio, o uso de duas
ca cle turbinus ¢ mais eficiente gque o emprego das trés?
6. Se a vardio de entrada For de 3 400 pé.‘&"/.‘h o e vood recomendaria para a empresa?
""" [4 | REVISAO
& - : VERIFICACAD DE CONCEIYOS ,
TNas, . :
cacla i Lo (o) O que é uma funglio de duas varidveis? 6. O que o Teorema de Claivaut dig? ;
<0 de by Descreva s métodos para visualizar uma fungio de S, . ?
» (b) o pats ae A lunge 7. Como achar o plano tangente a cada um dos seguintes ;
ritise ; s varigveis. : W (
! tipos de superficie? i
SOITICY . . . Cr ot iy e - . - . . L. . :
2. 0 que ¢ wna fungiio de ués varidveis? Como vocé pode (a) U griifico de uma fungiio de duas varidveis, @ = f(x, y) E
AT . . . " - . - " N i
f visunlizar tal fungio? (1) Ui superficie de oivel de uma fungiio de tiés varia- .
veis, Filx v, 2) = k
qua- L Ogue Xy, ¢ i
5 e lim flx, = L 8. Dofina a linearizaghio de Sem (o, 7). Qual € a correspon- :
el Y dente aproximagiio linear? Qual é a interpretagio peomé- |

significa? Como mostrar que esse limite niio exiswe?

trica da aproximagdo linear?
A4 () O que significa dixer que ¢ continua em (¢, #)7
{by e f & continua em R* o que voed pode dizer de
seu prafico?

9. () O que significa diver que £ & diferencidvel em (a, £)7
{b) Como usuatmente verificamos que f¢ diferencidvel?

. , L 10. Ser= [y, oque sio as diferenciais oy, dy ¢ of2?
5. (a) Bscreva as expresstcs para as derivadas parciais £ (a, &) 2= floq -

e f(«, &) como Hmites. PE Diga quat ¢ o Regra da Cadela para o caso em gue
(b)Y Como vocd interpreta f(a, b} e fla, ) peometrica- z = 00 ¥y e x ey siio fungdes de uma dnica varidvel. B
mente’t Como as interpreta como taxas de variagio? se.x ¢ v silo fungbes de duag varidveis?

() Se £ (v, ) & dada por uma fdromula, como caleular

g 12, 8¢z ¢ definido implicitamente come uma fungio de x ey

[0 S, - . B | m
J; /‘ por umi eguagiio da forma £, v, 2) = 0, comao determi-
nar dzfix e iy
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13, () Escreva uma expressio como limite para - dertvada
direcional de fem (v, ¥,) na diregio do vetor unitdrio
1= o, Y, Como interpreti-la como taxa de variugiio?
Como interpreti-la geometricamenic!?
(b Se f ¢ diferencifvel, esereva mma expressao para
D J(x,. v, e termas de fe f

14. {a) Defina o vetor gradiente V/ de uma fungio fde duas ou
trés variiveis,
{b) Exprima 2 f em termos de V.
(e} Expligue o signilicado geométrico do gradiente.

15. () que as seguintes sentengas signilicam?
(a) £ tea um mdxbmo focal em (w, by
(b} ftem um maximo absolute cm (a0, ).
() ftem um minimo tocal em (a, £).

(ely Flem vm minimo absoluto em (e, &)
fe) Flem um ponto de sela eny (o, 2).

TEsT ‘!E \E} iE\ !J\E\}

Determing s s sfrmacio ¢ falsa ou verdadalri, Se for verdaceir, ex-
plique por qud; caso conlrdrio, explique por que ou d& um exemplo
e maoslre que & falsa,

\ o Tlaa ) - fla by
o f{a, ) = lm —

A v o -}‘ . !)

2. Existe uma fungfio feom derivadas parciais de scpunda

ordem Lnnlmu‘n tais que f{x, v) = &+ y e
f(\ \‘)". _'1).
X i
3. 1., o s
i dy ay
4. Dk,/'(x. y. 2}~ f_f,(.xu ¥ 7)

L2 ]
]
A
—
—
.—
C;"
»
Fad
£
=
pod
=
[
-
=
——
=
‘-:
e
w
—~
™~
=
—
=
——
=
=
-
=)
=
=
Y
=
o,
5]
—
=
[
=3
o
—_
—
==

&

Se flo, by e j_;‘(u. ) existem, entio ‘/‘é diferencidvel em
(e, P).

EXERCICHDS

1 Determine o eshoce o dominio da fungiio,

L. / ().'.y) = lnf{x - y U

1. [, y) \/4 T };.e --E- ST

]

E'abnu, o yﬂ[tm da [umﬁm

3 fleyys ]yt

4. [ e, y) = * (o 2)
S-4 Hsboce virias curvasg clL' nm,l chl hmg*m_

6. ‘{(A }) w g ¥

5 flx, \)) \/4\

16, (1) Se ftem um mdximo local em (a, by, 0 que vocd Pudy
diver de suas derivadas parcials em (a, b)?
() O que & um panto eritico de f?

17. Qual & o Teste da Segunda Derivada?

18. {x) € que ¢ um conjunto fechado ¢m 1 O gquedum o,
Junto Hmitacdo?
{b) I o cnunclado do Teorema dos Valores l’:'lxn-c_mm
para as [ungdes de duas varidvels.,
() Como achar os valores que o Teorema dos Valores fy_
tremos garanie existiremn?

19. Explique como o método dos multiplicadores de |y,
grange [unciona para determinar os valores extremos (g
Flx, v, 2) sujeita & restrigio gix, v, 2) = kB se tiverngg
wrna segunda restrigho Ay, ¥, 1) = o7

7. Scflem um minimo local em (4, £) ¢ /€ difetencidvel em
{ct, by, enido Vi (a, b)Y = 0,

8. Scfé uma fungilo, entio
hm f(\ W= F2)

9. S¢f{x, vy = Iy, entlo Vi (x, y) = Uy

10. Sc (2, D) & um ponte critico de /o
L2020 < 1,2, DF
eotiio ftem wm ponto de selaem (2, 1)
3w D f(xy) = V2

I Se (e yr = sony -k seny, eatdio -

12, Se f{x, y) tem dols mdximoes locuis, entiio ftem um mi-
nime local,

7. Faca um esbogo de um mapa de contorno da fungio cujo
prifico estd mostrado,

8. U mapa de contomo de wma funglo /¢
Lise-o para fazcr um eshogo do grdfico da /'

aprescatado-




tery.,
l'()l]'](-,s

2% Fiy

e L.
WK (le
SOy

vel em

=2,

tn mil-

0 CUjo

=ntacho,

E
!
&
:
:
¢

-

s Caleule o limite ou mostre gue ele niio existe.

9.

Sl T
gl v} = kg

’T’W 2
—— 10. lim
+- ?v

fim -

ooyl I)-‘ - ')\,, {r \I) >(n o) ¥

Uma placa de metal cstd ammda no plano xy ¢

potingulo 0 =5 x = 10,0 = y = 8, onde x ¢ v sfio medi-

dos em motrog, A temperalura no ponto (x, ) do plano €

Tix, ), onde 77 é medido em graus Celsius, Temperatu-

ras ¢m pontos igualmente sspagados foram medidag ¢

registradas na tabela

¢y Bstime o vakor das derivadas parcials 7 (0,4 e T (6, 4).
Ouais sio as unidades? ‘

(1) Ligtime o valor de /2 7(6, 4), onde w = (i -+
terprete o resultado.

(¢} Estime o valor de 7, (6, 4),

t

OCUPd O

V2, Ia-

. Determine wima aproximagiio linear para a funglo tompe-

raturat 7(x, y) do Brercicio T perto do ponto (6, 4), Eim se-
guida Use-a para cstimar o temperatura no ponto (3, 3,8,

Determine ag derivadas parcinis de primeica ordem,

Va2 by 14w ¢ sen 20

. A V(_,l()(_,j{i;_l{l{‘ da propagagiio da nn(l’l SONOTA 10 OCORO &

tma fungfio da temperatura, da satinidacde ¢ da pressiio,
Vo modalada comao
= | 4492 4 46T ~ 00557 + 0000207
F (134 - 00ITHS — 35) + 00160

omde € ¢ a velocidade do som {em metrog por segundo),
76 a temperatuea {em graves Cebsiug), §

¢ a salinidade

DERIVADAS FARCIAIS (il 899

{coneentragiio de sal em partes por mithar, o gue significa
o nlmero de gramas de solidos disselvidos por 1000 g
de dgua) ¢ £ ¢ a profundidade abaixo da superficie do
aceano (cm metrosy, Caleule /8T, AC/08, 4/l
gquando 7= 109, § = 35 partes por mithar ¢ £ = 100
i Bxpligque o significado [Tsico dessas decividas parcias.

st Determing todas as derivadag parclals de segunda
ordem de /.

19, [ p) s 'y 20,z xe
2. [ poz) = 2 22, U= rcos(s 4 20)
s iz iz
23, Sz = xy b xe” mostre quex — b y— = xy b g

e Ay

4. 8¢z = sen(z b sen £), mostre que
. ol
de Az g 0z

ay o ax e ar oo

290y Bncontre uma equagiio (a) do plano tangente ¢ (b) da
reta normud & superficie dada no ponto especiticado.

25,z = A7 -y 2n, (L -2, 1)
26, r=¢'cosy,  (0,0.1)
27. . 332 - (2,14, 1)

28, xy b ozl ogy o 3 (1,1,

29, sen(yys) = v + 2y + 32.. {2, -1,0

Al Use um cmnpumdm pari tragar o grilico da superficie

il
7oy k l,' ¢ de seu plano tangente e reta normal em
(1, £, 2) na mesma lela, Bscolha o dominio ¢ ponto de

vista para obter wma boa visdo dos s objetos.

31. Encontre 05 pontos no hiperboloide v + dy* — 27 = 4 onde
o plano tangente é paralelo ao plano 2e 4 2y b g == 5,

- - 2
37, Determine di se i = (k- xe™.
33, Delermine a apmxilmtqﬁu fincar di fungio

Jleyom) = \/_'q___ TH) punto(? e

timar o niimero (198 V(3,01) (ﬂﬁ)—m.

LISEC-a Prara @3-

34. O dois catetos de um trifingulo retiingulo medem 5 me
12 e com um erro possivel nas medidas de, no miximo,
{17 em em eada. Utilize diferenciais paca estimar o crro
miximo no ealewlo () da drea do trifingulo e (b) do com-
primento da hipotenusa.

35 Sewu "ky + 2t onde x = p b ”5[} vy opeler s

wse o Regra da Cadela para encontrar du/edp.

1) SCI 2,

36 Sevs= Fseny b ye¥, ondex = g b ey T s, usca
Rmvm da Cadels para encontrar 80/ds ¢ a r)/r?l guando

37. Suponha que
o1,2) = 3,

@ __'{ (;,\j‘ _‘:)1 once o= q(\ 1‘) yow
4.1,2) = -1

s, 1),
cg{1.2) = A, h(LL2) =6,
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Deterinine dg/iy ¢ d2/d quando sy = Ler = 2,

38, Utitize o dingrama em drvore pars eserever a Regra da
Circlein para o caso onde wo== [0 w0, 0 0= Kp,g, ros),
o g, FoSY e ou s uGr g, e, 8, todas dilerencidveis,

39, Sez oy b 7= vy, onde fE diferencidvel, mostre que

iy iy

¥

iy iy

A0, O comprimento v de wm lacdo de um trikgngulo cstd aw-
mentando 2 uma tuxa de & omfs, o comprimento y de um
outro balo estd diminuindo o uma taxa de 4 cofs e o in-
aulo 4 entre eles estd aumentando a mma axa de 405 e
diano/s. Quio rapidamente estd variande a area do
trifingulo guando v = 80 cm, y = 100 cm e # = /67

A Sep o fu, 0), onde o= gy, 0o e e S Em devivadas
parciais de segunda ordem continuas, mostre que

) i’ aty i
X = dhgt) = b 2y
ix” au oo i
. 7 ey
. Kl P .
42, Se v+ X'y = @™ determing e @
iy iy

vy
RIS

. . - - ' 2
43, Determine o gradiente da fungiio f{x, y, 7} = 27

44, (2) Guando a derivada cdirccional de f& mdxima?

(by Quando & minima?

{¢) Quando é 0V

{ey Quanco ¢ a metide de seu valor nriximo?
Ahds Determine a derivada divecional de fno ponto dado na
diregiio ndicada,

45, f{x,y) = 2y - ¥ (15, o diregiio do ponto (4, 1)

46, [(x, . z) = X y Wl
= 2 -l .i Tk

v (1,2, 3), na diregiio de

v

47. Determine a laxa mixima de variagiio de
Jlx oy = X ¥y b ‘\/y ne ponto (2, 1), Bm que direciio sso
ocorre?

48. Determine a diregilo na qual f (v, v, 2) = 2o anmenta
mais ripido no poato (0, 1, 2), Qual ¢ a taxs mixima
de aumento?

4%, O mapa de conlorno mostra a velocidade do vento em nds
churante o furacio Andrew em 24 de agosto de 1992 Ui
lize-o paca estimar o vador da derivada direcional da ve-

focidade do vento em Flomestead, Flovida, na ciireq

i dy
otho do furaed

[V L I kA

(st o il )
50. Dreterming ag cquaghes paramdétricas da eta tangente ng
pouto (2.2, 4) & curva de intersecgio da superficip

b Determinge o valores miiximos ¢ minimes ocids o og
pontos de seba da Tunglio. Se voed tiver um programa de com-
putador para desenhar em tréis dimensdes, race o grifico da
fungio usando um ponto de vista ¢ dominio conveniente para
mostrar o5 aspectos importantes da fungiio.

L [k, y) = = xy 4y Ox e Gy 10

s6.56 Determine os valores nilximo e minimo shsolios de f
uo conjunto £,

56, flvoyys= e 00 F 2% Déodiscon byt

P s Ulilize o grifico ¢/ou curvas de nivel paca estimar

os valores miximo ¢ minimo ¢ os pontos de sela de
. T I : .
Jlroy) = a0 - 3 by = 297 B segoida, use o cileulo
para determinar csses valores de modo preciso.

Use wma caleuladora grafica on um computador (método
de Newton ou sistema de computaciio algdbrica) para d:‘.;
lerminar os pontos griticos de i, v = 12 -+ [0y e
o Ry oo ¥ com precisio de trés casas decimais, Em se
guida, clussiftque os pontos eriticos ¢ delermine o ponte
mais alto do grifico,




0 g,

eIk gy
wiligie

iH ¢ 0%
le com-
ico da
W rarn

s e f

ukar fe-
9}
- |
calimar
scla de
cileulo

método
para de-
g2
Ean se-

0 Pt

pitf

pra Utitize os multiplicadores de Lagrange pava determi-

os valores miximo ¢ minimo de fsujoita ads) restri-

Gﬁ(}(aus) dadafs).

59- f(\' _v) s _tg ¥

1
60. flxp) o —
&
gl flrn ) maps Ay
g2, fx yE) 7

&3

o4,

Pl U A

. - S ‘\ . A ) -
Determine os pontos da superficie xy's = 2 que estio

tnais proximos da origem.

Cm pacote com o ormato de tma eaixa retangular pode
ser enpviado pelo correio como encomenda postal so a soma
de seu comprimento e cintuea (perfimetto da seeglio trans.
versal ortogonal ao comprimento) for de, no maximo, H8
pol. Petermine ax dimensies do pacote de major volume
gque pode ser enviado como encomenda postal,

65.

66,

DERIVADAS PARCIAIS 11 901

L pentdgono ¢ formido colocando-se um teidngulo iséy-
coles sobre im retingulo, como mostrado na ligura. Se o
pentigono tem perimetro £ fixo, determing os compri-
mentos dos lacdos do pentigono que maximiza sua drea,

Urna particukt de massa mose move sobre uma superficie
7= e Sejam e (), y o p(8) as coordenadas x e y
¢la particula no instante ¢,

{a) Determine o vetor veloeidade v e a energia cinética

(b) Determine o vetor aceleragho a.

(c) Seja g = s ";:2 o X0y = poos 0y(n0 == sen L De-
terming o vetor velogidade, » energia cindtica ¢ o
velor aceleragdo,




1. Um retfingulo com comprimento Lo largurn W e cortado e quatro vetingylg, e,
nores por duas retas paralelas aos lados, Detenmine os valores miximo ¢ lmmm0 th
sonm dos guadrados das dreas dos retfingulos menores

2. Bidlogos marinhos determinarany gue, giando um tubario detecta a presengi de Suigy,
na dpua, ¢le muda na diregfio em gue a coneentragiio e sangue anmenta s iy
mente, Com base em certos estes nadgua do mar, sabe-se gue @ coneentagio St

gue (e partes por milhiie) em um pontos Py, v pa superticie é de aproximidament,

Ol yy w02

onde x e y sio medidos em metros em coordenadas cartesianas com a fonte g o
e Cotmno origern.

(o) Klentificue ag curvas doe nivel da fungiio concentragiio ¢ esbove virios membros esun
farnilia, junto com a trajetdria que o tebarfio deve percorrer para chegar 3 fonge,
{b) Suponha que vm tabarfio esteja ne ponto (. ¥,) quando detecta a presenga de g,
gue ra dgua. Determine a equaciio da trajetdria do tubarfo eserevendo ¢ regp)-

vendo uma equagio diferencial,

HS

3. Uma longa folha de metal palvanizado de espessura w polegadas deve ser dobrady
e uma forma simétrica com 1ds lados planos para fazer tima calha, A secgiio truns-
versal & mostrada na Tigura,

{a) Determine as dimensdes para permitic a maxima vazdo, ou seji, determine ag di-
mensdes que fornecen @ maior drea da seeglo transversal,

(1 Vocé acharia melbor dobrar a folha de metal em uma calha com seegdo transver
sal sermicireular do que em uma secgiio ransversal de s lados?

s (v, vz} ot 0

80 (_.‘f. v, :{} = ()
¢ continua e R

5. Suponha que fseja uma l‘uuc;:‘-in diferencidvel de uma varidvel. Mostre que todos o8
phmm tangentes i superfivie £ = xf (w/x) se intereeptam em umn ponto comum,

4 8)~pmlm ser mlsq.)mdo para aproximar a m)lugfm de um mhtunm de c,qu:!wb-‘*
Jley) = Oegle, v = 00 As soperficies z == f{x, vy e g == glx, v} se intereeptam el
uma curva que iatercepta o plano gy 1o ponto (7, £), que ¢ a solugdio deste sistemis
Se uma aproximagio inicial (x, .} estiver proxima deste ponto, entiio oy planos
tangentes &s superficles em (v, »)) 56 interceptam em wma eta que intercepta 0
Pl Xy em um ponto G, v,), que devetia estar mais proxime de (r, ), (Compare
cont & Figura 2 na Segiio 4.8) Mostre que

902




3% M. onde £, g ¢ suas derivadas parciais 530 caleuladas em (x, y ). Se continuarmos esse

1110 da ] processo, obluremos Una sequéneia de aproximagies sucessivas (€, v).
i (b) Fot Thomas Stmpson {(1710-1761) quem formulon o métode de Newton como o
sung : conhiceemos hoje e quem o estendeu para as fungdes de duas varidvels como na .
TR s o - N T . , |
Nl]‘lid ¢ ! parte (2) (vea a biografia de Simpson na paging 474, no Volume 1), € exemplo gue
Mcly. : . ' . " " i
e say i cle dou para ilustrar o métade ol tesolver o sistema e cquagbes
S Y. i :
nente s Kby 1000 Oyt 10
' B outras palaveas, ele descobrin os pontos de inderseegiio das curvas da figura,
0 $an Litilive o método da parte (a) para determinar ag coordenacas dos pontos de ider-
seceiio com precisdio de sels cagas decimais,
5 (I.(_‘.Sﬁ;l b v
nte, ’
e san. i ‘
L resol At T 1000
; Jl \
obrady N {
it ‘ &Yy 100 .,
»lrang- ) - -
e as oli- !
e . [ S TR NP |__‘_ - e )
ANSver- 0 3 4 Y |
o : L Ayt . - e P e
7. Scaclipse xa’ -+ yE" = 1 civeunda a gireunteréneia x7 _y) = 2y, qiais B0 08 Vit
lores de a e b que nrinbmizan a drea da elipse?
- - - o 212 . =
8. Entre todos oz planos gue sfo tangentes i superficie xyz” = 1, determine 0s que estio
mais longe da origem,
odos 08
1,
a Segilo
[uagies
i et
istema.
s planos
ceptl 0
DIMPe
i
903




