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13.1]_exercicios
1

I-2 Determine o dominio das fungées vetoriais.

. ()= (tz,w— 1,V5—1)

3, df=T"2 |+'§611fj+ln(9—f)k
i+ 2

3-6 C d]CLllC os limites.

3. lir;(h {cos t,sent,t1n 1)
i

. =1 vVI+tr-1 3
4. lim ,

r=0 t t Tl
2
5. lim (e”'i + J + cos 2t k)
=0 sen’t

. -n Int
6. lim <arctg bE
P ;

7-14 Esboce o gréfico da curva cuja equagiio vetorial & dada, Indi-
que com setas a dire¢@o na qual o parimetro cresce.

r() ={, A
10. r(r) =(1 +1¢3¢t —1)

7. r{f) = (sent,1) 8.
9. r(r) = {1, cos 2t, sen 21}
I, r(r) = (sent,3,cos?) 12, r(r)=ti+tj+costk
3. r)=rFi+rj+ 7~k

{4 r(r)=cps!i__costj+_scntk _

I5-18 Encontre uma equagiio vetorial e equacBes paramétricas para
o segmento de reta que liga Pe Q.

0(1,2,3)
04,1,7)

19-24 Faga uma correspondéncia entre as equagdes paramétricas e os

15. P(0,0,0), 16. P(1,0,1), (2,3, 1)

I7 P(l;=12) 18. P(—2,4,0), o6, —1,2)

gréficos (identificados com nidmeros de I-VI). Justifique sua escolha.

19. x = cos 4, y=1t, Z = sen 4t

—4

20, = ¢, y:rz, z2=e

ox=1, y=WU1+A, z=¢
22, x=¢"cos 10t, y=e¢"senl0r, z=¢"
23, x=cost, y=sent, Z=sen 5t

24. x = cost,

y = sent{, z=1Int

25. Mostre que a curva com Lquzurocs pammctncas Xx = fco”
Yy =tsent,z = testd nocone 7> = x* + y € use esse fato para
esbocar a curva.

26. Mostre que a curva com equacOes paramélricas x = sep l
y = cosf,z = sen’t é acurva de intersecgdo das superficies

2 2
=x"ex’+ y" = 1. Use esse fato para esbogar a curva.

27. Em quais pontoq acurvar() = ti+ (2t — Ak i Intercepta o pa-
raboloide z = x* + 9

28. Em quais pontos a hélice r(f) = (sen 1, cos f, 1) intercepta a es-
ferax’ + y* + 72 = 57

/11 29-32 Utilize um computador para tragar a curva da equagdo veto-
rial dada. Escolha o dominio do parimetro e ponto de vista de forma
arevelar a verdadeira natureza da curva.

29. (1) = {cos  sen 21, sen £ sen 21, cos 2¢)
30. v(H) = (", In¢ 1)
3. r() ={r,tsent, tcost)

32. r(1) = (1,€',cos 1)

#1133, Trace a curva com equacoes paramétricas
x=(l+cosl6f)cost,y=(l+ cos 16f) sen ¢,
z=1+ cos 16¢.

Explique a aparéncia da curva, mostrando que ela estd em um cone.

\/\1 ~ P
| 34. Trace a curva com equagdes parameétricas

=1 — 0,25 cos? 10t cos ¢
=1 —0.25 cos’ 10 sen ¢

z=0,5cos 10t
Explique a aparéncia da curva, mostrando que ela estd em

uma esfera.

2

35. Mostre que a curva com equaghes paramétricas x = 1

y=1-3tz=1+¢ passa pelos pontos (1,4, 0) e (9, —8, 28)
mas nao passa pelo ponto (4, 7, —6).
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42.

g Deer mine a fungdio vetorial que representa a curva obtida pela

ecgi0 das duas superficies.
s

rox”+ ¥ = 4 e a superficie z = xy
v+ y eoplanoz=1+y

O paraboloide z= 4,\'2 + y'e o cilindro parabdlico y = X

Tcllfe 65‘30‘;611 4 mao a curva obtida pela mte:secgao do cilindro
cucuiarx +y* = 4 com o cilindro parabélico z = x*. Determine
entdo as equagbes paramétricas dessa curva e utilize um com-
putador para desenhd-la.

Tente esbogar & mio a intersecgdo do cilindro parabélico y = &
com a metade superior do elipsoide Ot ﬂ,y2 + 47 = 16. Escreva
entiio as equagdes paramétricas para a curva e utilize um com-
putador para tragd-la.

Se dois objetos viajam pelo espago ao longo de duas curvas dife-
rentes, € sempre importante saber se eles vao colidir. (Um missil
vai atingir seu alvo mével? Duas aeronaves vio colidir?) As cur-
vas podem se interceptar, mas precisamos saber se 0s objetos es-
tario na mesma posi¢do no mesmo instante. Suponha que as
trajetérias de duas particulas sejam dadas pelas seguintes fungdes
vetoriais
r ()= 7—12,7) r,(f) = (4t — 3,7,5t — 6)

para { = 0. As particulas colidem?

Duas particulas se movem ao longo das curvas espaciais
E =g ) () = (1 +2t,1 + 6,1 + 141)
As particulas colidem? Suas trajetérias se interceptam?

43.

44,

45,
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Suponha que u e v sejam fungdes vetoriais que possuem limites
quando 7 — a e seja ¢ uma constante. Demonstre as seguintes
propriedades de limites.

(a) f];ll}: [u(®) + v(r)] = Ili__n} u(f) + !li_l:ﬂ v(n)

(b) rlill: cu(f) =c¢ *1311‘13 u(?)

(e) lim [u() - v(n] = lim u(r) - lim v()

(d) lim [u() X v()] = !ljfr‘} u() X Illm V(1)

A visdo do nd de trevo apresentada na Figura 8 € correta, mas
nio muito reveladora. Use as equagdes paramétricas

x = (2 + cos 1,5t) cos t

y=1(2 + cos 1,5t) sen t

z =sen 1,5t
para esbogar & mio a curva vista de cima, deixando pequenas
falhas para indicar os pontos onde a curva se sobrepoe. Comece
mostrando que sua proje¢io sobre o plano xy tem coordenadas
polares » = 2 + cos 1,5t ¢ 8 = ¢, de forma que r varia entre
1 e 3. Mostre entdo que z tem um valor mdximo ¢ um minimo
quando a projecdo estd entre r =1 e r =3.

Quando vocé terminar o esbogo & méo livre, utilize um com-
putador para tragar a curva com o observador vendo de cima e
compare-a ao seu desenho. Trace a curva sob outros pontos de
vista. Vocé alcangard melhor resultado se tragar um tubo de raio
0,2 em torno da curva. (Utilize o comando tubeplot no Maple.)

Mostre que lim r(f) = b se e somente se para todo € > 0

t—a

existe um nimero 6 > 0 tal que

se0<It—al<é entio Ir(r) — bl <&

—113.2

DERIVADAS E INTEGRAIS DE FUNCéES)[ETORIAIS

Mais adiante neste capitulo, utilizaremos as fungtes vetoriais para descrever o movimento
dos planetas e outros objetos no espago. Vamos nos preparar aqui para desenvolver o cél-
culo com fungdes vetoriais.

DERIVADAS

A derivada r’ de uma fungio vetorial r é definida do mesmo modo como foi feito para as
fungdes a valores reais:

r(t + h) —r()
h

dr
[1] — =r'(n = lim

dt

se este limite existir. O significado geométrico dessa definigdo estd representado na Figura
1. Se os pontos P e Q tém vetores posi¢io r(r) e r(t + h), entio PQ representa o vetor
r(t + h) — r(1), que pode ser visto como um vetor secante. Se 7 = 0, o miiltiplo por es-
calar (1/h)(r(tr + h) — r(#)) tem a mesma direcéo e sentido que r(¢ + i) — r(#). Quando
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Isso mostra que podemos calcular a integral da fungfo vetorial integrando cada compo-

nente dela.

Podemos estender o Teorema Fundamental do Cédlculo para as fungdes vetoriais con-

tinuas como segue:

[ vy dt = ROI'= R(®b) - R@)

onde R é uma primitiva de r, ou seja, R'(¥) = r(). Usaremos a notagio J‘r(t) dt para as in-
tegrais indefinidas (primitivas).

EXEMPLO 5 Ser(r) = 2 costi + sentj + 2t k, entdo

Sty e = ([2 cos rar) i +( fsen v j + ( for ar)k

=2senti—costj+rk+C

onde C ¢ um vetor constante de integragdo, e

0

[132] Exercicios

2,

2

. 7r
J.Qr(t)dt=[2senti*cosrj+tzk]gﬂ= d+14+ — K
4

A figura mostra uma curva C dada pela fungio vetorial r(r).
(a) Desenhe os vetores r(4,5) — r(4)er(4,2) — r(4).
(b) Esboce os vetores
r(4,5) — r(4) r4.2) — r(4)
0,5 0.2

(c) Escreva a expressido para r'(4) e para seu vetor tangente
unitdrio T(4).
(d) Desenhe o vetor T(4).

y

(a) Faga um esbogo grande da curva descrita pela fun¢io veto-
rial r(r) = (Iz, ),0 =t = 2, e desenhe os vetores r(1), r(1,1)
encl 1) = L)

(b) Desenhe o vetor r'(1) comegando em (1, 1) e 0 compare com

0 vetor
r(1,1) = r(1)
0,1

Explique por que esses vetores estio tdo proximos um do outro
tanto em moédulo quanto em diregiio e sentido.
3-8
(a) Esboce o grifico da curva plana com a equagio vetorial dada.
(b) Determine r’'(f).
(¢) Esboce o vetor posigio r(f) e o vetor tangente r’'(f) para o valor

dado de 1.
3. r=0—-2,7+1), r=—1

4. r@)={+1,v1), t=1

5. r(f)=senti+ 2costj, t = arl4
6. r(n=¢i+e’j, £=i0
7. r(n=¢i+e"j, 1=0

8. r=(+cosHi+ (2+seni)j, t= /6

9-16 Determine a derivada da fungiio vetorial.
9. () =(tsent,r,1cos 2t

10. r(r) = (g t,sect, 1/F)

I r(n=i—j+e"k

12. r() =sen ti++V1—F~j+k

13. 1) =¢"i—j+In(l + 30k

B
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14. r(f) = atcos 3ri + b sen"(j +ccos’r k
I5. r() =a+1b + fc

16. r(t) =ra X (b +tc)

I7-20 Determine o vetor tangente unitdrio T(¢) no ponto com valor

de pardmetro ¢ dado.

17. r(0) = (61", 41", 21), t=1

18. r(r) = 4Vrii+ 7j+ 1k, t=1

19. r(1) =costi+ 3tj+ 2sen 2k, t=0

20. r(f)=2senti+ 2costj+tgrk, t= /4

21. Ser(n = (7, r’), encontre (), T, () er'(H) X r'@).

22. Ser(r) = (e, ™", 1e™), determine T(0), r'(0) e r'() - ().

23-26 Determine as equagdes paramélricas para a reta tangente a

curva dada pelas equagdes paramétricas, no ponto especificado.
. x=r, y=4¢, =7, 1,11

M. x=r—1, y=7+1, z=1+1; (-1,1,1)

25. x=¢'cost, y=e¢'sent, z=¢ " (1,0,1)

2. x=1Int, y=2v1, z=+¢; (0,2,1)

¥ 27-29 Encontre as equagdes paramétricas para a reta tangente a curva

dada pelas equagdes paramétricas, no ponto especificado. Ilustre
tragando o gréfico da curva ¢ da reta tangente em uma mesma tela.

27. x=1, y=e¢ ', z=2-7; 0,1,0)

28. x =2cost, y=2sent, z=4cos?2 (w/i,l,2)

29. x=tcost, y=t, z=tsent; (—w,m,0)

30. (a) Determine o ponto de intersecgio das retas tangentes a curva
r(r) = (sen 7rt, 2 sen rt, cos Tty nos pontos 1 = Qe t = 0,5.
(b) Tustre tragando o grifico da curva e ambas as tangentes.

31. Ascurvas r () = {1,1°, e r,(f) = (sen 1, sen 21, 1) se inter-
ceptam na origem. Determine o dngulo de intersecciio destas

com precisdo de um grau.

32. Em que ponto as curvas r={1-£3+ He r(H=3-s,
5 —2,5 se interceptam? Encontre o ingulo entre elas no ponto

de intersecgio, com precisio de um grau.

33-38 Calcule a integral.

33

34.

35.
36.
37.

38.

39.
40.
41.
42.
43,
44,

45,

46.

47.

48,

49.

50.

51.

J'{'}(Jﬁr‘i — 97§ + 25/'k) dr

R 4 . 2t
-ln ( j = k) dt

1+ £ I+

virf2

|0 (3 sen’tcos i+ 3sent cosztj + 2sentcos tk) g
5/ R )

;] i+ tvt—1j+ tsenwtk) dr
[i+2ej+mekyar

[ (cos mti + sen 7t j + 1 k) dr

Encontre r(f) se r'(f) = 2¢i + 3t2j +rke r(l)=j+ 5
Encontrer(f) ser'(t) = ri+¢'j + te'ker(0) = i FJ % 4
Demonstre a Férmula 1 do Teorema 3.

Demonstre a Férmula 3 do Teorema 3.

Demonstre a Férmula 5 do Teorema 3.

Demonstre a Férmula 6 do Teorema 3.

Seu(n) = (sent,cos t, ) e v() = {t, cos 1, sen 1), use a Formy.
la 4 do Teorema 3 para encontrar

5; [u(r) - v(1)]

Se u e v sd0 as fungdes vetoriais no Exercicio 45, use a Férmu-
la 5 do Teorema 3 para encontrar

d
— [u(n) X v(1)]
di
Mostre que se r € uma fungiio vetorial tal que exista r”, entio

£ [r(n) X r'(1)] = () X (1)
di
Determine uma expressio para <. [u() - (vi) X w0l
dt

Se r(f) # 0, mostre que A [r(n)| = e, r() - r'(D).
dt [r ()l

[Sugestdo: ()’ = r(1) - r(1)]

Se uma curva tem a propriedade de o vetor posig¢io r(/) estar
sempre perpendicular ao vetor tangente r'(7), mostre que essd
curva estd em uma esfera com o centro na origem.

Seu(®) = r() - [r'(5) X r'(1)], mostre que

u'(t) = r(0) - [r'(f) X r"(0)]
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(ERIFICACAO  DE CONCEITOS

0 que € uma fungfio vetorial? Como calcular sua derivada
e sua integral?

Qual a relagio entre fungGes vetoriais e curvas espaciais?

2.
Como achar o vetor tangente a uma curva lisa em um
3. , . 7.
ponto? Como achar a reta tangente? Como determinar o
yetor tangente unitario?
4 Seuey sdo fungoes vetoriais diferenciaveis, ¢ € um es-
calar e f€ uma funciio real, escreva as regras para derivar
as seguintes fungdes vetoriais: 8.
(@u@ + v (b) cu(r) () f(Du()
(du) v (e)u@® X vy Hu(f0)
5. Como achar o comprimento de uma curva espacial dada
pela fungéo vetorial r()? g
6. (a) Qual a defini¢dio de curvatura?
(b) Escreva a férmula para curvatura em fungéo de r'(7)
e T'(5).
TESTES VERDADEIRO-FALSO
Determine se a afirmagio € falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, ex- 6.
plique por qué; caso contrdrio, explique por que ou dé um exemplo
que mostre que é falsa. 7.
; curva com equagdo vetorial r{(f) =1 i rj r'ké
. A quacio vetorial 1-%-21‘]—%311(
uma reta. 8.
. erivada da fungdo vetorial é obtida derivando cada
2. A derivada da funci ial é obtida derivando cad 9.
componente da fun¢do.
10
3. Seu(r) e v(1) sdo funcgdes vetoriais diferencidveis, entio
d _
— ) X v(H] =u'(®) X v'(r) 1.
dt
4. Se r(#) é uma fungio vetorial diferencidvel, entio
12

d
—Ir(n] = Ir'(nl
dt

Se T(r) é o vetor tangente unitdrio de uma curva lisa, entéo
a curvatura é k = | dT/dt].

(c) Escreva a férmula para curvatura em fungéo de r'()
v

(d) Escreva a formula para curvatura de uma curva plana
com equagio y = [(x).

(a) Escreva as formulas para os vetores normal ¢ binor-
mal de uma curva lisa espacial r(s).

(b) O que € o plano normal de uma curva em um ponto?
E o plano osculador? O que € o circulo osculador?

(a) Como determinar a velocidade, a velocidade escalar e
a aceleragiio de uma particula que se move ao longo de
uma curva espacial?

(b) Escreva a aceleragfio em termos de suas componentes
tangencial e normal.

Quais séo as leis de Kepler?

O vetor binormal € dado por B() = N(#) X T().

Suponha que fseja duas vezes continuamente diferencid-
vel. Em um ponto de inflexéo da curva y = f(x), a curva-
tura € 0.

Se k = 0 para todo 7, a curva é uma reta.

Se [r(1)| = 1 para todo ¢, entdo |r'(f)| ¢ uma constante.

. Se |r()| = 1 para todo 1, entdo r'(¢) é ortogonal a r(7) para

todo 1.

O circulo osculador de uma curva C em um ponto tem o
mesmo vetor tangente, vetor normal e curvatura que C na-
quele ponto.

. As parametrizagdes diferentes de uma mesma curva re-

sultam em vetores tangentes idénticos em um mesmo
ponto da curva.
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EXERCICIOS

(a) Esboce a curva com fungio vetorial
r(t) =i+ cos 7t j + sen 7t k
(b) Determine r'(7) e F(1)

Sejar(t) = (V2 —1, ('~ 1)/t In(t + 1 ).
(a) Determine o dominio de r.

(b) Determine lim _ r(n).

(¢) Determine r'().

Determine a funciio vetorial que representa a curva obtida
pela intersec¢do do cilindro x> + ¥ =16 com o plano
x+z=35,

Determine as equagaes paramétricas da reta tangente
acurva x = 2 sen L,y =2sen2t,z=2sen 3tno pon-
to (1, \/5, 2). Desenhe a curva e a tangente em uma
mesma tela.

Ser(t) =7i+ tcos mt j + sen mt k, calcule ’:) r(1) dr.

Seja C a curva com equagdes x = 2 — 13,‘): =2 = 1
z = In . Determine (a) o ponto de intersecgiio de C com
o plano xz, (b) as equagoes paramétricas da reta tangente
em(1,1,0)e(c)uma equagio para o plano normal a €' em
(1, 150).

Utilize a Regra de Simpson com n = 6 para estimar o
comprimento do arco da curva com equagio x = £,
y=13,zzr4,OS!S3.

Determine o comprimento da curva r(s) = (2{3’2, cos 21,

sen2n,0=<7<|,

Ahélice r (1) = cos ti + sen 1j + ¢k intercepta a curva
r(O=(1+ni+ fzj + ' kno ponto (1,0, 0), Determine
0 angulo de interseccio dessas curvas.

- Reparametrize a curva r(f) = e'i + ¢'sen 1j+e'costk

em relagiio ao comprimento do arco de curva medido a
partir do ponto (1,0, 1) na dire¢do crescente de .

. Para a curva dada por r(t) = <[7 f3, '; 2, f>, determine

(a) o vetor tangente unitdrio, (b) o vetor normal unitirio e
(c) a curvatura,

. Determine a curvatura da elipse x = 3 cos ¢,y = 4 sen ¢

nos pontos (3,0) e (0, 4).

4
. Encontre a curvatura da curvay = x" no ponto (1, 1),

. Determine uma equagdo do circulo osculador da curva

4 2 . ‘e P
Y = X'— x"naorigem. Faga o grifico da curva e do eir-
culo osculador,

- Determine uma equagdo do plano osculador da curva
X =sen2t,y=t,z=cos?2tno ponto (0, a7, 1).

16. A figura mostra a curva € tragada por uma Particy], d
0

20.

21.

vetor posi¢iio r(r) no instante ¢,
(a) Desenhe o vetor que representa a velocidade még;
. ; a
particula no intervalo de tempo3<st=<3>
(b) Escreva a expressiio para a velocidade v(3).
(¢) Escreva uma expressdo para o vetor tangente Unig,.
drig
T(3) e desenhe-o.

Ay

y

- Uma particula se move com funcdo posicio

r()=tlnri+1j+ ¢ " k. Determine a velocidade, 5
velocidade escalar e a aceleragio da particula,

Uma particula comega sua trajetoria na origem com ve-
locidade inicial i — J + 3k. Sua aceleragéo &
a(t) = 6ti + 127 j — 61 k. Determine sua fungiio posigdo,

- Um atleta arremessa um disco em um éngulo de 45° em

relacdo & horizontal com velocidade escalar inicial de
13 m/s. Ela deixa sua miio a 2 m acima do chio.
(a) Onde estd o disco 2 segundos depois?
(b) Qual a altura maxima que o disco atinge?
(¢) Onde o disco atinge o chiio?
Determine as componentes tangencial e normal do vetor
aceleragdo de uma particula que se move com velor posicio
r()=ti+2j+Fk
Um disco de raio 1 estd girando no sentido anti-hordrio
com uma velocidade angular constante . Uma particula
inicia no centro do disco e se move em direciio as bordas
em uma dire¢io radial fixa de forma que sua posigdo no
instante 7, 1 = 0, é dada por r(t) = (R(f), onde
R(t) = cos wti + sen tj
(a) Mostre que a velocidade v da particula é
V=coswri+ senwtj + rv,

onde v, = R'(1) é a velocidade do ponto na borda

do disco.
(b) Mostre que a aceleragdio a da particula é

a=2v +ra
d d
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12.

onde a, = R"(#) € a aceleragdo na borda do disco. O
termo extra 2v € chamado aceleragdo de Coriolis; ele
¢ o resultado da interag@o entre a rotacdio do disco e o
movimento da particula. Podemos obter uma demons-
tragdo fisica dessa aceleragiio andando em direcdo a
borda de um carrossel.

(c) Determine a aceleragio de Coriolis de uma particula
que se move em um disco rodando segundo a equagio

r(f) = ¢ ‘coswti+ e 'sen wi j

No projeto das curvas de transferéncia, usadas para ligar

trechos retos dos trilhos de uma linha férrea, € importante

entender que a aceleragio do trem deve ser continua de
modo que a forga de reagiio exercida pelo trem no trilho
seja também continua. Por causa das férmulas obtidas na

Secfio 13.4 para as componentes da aceleragio, este sO

serd 0 caso se a curvatura variar de modo continuo.

(a) Um candidato légico a curva de transferéncia para jun-
tar dois trilhos existentes dados por y = 1 parax < 0
ey = V2 — x para x = 12 poderia ser a fung¢do
F(x) =1 — 22,0 <x < IN2, cujo gréfico € o arco
de circulo mostrado na figura. A primeira vista, parece
razodvel. Mostre que a fungio
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1 sex=1()
F)={ V1l -2 se0<x<IW2
V2 —x SGxBl/W/Z_

é continua e tem derivada continua, mas néo tem cur-
vatura continua, Assim, f ndo ¢ uma curva de transfe-
réncia adequada.

7~ (b) Determine um polindmio de quinto grau para servir
de curva de transferéncia entre os dois segmentos de
reta:y = Oparax < 0ey = x parax = 1. Poderfamos
utilizar um polindémio de quarto grau? Use uma cal-
culadora gréfica ou computador para esbogar o gréfico
da fungio “conectada” e verifique que ele se asseme-
lha ao da figura.

y y
— y=Fx) W=
curva de
y=0 transferéncia
0 i x 0 1 X
V2
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FIGURA PARA O PROBLEMA 3

Uma particula P move-se com velocidade angular constante w em tory,,
circulo com centro na origem e raio R. A particula é dita estar em movimepy,, Ci:' Un,
uniforme. Suponha que o movimento seja no sentido anti-horrio € que 4 Culg,
cula esteja no ponto (R, 0) quando ¢ = 0. O vetor Posi¢do no instange 3 Lpal‘li‘
r(t) = Rcos wti + R sen wt j. ¢
(a) Determine o vetor velocidade v e mostre que v - r = 0. Conclua que v é tange

ao circulo ¢ tem sentido igual ao do movimento. Nte
(b) Mostre que a velocidade escalar |v| da particula é a constante wR. O Periog,

particula ¢ o tempo necessdrio para que a particula complete uma volta. Concly, 4
A Que
_ 2mR 27w
[v] @

(¢) Encontre o vetor aceleragio a. Mostre que ele é proporcional ar e que aponty Mg
a origem. Uma aceleragiio com essa propriedade é chamada aceleragdo cey, .
peta. Mostre que o médulo do vetor aceleragio é |a| = Rw®.

(d) Suponha que a particula tenha massa m. Mostre que o mddulo da forga F que ¢ ne.
cessdria para produzir esse movimento, denominada forca centripeta, é

m|v|*

R

|F| =

Uma curva circular de raio R em uma autoestrada ¢ inclinada em um angulo de ¢ e
modo que um carro possa passar pela curva sem derrapar quando nio existe atrito enge
a estrada e os pneus. A perda de atrito ocorre, por exemplo, se a estrada estd cobert
com uma fina camada de dgua ou de gelo. A velocidade escalar nominal U, associada a
uma curva € a velocidade escalar méxima que o carro pode atingir sem derrapar. Supo-
nha que um carro de massa m esteja transpondo a curva com a velocidade escalar no-
minal v,,. Duas for¢as estardo agindo sobre o carro: a forga vertical, mg, devido ao peso
do carro, e uma forga F exercida pela estrada, perpendicular a ela (veja a figura).

A componente vertical de F equilibra o peso do carro, de forma que
IF| cos & = mg. A componente horizontal de F produz uma forga centripeta no
carro de forma que, pela Segunda Lei de Newgon e pela parte (d) do Problema 1,

mu,

|F| = sen 6

(a) Mostre que U; = Rgtg 0.

(b) Determine a velocidade escalar nominal associada a uma curva circular de raio
120 m que ¢ inclinada em um angulo de 12°.

(¢) Suponha que os engenheiros projetistas queiram manter a inclinagdo em 12°, mas
desejem aumentar a velocidade escalar nominal em 50%. Nesse caso, qual deve
ser o raio da curva?

Um projétil ¢ disparado da origem com um dngulo de elevagio o e velocidade esca-
lar inicial v,. Supondo que a resisténcia do ar seja desprezivel e que a tinica forca que
age sobre o projétil seja a gravidade, g, foi mostrado no Exemplo 5 da Segéio 13.4 que
o0 vetor posigio do projétil é

r(f) = (v,cos a)ti + [(v, sen a)r — ';gtzlj

Também foi mostrado que o alcance médximo do projétil ocorre quando o = 45° €,

nesse caso, o alcance é R = vj/g.

(a) Qual € o angulo no qual o projétil deve ser disparado para atingir a altura maxima
¢ qual ¢ essa altura?

(b) Fixe uma velocidade escalar inicial v, € considere a pardbola 2+ 2Ry — =0,
cujo gréfico € exposto na figura. Mostre que o projétil pode atingir qualquer alvo

_—
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de un dentro ou na fronteira da regidio limitada pela pardbola e pelo eixo x, e que o pro-
reulq, jétil niio pode atingir nenhum alvo fora dessa regifo.
Partj, (¢) Suponha que o langador do projétil tenha um dngulo de elevagio « quando pirando
=0¢ um alvo que esteja suspenso a uma altura 4 diretamente acima de um ponto D urii-
dades 2 frente. O alvo é solto no instante em que o projétil é lancado. Mostre que
1gente o projétil sempre atinge o alvo, independentemente da velocidade v, desde que o
projétil ndo atinja o solo “antes™ de D.
1(:&7;1?1: 4. (a) Unj projétil é disparado a partir fla origem em dire¢io a um plano inclinado para
baixo em um dngulo ¢ com a horizontal. O dngulo de elevacio do langador e a ve-
locidade escalar inicial do projétil sdo respectivamente @ e v,. Encontre o vetor
posicdo do projétil e as equagdes paramétricas da trajetoria do projétil como fun-
a pary ¢Oes do tempo t. (Despreze a resisténcia do ar.)
centri. (b) Mostre que o 4ngulo « de elevagio que vai maximizar o alcance do projétil no
plano inclinado é a metade do dngulo entre o plano e a vertical.
& ¢ ne- (c) Suponha que o projétil seja langado sobre um plano inclinado para cima cujo dngulo
de inclinagfio é 0. Mostre que, a fim de maximizar o alcance (ladeira acima), o pro-
FIGURA PARA O PROBLEMA 4 jétil deverd ser disparado em dire¢iio & metade do dngulo entre o plano e a vertical.
(d) Em um artigo apresentado em 1686, Edmond Halley resumiu as leis da gravitagio
e do movimento de projéteis e as aplicou a artilharia. Um dos problemas propos-
e fde tos por ele envolvia disparar um projétil para atingir um alvo a uma distincia R em
) entre um plano inclinado para cima. Mostre que o ingulo no qual o projétil deve ser
oberta disparado para atingir o alvo, mas usando a menor quantidade de energia, € o
riada a mesmo que o dngulo da parte (c). (Use o fato de que a energia necessdria para dis-
Supo- parar o projétil é proporcional ao quadrado da velocidade inicial, assim, minimi-
lar no- zar a energia equivale a minimizar a velocidade inicial.)
Hipesd o _ 5. Uma bola rola de uma mesa com uma velocidade escalar de 0,5 m/s. A mesa tem
2 que "\\ » 1,2 m de altura. ‘
2ta no N oLe (a) Determine o ponto no qual a bola atinge o solo e encontre sua velocidade escalar
nal, \ // no instante do impacto.
(b) Encontre o dngulo @ entre a trajetdria da bola e a reta vertical que passa pelo ponto
FIGURA PARA O PROBLEMA 5 de impacto (veja a figura).
(¢) Suponha que a bola repique no solo no mesmo dngulo com o qual ela o atinge, mas
que perca 20% de sua velocidade escalar em virtude da energia absorvida no im-
le raio pacto. Onde a bola atinge o chdo no segundo repique?
5 fiigs 6. Determine a curvatura da curva com equagdes paramétricas
| deve x= f; sen (—15 70%) do y= J(: cos ('; wﬁz) peli]
i 7. Seum projétil & disparado com dngulo de elevagio a e velocidade escalar inicial v,
esea as equagdes paramétricas de sua trajetoria sao
e = ey = N .
4 que x = (v cos a)t y =(vsena) — 5 gt
(Veja o Exemplo 5 na Segéo 13.4.) Sabemos que o alcance (distdncia horizontal per-
corrida) é maximizado quando e = 45°. Qual valor de @ maximiza a distincia total
55 g percorrida pelo projétil? (Dé sua resposta com precisio de um grau.)

8. Um cabo tem raio r e comprimento L e estd enrolado, sem sobreposicdo, em um carre-
4xima tel de raio R. Qual é o menor comprimento ao longo do carretel que ¢ coberto pelo cabo?
2_0,
ralvo
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