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EQUACAO DA ESFERA Uma equagio da esfera de centro C(h, k, [) e raio r é
G-R+0-B+e@-)=/
Em particular, se o centro é a origem O, a equagiio da esfera é

X2+y2+Z2:r2

EXEMPLO 5 Mostre que X+ v+ 7+ dx — 6y + 2z + 6 = 0 € a equagio de umgy es

fer
e encontre seu centro € raio. d

S0LUGA0 Podemos reescrever a equagio dada na forma da equagiio de uma esfera go com
pletarmos os quadrados: 2 |
EHa+D+0 -6+ +ET+22+1)=—6+4+9+1
G+ + =3+ (@ +1)’=8

Comparando essa equagiio com a forma-padrio, vemos que esta é a equagdo de umg 5
fera com centro (—2, 3, —1) e raio V8 = 2v2. .

EXEMPLO 6 Que regido de R’¢ representada pelas seguintes inequagdes?
l<x2+y2+z2S4 z<0
SOLUCAO A's inequagdes
I<sX+y+7<4
podem ser reescritas como

1svV2+y+22<2

e, portanto, representam os pontos (x, y, z) cuja distancia a origem ¢ pelo menos 1 e, no
mdximo, 2. Mas nos foi dado também que z < 0, estando os pontos, portanto, abaixo do
plano xy. Assim, a inequag@o dada representa a regifio que estd entre as (ou nas) esferas
X+ y+ 7 =1lex +y + 7 = 4esob (ousobre) o plano xy. O esbogo da regido estd

FIGURA 11

apresentado na Figura 11. 0
ﬂ 21| EXERCICIOS
I. Suponha que, a partir da origem, vocé tenha percorrido uma dis- 6. (a) O que a equagiio x = 4 representa em R*? E em [R*? Tlustre

tancia de quatro unidades ao longo do eixo x no sentido posi-
tivo e entdo uma distancia de trés unidades para baixo. Quais as
coordenadas de sua posicéo atual?

com esboc¢os.

(b) O que a equagio y = 3 representa em R*? O que z = 5 1¢-
presenta? O que o par de equagdes y =3 ez =5 representa?
Em outras palavras, descreva o conjunto de pontos (x, Y 2)

2. Esboce os pontos (0, 5, 2), (4,0, —1),(2,4,6) e (I, —1,2) em )

um mesmo conjunto de eixos coordenados. faig quey = e 2= 3.Insie com nm.sshego.
3. Qual dos pontos estd mais préximo do plano xz: P(6, 2, 3) 7-8 Encontre os comprimentos dos lados do triangulo PQR. Ele ©

ia A 2E is6 59

O(—=5, —1,4) ou R(0, 3, 8)? Qual ponto pertence ao plano yz? amtGng o EeAngler E sosceles)
4. Quais sdo as proje¢des do ponto (2, 3, 5) nos planos xy, yz e xz? T PG,=2,=3, Q0,60 K21

Desenhe uma caixa retangular que tenha vértices opostos na ori- 8. P(2,—1,0), 04,1,1), R#4,-5,4

gemeem (2,3,5) e suas faces paralelas aos planos coordenados. . _

N ‘e tod fypfes orsad i toter s . o 9. Determine se os pontos estdo em uma mesma reta.

omeie todos os vértices da caixa. Determine o comprimento da
diagonal dessa caixa ' () 4@2,4,2). B 7, 2 Blletia)
‘ | (b) DO, 5,5, E1,-2.4), F(3,4,2)
5. Descreva e esboce no R*a superficie representada pela equagéo . o . tes.
10. Determine a disténcia entre (3,7, —5) e cada um dos seguint

x+y=2.

(a) Plano xy

(b) Plano yz




L S€ Copy,.

s 1 e, no
vaixo do
) esferas
80 estd

O

7 Tlustre

= 5re-
resenta’
(x,y,2)

R. Ele é

gumtes-

(d) Eixo x

©) Plano xz
(f) Eixo z

(6) Eixoy
Determine uma equacdo da esfera com centro em (0, 1, —1) e

caio 4. Qual ¢ a intersecgdo dessa esfera com o plano yz?

Determine uma equagéo da esfera com centro em (2, —6, 4) e raio
5. Descreva sua intersecgdo com cada um dos planos coordenados.

Determine uma equagido da esfera que passa pelo ponto
(4,3, —1) e tem centro em 3,8, 1).

Determine uma equacdo da esfera que passa pela origem e tem

14.

centro em (1,2, 3).
{5.18 Mostre que a equagdo representa uma esfera e determine seu
centro € 1aio.
15. x2+y2+22— 6x + 4y — 2z =11
16, X+ Y+ =4x -2

17 2y +d=x+y+z

18, 4’ + 4y’ + 47— 8x + 16y = |

19. (a) Demonstre que o ponto médio do segmento de reta que liga
Pl('xl’yl’ Zl) a Pz(xz’yz7 Zz) é

xl+x2’yl+y2,zl+22
2 2 2
(b) Determine os comprimentos das medianas do tridngulo com

vértices em A(1,2,3),B(—=2,0,5) e C4,1,5).

20. Encontre uma equacdo de uma esfera que tenha um diimetro
com extremidades dadas por (2, 1,4) e (4, 3, 10).

21. Encontre equagdes das esferas com centro em (2, —3, 6) que to-
quem (a) o plano xy, (b) o plano yz e (c) o plano xz.
22. Determine uma equag@o da maior esfera com centro em (5, 4, 9)

contida no primeiro octante.

23-32 Descreva em palavras a regido de R’ representada pela equa-

¢80 ou inequagio.

23 y=—4 24. x=10
25, x>3 26. y=0
27. 0<s;<6 28. 7 =1
29. ¥+ + <3 30. x=¢
3. ¥4 7 <9 2. X +y +7>2

VETORES E A GEOMETRIA DO ESPACO ||| 733

33-36 Escreva inequagdes para descrever a regifio dada.
33. Aregido entre o plano yz e o plano vertical x = 5.

34. Ocilindro sélido que esta sobre ou abaixo do plano z = 8 e sobre
ou acima do disco no plano xy com centro na origem e raio 2.

35. A regido constituida em todos os pontos entre (mas nio sobre)
as esferas de raio r e R centradas na origem, onde r < R.

36. O hemisfério superior sélido da esfera de raio 2 centrada

na origem.

37. A figura mostra uma reta L, no espago e uma segunda reta L,,
que € a projecdo de L, no plano xy. (Isto é, os pontos de L, estdo
diretamente abaixo ou acima dos pontos de L,.)

(a) Determine as coordenadas do ponto P da reta L.
(b) Localize no diagrama os pontos A, B e C onde a reta L, in-
tercepta os planos xy, yz e xz, respectivamente.

38. Considere os pontos P tais que a distdncia de P a A(—1, 5, 3)
seja o dobro da distdncia de P a B(6, 2, —2). Mostre que o con-
junto desses pontos é uma esfera e determine seu raio e centro.

39. Determine uma equagio para o conjunto de pontos equidistan-
tes dos pontos A(—1, 5, 3) e B(6, 2, —2). Descreva o conjunto.

40. Determine o volume do sélido que estd contido em ambas

as esferas
eyt A —2+4z+5=0

e Y+y+7=4
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—|T,|cos 50° + IT,|cos 32° =

IT, [sen 50° + IT,|Isen 32° = 980

Isolando |T,| na primeira equagdo e substituindo na segunda, temos
[T, |cos 50°
e

IT,[sen 50° + en 32° = 980
cos 32°
Ou seja, os médulos das tensdes sio
980
IT,| = ~ 839 N

sen 50° + tg 32° cos 50°

[T, |cos 50°

€ IT2| = ~ 636 N
cos 32°
Substituindo em (5) e (6), obtemos os vetores tensio
T, ~ —539i + 643 j T, ~ 5391 + 337 j (
EXERCICIOS
- _— 1
. Quais das seguintes grandezas sdo vetoriais ou escalares?
Explique. / \ w
(a) O custo de um bilhete de cinema
(b) A correnteza em um rio 6. Copie os vetores na figura e use-os para desenhar os seguin-
(¢) A trajetdria inicial do voo entre Houston e Dallas tes vetores.
(d) A populagiio mundial @ a+b () a=b
() 2a (d —5b

2. Qual a relagdo existente entre o ponto (4, 7) e o vetor (4, 7)?

(e) 2a+b # b-—3a
Faga um esbogo ilustrativo.

3. Indique os vetores iguais no paralelogramo mostrado.

A B a b

]

E
7-12° Determine o vetor a com representagéio dada pelo segmento de
—> >
reta orientado AB. Desenhe AB e o equivalente com inicio na origem.
D c 7. A(2,3), B(—2,1) 8. A(-2,-2), B(5,3)
4. Bscreva cada combinagio de vetores como um tinico vetor. 9. A(-L3), BQ2,2) 10. A2, 1), 5(0, 6)
— b —> —
@ PQ+ OR ) RE+RS I AQ0,3,1), B@2,3,-1) 12. A@4,0,-2), B@&4,2,1)
() OS—PS (d) RS + SP + PO
0 13-16 Determine a soma dos vetores dados e ilustre geometricamente.
\
P 13. (—1,4), (6,-2) 14. (=2,-1), (5,7
15. (0,1,2), (0,0, —3) 16. (—1,0,2), (0,4,0) ‘
s ——— 1
s 17-20 Determine a + b,2a + 3b, |al e |a — b]. ‘

R

5. Copie os vetores na figura e use-os para desenhar os seguin- 17. a=(,-12), b=(=3,-6) ‘

tes vetores. 18. a=4i+j, b=1i-2j
(@ u+tyv (b) u—v C. g

19. a=i+2j— 3k, b= -2i—j+ 5k
© v+w d w+v+u

20. a=2i—4j+4k, b=2j-k
e S
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5,3)

4,2,1)
camente.
)

L, 0)

ermine O vetor unitdrio com mesma direc@o e sentido que

s !
0 vetor dado-
| 3+ 7] 22. (—4,2,4)
2 .
2 8 jtae
Ache um vetor que possui a mesma dire¢do e 0 mesmo sentido
24. it (2o 4,2), mas tem comprimento 6.

25. ¢

26.

27.

v estd no primeiro quadrante e faz um angulo de 7/3 com o
eix0 X positivo e [v] = 4, ache as componentes de v.

Se uma crianga puxa um trené na neve com forga de 50 N a um
angulo de 38° com relag@o a horizontal, ache as componentes
d

porizontal e vertical da forga.

Um quarterback joga uma bola de futebol americano com én-
gulo de elevagdo 40° e velocidade escalar 20 m/s. Encontre as

componentes horizontal e vertical do vetor velocidade.

28-29 Encontre 0 maédulo da forga resultante e o dngulo que ela faz

com O €ixo X positivo.

28. 29.
.y
200 N
300 N 60°
- 5
0 X

30. Velocidades tém médulo, direc@o e sentido, sendo portanto ve-

31.

tores. O médulo de uma velocidade é chamado velocidade esca-
lar. Suponha que esteja ventando na dire¢do N45°W a uma
velocidade de 50 km/h. (Isso significa que a dire¢do da qual estd
ventando estd 45° a oeste da direg@io norte.) Um piloto estd vi-
rando seu avifio na dire¢do N60°E a uma velocidade relativa (ve-
locidade em ar parado) de 250 km/h. O curso verdadeiro ou
trajetdéria do avido é a diregéo da resultante dos vetores veloci-
dades do avido e do vento. A velocidade escalar em relagdo ao
solo do avido é o médulo da resultante. Determine o curso real e
a velocidade escalar em relagdo ao solo do avido.

Uma mulher anda em diregdo ao oeste no tombadilho de um
navio a 5 km/h. O navio estd se movendo em dire¢do ao norte
com velocidade escalar de 35 km/h. Determine a velocidade es-
calar e a dire¢do da mulher em relacdo a superficie da dgua.

2. Cordas de 3me 5 m de comprimento sdo atadas a decorag¢do

natalina suspensa sobre uma praga. A decoragdo tem massa de
5 kg. As cordas, atadas em diferentes alturas, fazem angulos
de 52° ¢ 40° com a horizontal. Determine a tensdo em cada fio e
0 mdédulo de cada tensdo.

N 40°
520

3m 5m

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.
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Um varal de roupas é estendido entre dois postes, 8 m distantes
um do outro. O fio do varal estd bastante esticado, de forma a ser
considerado horizontal. Quando uma camisa molhada com
massa de 0,8 kg é pendurada no meio do varal, esse ponto cen-
tral é deslocado para baixo em 8 cm. Determine a tensido em
cada metade do varal.

A tensdo T em cada extremidade da corrente tem um mdédulo de

25 N. Qual o peso da corrente?

N 7
N A

b Fa
37° )N //i 37

R
g
N

Encontre os vetores unitdrios que séo paralelos a reta tangente a

pardbola y = x* no ponto (2, 4).

(a) Encontre os vetores unitdrios que sdo paralelos a reta tan-
gente a curva y = 2 sen x no ponto (7/6, 1).

(b) Encontre os vetores unitarios que sdo perpendiculares a
reta tangente.

(c) Esboce a curva y = 2 sen x e 0s vetores nas partes (a) e (b),
todos comegando em (7/6, 1).

Se A, B e C sdo vértices de um tridngulo, determine

—> —> —>

AB + BC + CA.

Seja C o ponto no segmento de reta AB que estd duas vezes mais

- > —>
longe de B do que de A. Sea = OA,b = OB e ¢ = OC, mostre
que ¢ = %a+ %b.

(a) Desenhe os vetores a = (3,2),b = (2, —l)ec = (7, 1).

(b) Mostre, por um esbogo, que existem escalares s e ¢ tais que
¢ =sa+ th.

(c) Use o esbogo para estimar os valores de s e 1.

(d) Determine os valores exatos de s e 7.

Suponha que a e b sejam vetores ndo nulos, ndo paralelos e que
¢ seja um vetor pertencente ao plano determinado por ae b. Dé
um argumento geométrico para mostrar quer ¢ pode ser escrito
como ¢ = sa + (b para uma escolha conveniente de s e ¢. Depois
dé argumentos usando componentes.

Ser = (x,y,2) er, = (X, ¥, %,)» descreva o conjunto de todos
o0s pontos (x, y, z) tal que |r — rUI =1.

Ser = (x,y),r, = (x,y)er, = (x,,y,), descreva o conjunto de
todos os pontos (x, y) tal que |r —r,| + |r — r,| =k, onde
k> r, —r,l.

A Figura 16 fornece uma demonstragéo geométrica da Proprie-
dade 2 dos vetores. Use as componentes para dar uma demons-
tragdo algébrica desse fato no cason = 2.

Demonstre a Propriedade 5 dos vetores algebricamente para
n = 3. Use entfo a semelhanca de tridngulos para fazer uma de-

monstra¢do geométrica.
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45. Utilize vetores para demonstrar que uma reta unindo os pontos
médios de dois lados de um tridngulo é paralela ao terceiro lado
e tem metade de seu comprimento.

46. Suponha que os trés planos coordenados sejam todos espelhados
e que um raio de luz dado pelo vetor a = {(a,, a,, a,) atinja pri-
meiro o plano xz, como mostrado na figura. Use o fato de os 4n-
gulos de incidéncia e de reflexdo serem iguais para mostrar que
a diregdo do raio refletido é dada por b = {a,, —a,, a,). Deduza
que, apds ser refletido em todos os trés espelhos perpendicula-

res, o raio resultante é paralelo ao raio inicial. (Cientistas norte-
-americanos usaram esse principio, juntamente com um feixe de
laser e um conjunto de espelhos em cantoneira na Lua, para cal-
cular de modo preciso a distancia da Terra a Lua.)

— 12.3 O PRODUTO ESCALAR

Até aqui aprendemos a somar os vetores e multiplica-los por um escalar. A seguinte ques- |
tdo surge: € possivel multiplicar dois vetores de modo que o valor resultante seja de algumg |
utilidade? Um desses produtos é o produto escalar, cuja defini¢do vem a seguir. O outro ¢
o produto vetorial, que serd discutido na proxima segéo.

| I'| DEFINICAO Se a = (a,,a,,a,ye b = (b, b,, b)), entio o produto escalar de a e
b ¢é o nimero a - b dado por

a-b=ab, +ab,+apb,

Assim, para achar o produto escalar de a por b multiplicamos as componentes corres-
pondentes e somamos. O resultado ndo é um vetor. £ um niimero real, isto ¢, um escalar,
por isso o nome produto escalar. O produto escalar também é conhecido como pro-
duto interno. Apesar de a defini¢@o ter sido dada para os vetores tridimensionais, o pro-
duto escalar para os vetores bidimensionais é definido de forma andloga:

(a,,a,) - (b,,b,) =ab, + a,b,
EXEMPLO |
(2,4)- (3, —1) =2(3) + 4(—1) =2
(—1,7,4) (6,2, = 3) = (=1)(6) + 7(2) + 4(—3) = 6
(i +2j—3k) - 2j — k) = 1(0) + 2(2) + (—3)(—1) =7 D

O produto escalar obedece a muitas das regras que valem para o produto de ndmeros
reais. Esse fato é apresentado no seguinte teorema. \

[_T_| PROPRIEDADES DO PRODUTO ESCALAR Se a, b e ¢ sdo vetores em Vz e céumes-
calar, entdo

l.a-a=|al? 2.a‘b=b-a
3.a(b+c¢c)=a-b+a-c 4. (ca)-b=c(a-b)=a-(cb)
5.0-a=Q
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Se a unidade de comprimento é o metro ¢ a for¢a ¢ medida em newtons, o trabalho reali-

zado € de 36 joules.

EXEMPLO 8 Uma for¢a dada pelo vetor F = 3i + 4j + 5k move uma particula do ponto
F P(2,1,0) para o ponto Q(4, 6, 2). Determine o trabalho realizado.

S0LUGRO O vetor deslocamento é D = P_Q> = (2, 5, 2); portanto, utilizando a Equagdo 12, 0
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W=F-D = |F||D| cos 35°
= (70)(100) cos 35° = 5734 N-m = 5 734 ]

W:FD:<3,455><2’5’2>
=6+20+ 10 =36

!

EXERCICIOS

|. Quais das seguintes expressdes tém significado? Quais ndo
fazem sentido? Explique.

(@) (@a-b)-c (b) (a-b)e
() lal(b-c) (d a-(Mb+c
() a-b+ec ® lal - +¢)

2. Determine o produto escalar de dois vetores cujas normas sejam
. 1 a .
respectivamente 6 e e tal que o dngulo entre eles seja /4.

3-10 Determine a - b.

3. a=(-2,3), b =(-5,12)

4 a=(34), b=(-8-3)

5. a=(5,0,-2), b= (3, -1, 10)
6. a=(s,2s,3s), b = {t, —t,50)

1 a=i-2j+3Kk, b = 5i + 9k

8 a=4j—3k,  b=2i+4j+06k
9. lal =6, |bl =35, eoanguloentreaeb é2m/3.

10. Ja| =3, |b| =+6, eoanguloentreachb é45°.

hamburguer, $ 1,50 o cachorro-quente e $ 1 o refrigerante. Se
A ={a,b,c)eP =(2,15,1),qual osignificado do produto es-
calar A - P?

15-20 Determine o angulo entre os vetores. (Encontre inicialmente
uma expresséo exata e depois aproxime o valor até a precisdo de

um grau.)

I5. a=(—8,6), b = (v7,3)

16. a=(v3,1), b = (0,5)

17. a=(3,-1,5), b =(-2,4,3)

I8 a=,0,2), b=(2,-1,0)

19. a=j+k, b=i+2j—3k |

20. a=1i+2j— 2k, b =4i — 3k

21-22 Determine, aproximando o valor até a precisdo de um grau, os
trés Angulos do tridngulo cujos vértices sdo dados.

21. A(1,0), B@3,6), C(—1,4)

F(1,2,—-1)

22. DO,1,1), E(-2,4,3),

I1-12 Se u é um vetor unitdrio, determine u - ve u - w.

. 2. B

|
T

13. (a) Mostre quei-j=j-k=k-i=0.
(b) Mostrequei-i=j-j=k-k=1.

4. Um vendedor vende a hambirgueres, b cachorros-quentes
e ¢ refrigerantes em um determinado dia. Ele cobra $ 2 o

23-24 Determine se os vetores dados s@o ortogonais, paralelos ou

nenhum dos dois.

23. (@)a=(-5,3,7), b = (6, 8,2)
(b)a = (4,6), b=(-3,2)
(c)a = —i+2j+ 5k, b=3i+4j—k

(d)a = 2i + 6j — 4k,
24. (a)u = (—3,9,6),

®u=1i-j+ 2k,

(©)u=<{a,b,c),

b= —3i—9j + 6k
v={(4,—12,—8)
v=2i—j+k
v ={(—=b,a,0)

25. Use vetores para decidir se o tridingulo com vértices P(1, —3, —2),
02,0, —4) e R(6, —2, —5) é retangulo.

26. Para que valores de b os vetores (—6, b, 2) e (b, b, by sio
ortogonais?
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27. Determine um vetor unitério ortogonal ai + jaei -+ k.

28. Ache dois vetores unitdrios que fagam um angulo de 60°com
v ={3,4).

29-33 Determine os cossenos diretores e os angulos diretores do vetor.

(Fornega o angulo diretor com precisio de um grau.)
29. (3,4,5) 30. (1,—2,—1)
31, 2i + 3j — 6k 32. 2i—j+2k

33. {c,c,c),ondec >0

34. Se um vetor tem angulos diretores & = /4 ¢ B = 71/3, determine
o terceiro angulo diretor .

35-40 Determine o vetor proje¢iio € a projecio escalar de b sobre a.

35. a= (3, —4), b =(5,0)

36. a=(1,2), b=(-4,1)

37. a=(3,6,-2), b =(1,2,3)
38. a=(-2,3,-6), b=(5-1,4)
39. a=2i—j+ 4k, b=j+ 3k
40. a=i+j+k, b=i—-j+Kk

41. Mostre que o vetor perp, b = b — proj, b é ortogonal a a. (Esse
vetor € chamado projegéio ortogonal de b.)

42. Para os vetores do Exercicio 36, determine perp, b e ilustre es-
bogando os vetores a, b, proj, b e perp, b.

43. Sea = (3,0, —1), determine um vetor b tal que comp, b = 2,

44. Suponha que a e b sejam vetores néo nulos.
(a) Sob quais circunstincias comp, b = comp, a?
(b) Sob quais circunstincias proj, b = proj, a?

45. Encontre o trabalho feito por uma forga F = 8i — 6j + 9k que
move um objeto do ponto (0, 10, 8) para o ponto (6, 12, 20)
ao longo de uma reta. A distancia é medida em metros e a
for¢a em newtons.

46. Um caminhdo-guincho puxa um carro quebrado por uma es-
trada. A corrente faz um angulo de 30° com a estrada e a tensio
na corrente € 1 500 N. Quanto trabalho € feito pelo caminh@o ao
puxar o carro 1 km?

47. Uma mulher exerce uma forga horizontal de 140 N em um en-
gradado quando ela o empurra para subir uma rampa de 4 m de
comprimento e com um angulo de inclinagdo de 20° acima da
horizontal. Calcule o trabalho realizado sobre a caixa.

48. Encontre o trabalho feito por uma forga de 100 N agindo na di-
re¢dao N50°W ao mover um objeto 5 metros para oeste.

49. Use projecio escalar para mostrar que a distdncia de um ponto

P(x,,y)aretaax + by + c=0¢
lax, + by, + c|

va* + b?

50.

51.

52.

53.

54.

55.
56.

57.

58.

59.

60.

Use essa formula para determinar a distincia do pontg

(~
areta3x —4y + 5= 0. 2’3)

Ser=(x,y,z),a= (a,,a,,ayeb =(b,b,,b.), MOstye
equagdo vetorial (r — a) - (r — b) = 0 representa umg

; Cra
determina seu centro e raio. ¢

Calcule o éngulo entre a diagonal de um cubo e umgy de g,
ag

arestas.

Calcule o dngulo entre a diagonal de um cubo e a diagOHal 4
uma de suas faces. %

Uma molécula de metano, CH,, ¢ estruturada com os quatro g,
mos de hidrogénio nos vértices de um tetraedro regular o Oggy.
bono no centro. O dngulo de vinculo é o dngulo formad, Pely
ligagdo H-C-H; € o Angulo entre as retas que ligam o carbong,
dois dtomos de hidrogénio. Mostre que esse angulo de vineyl,
€ de aproximadamente 109,5°. [Sugestdo: Tome os Vérticeg do
tetraedro em (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0,0, 1) e (1, 1, 1), como ey.

posto na figura. Mostre entéio que o centro é (—;, %, —;).]

X

Se ¢ = |alb + |bla, onde a, b e ¢ sdo vetores ndo nulos, mos-
tre que ¢ € a bissetriz do angulo entre a e b.

Demonstre as Propriedades 2,4 e 5 do produto escalar (Teorema 2).

Suponha que todos os lados de um quadrildtero tenham o mesmo
comprimento e que os lados opostos sejam paralelos. Use veto-
res para demonstrar que as diagonais sdo perpendiculares.

Utilize o Teorema 3 para demonstrar a Desigualdade de
Cauchy-Schwarz:
la - bl < |al|b]

A Desigualdade Triangular para vetores é
la + b| < |a] + |b|

(a) D€ uma interpretagio geométrica para a Desigualda-
de Triangular.

(b) Use a Desigualdade de Cauchy-Schwarz do Exercicio 57
para demonstrar a Desigualdade Triangular. [Sugestdo: Use
o fato de que |a + b|*= (a + b) - (a + b) e utilize a Pro-
priedade 3 do produto escalar.]

A Lei do Paralelogramo afirma que

la+bl*+ |a—b|>= 2 |a|’+ 2|b|?
(a) D& uma interpretagio geométrica da Lei do Paralelogramo-
(b) Demonstre a Lei do Paralelogramo. (Veja a sugestio do
Exercicio 58.)

Mostre que se u + v e u — v forem ortogonais, entiio os veto-
res u e v devem ter o mesmo comprimento.
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¢ mede a tendéncia de um corpo rodar em torno da origem. A diregdo do vetor
dica o eixo de rotagfio. De acordo com o Teorema 6, 0 médulo do torque é

onde 6 € o dngulo entre o vetor posi¢éo ¢ o vetor for¢a. Observe
da for¢a F que pode causar a rotagdo do objeto é a perpendicular

torque ill

I7] = Ir X F| = [r||F]| sen 6

que a Unica component
; ¢
ar,ouseja, [F| sep g N

médulo do torque € igual A drea do paralelogramo determinado por r e F.

tro do parafuso.

[7]

FIGURA 5

onde n € um vetor unitrio com diregdo perpendicular a

I

I

EXEMPLO 6 Um parafuso é apertado aplicando-se uma forga de 40 N a uma chave de by, -
de 0,25 m, como mostrado na Figura 5. Determine o médulo do torque em relagéo

ao cen.

S0LUCR0 O médulo do vetor torque é

[r X F| = |r||F| sen 75°
10 sen 75° = 9,66 N-m

(0,25)(40) sen 75°

Se o parafuso tem a rosca para a direita, o vetor torque é

7= |7|n = 9,66n

pdgina e sentido para dentrg

do papel. 0
12.4] EXERCICIOS

I-7 Determine o produto vetorial a X b e verifique que ele é orto-
gonalaacab.

. a=(1,2,0, b=(0,3,1)

2 a=(51,4), b=(-1,0,2)
3. a=i+3j-2k, b=—i+sk
4. a=j+7k, b=2i-j+4k

5. a=i-j-k  b=ji+j+1k

6. a=i+¢j+ e 'k, b=2i+¢j—e'k

1. a=(rr), b=(1,2,37

-_— OO

8. Sea=i-2keb =j+Kk, determine a X b. Esboce a, b e
a X b como vetores com inicio na origem.

9-12 Encontre o vetor, nio com determinantes, mas usando proprie-
dades do produto vetorial.

9. (iXj)xk 10. k X (i — 2j)

. G —k) X k- 12. (i +j) X (i —j)

13. Diga se cada expressio a seguir tem sentido. Se nio, explique
por qué. Se tiver, diga se é um vetor ou um escalar.
(@ a-(bXec) (b) axX (b-c)
(©) aX(bXe) (d (a-b)Xxe
(e) (a-b)X(c-d) ) (@Xb) (cxd)

14-15 Calcule |u X v| e determine se u X v tem o sentido de entrar
ou sair da pagina.

14.

16. A figura mostra um vetor a pertencente ao plano xy e um vetor
b na direcéo de k. Seus médulos sio |a| = 3 e [b] = 2.
(a) Calcule |a X b].
(b) Utilize a regra da mao direita para decidir se as componen-
tes de a X b sdo positivas, negativas ou nulas.

< Sea=(1,2,1)eb =(0,1,3),calculea X beb X a.

Sea=(3,1,2),b=(-1,1,0)ec = (0,0, —4), mostre que
aX(bXc)#(aXb)Xe.

Determine dois vetores unitdrios que sejam ortogonais tanto &
(1, =1, 1) quanto a (0, 4, 4).

20. Determine dois vetores unitarios que sejam ortogonais tanto &

i+ j + k quanto a 2i + k.

21. Mostreque0 X a=0=a X ( para qualquer vetor a em V.

22,

Mostre que (a X b) - b = 0 para todos os vetores a e b em V-




I torque in

10mp0nente
Flseng, g

ave de bogg
¢80 a0 cep.

para dentro
O

'y € um vetor
| = 2.

S componen-

X a.

), mostre que
onais tanto a
yonais tanto a

oraemV,.

aebemV,.

Demonstre a Propriedade 1 do Teorema 8.

23
24
25
26-
21.

Demonstre Propriedade 2 do Teorema 8.

Demonstre a Propriedade 3 do Teorema 8.

pemonstre a Propriedade 4 do Teorema 8.

Determine a drea do paralelogramo com vértices em A(—2,1),
BO,4), C4,2)eD(2,—1).

Determine a drea do paralelogramo com vértices em K(1, 2, 3),

28
1(1,3,6), M(3,8,6) e N(3,7,3).

32 (a) Encontre um vetor nio nulo ortogonal ao plano que passa

::;OS pontos P, Qe R e (b) calcule a drea do tridngulo POR.

29. P(1,0,0),  ©0(0,2,0), R(©,0,3)

30. P2, 1,5, O(—1,3,4), R(3,0,6)

31. P(0,~2,0), 04,1,-2), R(5,3,1)

32. P(—1,3, 1), 0(0,5,2), R4,3,—1)

33-34 Calcule o volume do paralelepipedo determinado pelos veto-
resa,bec.

33, a=(6,3,—1), b=(0,1,2), c=(4,-25)

. a=i+j—k, b=i—-j+k, c=-it+j+k

35.36 Calcule o volume do paralelepipedo com lados adjacentes PQ,
PRe PS.

35. P(2,0,—1),
36. P(3,0,1),

(25 —2:2)
5(0,4,2)

04, 1,0,
0(—1,2,5),

37. Utilize o produto misto para verificar se os vetores
u=1i+5j—2k,v=3i—jew=5i+9j—4k
sdo coplanares.

R@3, —1,1),
R(5, 1, —1),

38. Use o produto misto para determinar se os pontos A(l, 3, 2),
B3, —1,6),C(5,2,0) e D(3,6, —4) pertencem a0 mesmo plano.

39. O pedal de uma bicicleta é empurrado por um pé com forga de
60 N, como mostrado. A haste do pedal tem 18 cm de compri-
mento. Determine o médulo do torque em relagdo a P.

40. Determine a intensidade do torque em relagio a P se for apli-

cada uma forga de 240 N, como mostrado.
2m

2m

41. Uma chave de boca com 30 cm de comprimento posicionada ao
longo do eixo y aperta um parafuso colocado na origem. Uma
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forga ¢ aplicada no final do cabo da chave com diregéo dada por
(0, 3, —4). Determine 0 mddulo da for¢a necessdria para que o
torque resultante no parafuso seja de 100 N-m.

42. Sejav = 5je sejauum vetor com comprimento 3 com inicio na |
origem e que gira no plano xy. Determine o médximo e 0 minimo ‘
valor possivel para u X v. Qual a direg@o e o sentido de u X v?

43. (a) Seja P um ponto ndo pertencente a reta L que passa pelos pon-
tos O e R. Mostre que a distancia d do ponto P até a reta L €
|a X b|
|a|

onde a = Q7€)eb= Q—P)

(b) Utilize a férmula da parte (a) do exercicio para determinar a
distancia do ponto P(1, 1, 1) & reta que passa por Q(0, 6, 8)
eR(—1,4,7).

44. (a) Seja P um ponto ndo pertencente ao plano que passa pelos
pontos Q, R e S. Mostre que a distdncia d de P ao plano ¢
_ (aXb)-c
la X b|
onde a = Q_R>,b = Q_fec= ng
(b) Utilize a férmula dada na parte (a) para calcular a distancia
de P(2, 1, 4) ao plano definido pelos pontos Q(1, 0, 0),
R(0,2,0) e S(0,0,3).

45. Demonstre que (a — b) X (a + b) = 2(a X b).
46. Demonstre a parte 6 do Teorema 8, ou seja,
axX((bXc)=(-cb—(a-b)
47. Utilize o Exercicio 46 para demonstrar que
axX(bXe)+bX(eXa)teX(@Xb)=0

48. Demonstre que

(aXb)-(exXd)= ll’)"c

d

a-c
a-d
49. Suponha que a # 0.

(a)Sea-b =a-c,éverdade que b = ¢?

(b) Sea X b = a X ¢, é verdade que b = ¢?

(c)Sea-b=a-ceaXb=aXc,©&verdade que b = ¢?

50. Se v,, v, e v, sdo vetores ndo coplanares, sejam

v, XV,
kK = 3 k
V(v XYy

v3><vl

2:vl-(v2><v3)

v, XV,
k, = v, (v, Xvy)
(Esses vetores aparecem no estudo de cristalografia. Vetores da
forman v, + nyv, + n,v,,onde cadan,é um inteiro, formam um
reticulado para o cristal. Vetores escritos de modo semelhante
em termos de k , k, e k, formam o reticulado reciproco.)
(a) Mostre que k, é perpendicular a v, se i7#].

(b) Mostre que k, - v, = 1 parai = 1,2,3.
1

(c) Mostre que k, - (k, X k;) = vV, (v, X vy
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A GEOMETRIA DO TETRAEDRO

Um tetraedro € um sélido com quatro vértices, P, Q, R e S, e quatro faces triangular
€s:

I. Sejamv,,v,, v, ev, vetores de comprimentos iguais 2 4rea das faces OPOstyg
vértices P, O, R e S, respectivamente, e diregoes perpendiculares is res
faces e apontando para fora do tetraedro. Mostre que

Yol ¥, B, +y =0

Pecnvas

2. O volume V de um tetraedro é um tergo da disténcia de um vértice a face ¢
vezes a drea dessa face.
(a) Determine uma férmula para o volume do tetraedro em termos das co
nadas de seus vértices P, Q,R e S.
(b) Determine o volume do tetraedro cujos vértices sio P(1, 1, 1), O(1,9
R(1, 1,2) e SB,i=152):

POsty
OI‘d&
3) b}

3. Suponha que o tetraedro da figura tenha um vértice trirretangular S. (Isto €, o5
trés angulos em S sdo angulos retos.) Sejam A, B e C as dreas das trés faceg que
encontram o vértice S e seja D a drea da face oposta POR. Utilizando o resultadg
do Problema 1 mostre que

DP=A+B+C

(Essa ¢ uma versdo tridimensional do Teorema de Pitdgoras.)

12.5

EQUACOES DE RETAS E PLANOS

P(x0s ¥y 2)

FIGURA |

X

FIGURA 2

P(x, y,2)

Uma reta no plano xy é determinada quando um ponto ¢ uma diregdo (inclinagfo ou
coeficiente angular da reta) sdo dados. A equagio da reta pode ser entdo escrita utili-
zando-se a forma ponto-inclinagéo.

Da mesma maneira, uma reta L no espaco tridimensional é determinada quando conhe-
cemos um ponto P(x,, ¥, z,) em L e a dire¢do de L. Em trés dimensdes a direcdo de uma
reta € descrita de forma muito conveniente por um vetor; assim, seja v um vetor paralelo a
L. Seja P(x, y, z) um ponto arbi_tr)ério ) em L e sejam r, e r os vetores posi¢io @) P e P (ou
seja, eles t€m representantes OP e OP). Se a é o vetor com representante P P, como na
Figura 1, pela Regra do TriAingulo para soma de vetores temos r = r, +a.Mas,comoac
v sdo vetores paralelos, existe um escalar ¢ tal que a = tv. Assim

m r=r,+w 1

que ¢ a equacao vetorial de L. Cada valor do parametro / fornece um vetor posigdo r de
um ponto de L. Em outras palavras, 2 medida que ¢ varia, a reta é tragada pela ponta do
vetor r. Como a Figura 2 indica, valores positivos de ¢ correspondem a pontos de L per-
tencentes a um lado em relagdo a P, a0 passo que valores negativos de ¢ referem-se a pon-
tos pertencentes ao outro lado de P,

Se o vetor v que fornece a dire¢iio da reta L é escrito sob a forma de componentes
v = {a, b, ¢), temos que tv = (ta, tb, tc). Podemos também escrever r = (x,y,2)©
Ly = (X, Yy %) € assim a equagio vetorial (1) se torna

*,¥,2) = x, + ta,y, + th, z, + tc)

Dois vetores iguais tém as componentes correspondentes iguais. Assim, temos tres
equacgoes escalares:




0, € assin
crita comg

es normais
planos, es-
plano. Em
10x = 5,¢
ncia entre

icentes aos
ancia entre
5 0s planos
1,4) (vetor

ente a L,, ©

=0

ancia entr®
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Pela Formula 9 essa distancia é

[13(1) — 6(—2) — 5(4) + 3| 8
D=

= —— =(,53
V230

V132 + (—6)* + (=5

s @ EXERCICIOS

| Determine se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagdes.
(a) Duas retas paralelas a uma terceira sio paralelas.
(b) Duas retas perpendiculares a uma terceira sdo paralelas.
(c) Dois planos paralelos a um terceiro sdo paralelos.
(d) Dois planos perpendiculares a um terceiro séo paralelos.
(e) Duas retas paralelas a um plano sio paralelas.
(f) Duas retas perpendiculares a um plano sdo paralelas.
(g) Dois planos paralelos a uma reta sdo paralelos.
(h) Dois planos perpendiculares a uma reta sdo paralelos.
(i) Dois planos ou se interceptam ou séo paralelos.
(j) Duas retas ou se interceptam ou séo paralelas.
(k) Um plano e uma reta ou se interceptam ou s@o paralelos.

} 2.5 Determine uma equagdo vetorial e equagdes paramétricas para
areta.
2. A reta que passa pelo ponto (1, 0, —3) e é paralela ao vetor
2i — 4j + 5k
3. A reta que passa pelo ponto (—2, 4, 10) e é paralela ao vetor

(3,1,-8)

4. Areta que passa pelo ponto (0, 14, —10) e € paralela  reta
x=-14+2t,y=6—-3t,z=3+ 09t

5. Areta que passa pelo ponto (1, 0, 6) e é perpendicular ao plano
x+3y+z=5

6-12° Determine as equagdes paramétricas e as equagdes simétricas
para a reta.

6. Reta que passa pela origem e pelo ponto (1,2, 3)
1. Reta que passa pelos pontos (1, 3,2) e (—4, 3,0)
8. Reta que passa pelos pontos (6, 1, —=3) e (2,4, 5)
9. Reta que passa pelos pontos (0,%, 1) el2;1;=3)

10. Reta que passa por (2, 1,0) e é perpendicular aretai + je j + k

1. Reta que passa por (1, —1, 1) e é paralela a reta
xX+2= lzy =gz=3

12, Reta que € a intersec¢dio dos planos x +y +z=1lex+z=0

3. Areta que passa pelos pontos (—4, —6, 1) e (—2,0 —3) é para-
lela a reta que passa pelos pontos (10, 18,4) e (5, 3, 14)?

14. A reta que passa pelos pontos (4, 1, —1) e (2, 5, 3) € perpendi-
cular a reta que passa pelos pontos (—3,2,0) e (5, 1,4)?

« (a) Determine as equagdes simétricas da reta que passa pelo ponto

(1, =5, 6) e é paralela ao vetor (—1, 2, —3).

(b) Determine os pontos nos quais a reta da parte (a) intercepta
os planos coordenados.

16. (a) Determine as equagdes paramétricas da reta que passa pelo
ponto (2,4, 6) e que ¢ perpendicular ao plano x — y + 3z = 7.
(b) Em que pontos essa reta intercepta os planos coordenados?

17. Ache a equagdo vetorial para o segmento de reta de (2, —1,4) a
(4,6,1).

18. Ache as equagdes paramétricas para o segmento de reta de
(10,3, 1)a (5,6, —3).

19-22 Determine se as retas L, e L, sdo paralelas, reversas ou con-
correntes. Se forem concorrentes, determine seu ponto de interseccio.

19. L:x=—-6t, y=1+9¢t, z=—3¢

1
Ly x=14+2s, y=4-3s, z=35
20 Lpx=1+2t, y=3t, z=2—1
Lix=—1+4s, y=4+s, z=1+3s

M, L=yl _z=2

"

1 2 3
L2:x—3_y—2 g w= |
—4 -3 2
2o i-l_y-3_2-2
2 2 -1
Lzzx—2=y~6:z+2
1 =1 3

23-38 Determine a equagdo do plano.

23. O plano que passa pelo ponto (6, 3, 2) e é perpendicular ao vetor
=2, 1.5

24. O plano que passa pelo ponto (4, 0, —3) e cujo vetor normal é
jt2k

25. O plano que passa pelo ponto (1, —1, 1) e cujo vetor normal é
i+tj—k

26. O plano que passa pelo ponto (—2, 8, 10) e é perpendicular a
retax=1+1¢y=2t,z7=4 — 3¢

27. O plano que passa pela origem e é paralelo ao plano

2x—y+3z=1

28. O plano que passa pelo ponto (— 1, 6, —5) e € paralelo ao plano
x+y+z+2=0
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29. O plano que passa pelo ponto (4, —2, 3) e é paralelo ao plano
3x—"7z=12

30. O plano que contémaretax =3 + 2t,y =t,z =8 — te é pa-
ralelo ao plano 2x + 4y + 8z = 17

31. O plano que passa pelos pontos (0, 1, 1), (1,0, 1)e (1, 1,0)
32. O plano que passa pela origem e pelos pontos (2, —4,6) e (5,1, 3)
33. O plano que passa pelos pontos (3, —1,2),(8,2,4) e (—1,—2,—3)

34. O plano que passa pelo ponto (1,2, 3) e contém a reta x = 3¢,
y=1+t,z=2—1t

35. O plano que passa pelo ponto (6,0, —2) e contém a reta
x=4—-2t,y=3+5t,z=T7+ 4

36. O plano que passa pelo ponto (1, —1, 1) e contém a reta com
equagdes simétricas x = 2y = 3z

37. O plano que passa pelo ponto (—1,2, 1) e contém a reta inter-
sec¢do dos planosx +y —z=2e2x —y +3z=1

38. O plano que passa pela reta intersec¢do dos planos
x —z=1ey+ 2z =3 e é perpendicular ao plano
x+y—2z=1

39-42 Use as intersec¢des com os eixos coordenados como uma

ajuda para esbogar o plano.
39. 2x+ 5y +2z=10 40. 3x+y+2z=6

41. 6x —3y+4z=206 42. 6x +5y—3z=15

43-45 Determine o ponto no qual a reta intercepta o plano dado.
43, x=1+1t, y=2t, z=3t; x+y+z=1
44, x=5, y=4—1t, z=2t; 2x—y+z=5

45, x=y—1=2z 4x—y+3z=38

46. Onde a reta que passa pelos pontos (1,0, 1) e (4, —2, 2) inter-
ceptaoplanox +y + z = 6?7

47. Determine as coordenadas do vetor diretor da reta intersecgao
dosplanosx +y +z=1lex+z=0.

48. Determine o cosseno do angulo entre os planos x + y + z =0
ex+2y+3z=1.

49-54 Determine se os planos sdo paralelos, perpendiculares ou nenhum

dos dois. No caso de nenhum dos dois, calcule o dngulo entre eles.
49. x +4y—3z=1, —3x+6y+7z=0
50. 2z =4y — x, 3x— 12y + 6z =1
5. x+y+z=1, x—y+z=1
52 2x—3y+4z=5, x+6y+4z=3
53. x =4y — 2z, 8y =1+ 2x+4z

54. x +2y +2z7=1, 2x—y+2z=1

55-56 (a) Determine as equagdes simétricas da reta intersecgﬁ
\

planos e (b) determine o dngulo entre os planos.
55. x+y+z=1, x+2y+2z=1

56. 3x — 2y + z =1, 2x+y—3z=3

57-58 Determine as equagdes paramétricas da reta intergec
¢

dos planos.
57. 5x—2y—2z=1, dx+y+z=06

58. z=2x—y—5, z=4x+3y—-5

59. Determine a equagdo do plano constituido de todos og pontg,
que sdo equidistantes dos pontos (1,0, —2) e (3,4, 0). S

60. Determine a equagdo do plano constituido de todos og Pontog
que sdo equidistantes dos pontos (2, 5,5) e (—6, 3, 1).

61. Determine a equagdo do plano que intercepta o €ixo x em ¢ 3
)
eixoyem b e o eixo zem c.

62. (a) Determine o ponto dado pela intersecc¢io das retas:
r=(1,1,0) + (1, —1,2)
r=(2,0,2) + s(1,1,0)
(b) Determine a equagédo do plano que contém essas retas.

63. Determine as equagdes paramétricas da reta que passa pelo
ponto (0, 1,2), é paralela ao plano x + y + z = 2 e perpendi-
culararetax=1++¢t,y=1—1t,z= 2t

64. Determine as equagdes paramétricas da reta que passa pelo
ponto (0, 1, 2), é perpendicular aretax =1 + ¢,y =1 — 1,
z = 2t, e intercepta essa reta.

65. Quais dos quatro planos seguintes sdo paralelos? Existem dois
coincidentes?
Pd4x —2y+i6z=73
Py =6x+3y=9z2=3

Pidx—2y—2:=6

P.z= 2x—y—3

66. Quais das quatro retas seguintes sdo paralelas? Existem duas
coincidentes?

Liix =141, y =1, z=2—5¢
Lyx# l=yp=2=] =7 |
Lyx=1+1t y=4+4+1t, z=1-t

L:r=(2,1,-3)+ K2,2,—10)

67-68 Utilize a férmula que aparece no Exercicio 43 da Secéo 124

para determinar a distancia do ponto a reta dada.
67. 4,1,-2); x=1+1t, y=3-2t, z=4—73t 1

68. (0,1,3); x=2t, y=6—2t, z=3+1t

69-70 Determine a distancia do ponto ao plano dado.
69. (1,-2,4), 3x+2y+6z=5

70. (—6,3,5), x—2y—4z=8

71-72 Determine a distancia entre os planos paralelos dados.

71. 2x —3y+z=4,

4x — 6y +2z=3
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ramétricas x = 1 +t,y =1+ 6t,z =2tex =1 + 2s,

12 T L o y=5+15s,z = —2 + 6s.
7 Mostre que a distancia entre os planos paralelos

ax Fbyteztd =0ecax+by+cz+ d,=0¢ 77. Se a, b e ¢ ndo sdo todos nulos, mostre que a equagio

_ |d, — d,| ax + by + cz + d = 0 representa um plano e (g, b, ¢) é o vetor
Va2 + bt +¢? normal ao plano.
ol Determine as equagdes dos planos que séo paralelos ao plano Sugestdo: Suponha a # 0 e reescreva a equagio na forma
: . ; : d

y + 2y — 2z =1 e que distam duas unidades dele. a(x 4 ;) + by — 0) + c(z — 0) = 0

75. Mostre que as retas com equagdes simétricas x =y = z e

1+ 1 = y/2 = 2/3 sdo reversas e determine a distancia entre elas.

76, Determine a distancia entre as retas reversas com equagoes pa-

" PROIJETO DE

78. DeE a interpretagdo geométrica de cada familia de planos.
@x+y+z=c ®) x+y+cz=1
(c)ycos @ + zsenf = 1

PONDO 3D EM PERSPECTIVA

LABORATORIO

Os programadores de computacéo grafica encaram o mesmo desafio que os grandes pin-
tores do passado: como representar uma cena tridimensional como uma imagem em um
plano (um monitor ou uma tela). Para criar a ilusdo de perspectiva, na qual os objetos pro-
ximos parecem maiores que aqueles mais distantes, os objetos tridimensionais na me-
méria do computador séo projetados em uma tela retangular a partir do ponto de visdo
onde o olho ou a cAmera estdo localizados. O volume de visdo — a por¢io do espago que
estard visivel — € a regido contida nos quatro planos que passam pelo ponto de visdo e
por uma aresta da tela retangular. Se os objetos na cena se estendem além dos quatro
planos, eles sdo truncados antes que os dados sejam enviados para a tela. Esses planos
sdo, portanto, chamados planos cortantes.

Suponha que a tela seja representada por um retdngulo no plano yz com vértices (0,
+400, 0) e (0, =400, 600), e a cAmera esteja localizada em (1000, 0, 0). Uma reta
L na cena passa pelos pontos (230, —285, 102) e (860, 105, 264). Em quais pontos L
sera contada pelos planos cortantes?

Se o segmento de reta cortado for projetado na tela, identifique o segmento de reta
resultante.

Use equagdes paramétricas para tragar as arestas da tela, o segmento de reta cortado
e sua projec¢do na tela. A seguir, adicione retas que conectem o ponto de visdo a cada
extremidade dos segmentos cortados para verificar que a projegio esté correta.

Um retAngulo com vértices (621, —147,206), (563,31,242), (657, —111,86) e (599,
67, 122) é adicionado a cena. A reta L intercepta esse retdngulo. Para fazer o retin-
gulo parecer opaco, um programador pode usar linhas escondidas as quais removem
partes do objeto que estdo atrds de outros objetos. Identifique a parte de L que deve
ser removida.
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— - — =1 y=0 e y——=1 x=0
4 4 4

Essa superficie é chamada hiperboloide de uma folha e estd esbogada na Figura 9.

A ideia de usar os cortes para desenhar a superficie ¢ empregada em programas de
computadores que fazem graficos tridimensionais. Na maioria desses programas, os cor-
tes nos planos verticais x = k e y = k sdo desenhados para valores de k igualmente espa-
cados, e partes do grafico sdo eliminadas utilizando-se a técnica de remover linhas
escondidas. A Tabela 1 mostra gréaficos de computador de seis quéddricas basicas na forma-
-padrio. Todas as superficies sdo simétricas em relagdo ao eixo z. Se uma quédrica € si-
FIGURA 9 métrica em relagio a um eixo diferente, sua equagéo se modifica de modo apropriado.

TABELA | Grifico de Superficies Quddricas

Superficie Equacdo Superficie Equacao
2 # 2 2 2 7
Elipsoide —t+t =+ — =1 Cone —_— = — + —
2 2 2 2 2 2
a b c c a b

Cortes horizontais sdo elipses.
Cortes verticais nos planos

Todos os cortes sdo elipses.
Sea = b = ¢, o elipsoide é

uma esfera. x = key = kso hipérboles se
k # 0, mas sdo um par de retas
quando k = 0.
7 xZ y2 x2 y2 Z2
STy R
e a b a b e

Cortes horizontais sdo elipses.
Cortes verticais sao pardbolas.
A varidvel elevada a primeira
poténcia indica o eixo do
paraboloide.

Cortes horizontais sdo elipses.
Cortes verticais sao hipérboles.
O eixo de simetria corresponde
a varidvel cujo coeficiente é
negativo.

Cortes horizontais sdo
hipérboles. Cortes verticais
sdo pardbolas. O caso aqui
ilustrado corresponde a ¢ < 0.

x2 y2 Z2

— = el

a b c

Cortes horizontais em z = k
sdo elipses se k > ¢ ou se

k < —c. Cortes verticais sdo
hipérboles. Os dois sinais de

menos indicam duas folhas.

EXEMPLO 7 Identifique e esboce a superficie 4 -y + 27 +4=0.

S0LUCAO Dividindo por —4, colocamos a equagdo na forma-padréo:
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séo usados para transmitir movimento de rotagdo entre eixos transversais. (Os dentes das
Nog % engrenagens sdo as retas geradoras do hiperboloide. Veja o Exercicio 49.)

k pary

O
fptico. Hiperboloides produzem transmissdo por engrenagens.
na que
ihe do 12.6] EXERCICIOS
. (a) O que aequagdo y = P representa como uma curva em [R’? (b) Se a equagdo na parte (a) for trocada para X = y—7zZ=1,0 que
(b) O que ela representa como uma superficie em [R*? acontece com o grafico? Esboce o novo grifico.
~ . 2 9
(¢) O que a equagio z = y"representa? 11-20 Use cortes para esbogar e identificar as superficies.
2. z i ) 2.
(a) Esboce o grafico de y er COmo uma curva en.l R . 1. x= yz + 47 12. 9% — y2 +7=0
(b) Esboce o gréfico de y = ¢' como uma superficie em R
) 2
(c) Descreva e esboce a superficie z = ¢’ 13. ¥’ =y + 47 14. 25x" + 4y* + 2= 100
3-8 Descreva e esboce a superficie. 15. —x’+ 4y’ ~7’=4 16. 4"+ 9"+ 2=0
‘, 3. y+47=4 4, 7=4 —x? 17. 36x" + y* + 367 = 36 18. 4’ — 16"+ 7 =16
5. x—y"=0 6. yz=4 9. y=7-x 20. x=y' — 7
7. z7=cosx 8. X—y=1 21-28 Faga uma correspondente entre a equagio e seu gréfico (iden-
R ] ) . i tificado por I-VIII). Justifique sua escolha.
. D 9. (a) Encontre ¢ identifique os cortes da superficie quadrica
s }no— X+ y* = 7 = 1 e explique por que o grifico parece com o 2l X+ 4+ 97 =1 2. % +4y+ =1
lnea, gréfico do hiperboloide de uma folha gia Tazbela 21 . 23. -y +7=1 24, —X*+y —7=1
(b) Se trocarmos a equagdo em (a) para x” — y" + z- = 1, como . X :
o, 588 isso afeta o grafico? 25. y=2"'+z 26. y'=x+2
:lO,, por (c) E se trocarmos a equagio em (a) parax” + y* + 2y — 22 = 07 27. X+ 27 =1 28, y=x"—7
o foco 10. (a) Encontre e identifique os cortes da superficie quadrica I Il z
1) O —x = y+i=1e explique por que o grifico parece com
A o grafico do hiperboloide de duas folhas da Tabela 1. ‘
ma de : . ' ¥
oides
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I

VII

z VI

VIII

29-36 Coloque a equagdo na forma-padréo, classifique a superficie

e esboce-a.

29.
31
33.
34.
35.
36.

=45+ 9y + 36 30. =2y +37

x=2y2+ 37 32. 4x—y2+ 47 =
4+ Y+ 47— 4y — 242 +36=0

4y’ +7—x—16y—4z+20=0
P—y+7—4x—2y—2z+4=0

Y+ —22+2y+4z+2=0

-

{4 37-40 Use um computador com um programa que trace superfi-

cies tridimensionais. Experimente diversos pontos de vista e di-

versos tamanhos de janela retangular até conseguir uma boa visio

da superficie.

37.
39.

vy e 0 -
41. Esboce a regido delimitada pelas superficies z = Vit yle
42.

43.

—xz—y2+zz=1 38. xz—yl—z=0

-4x2—y2+zz=0 40. x2—6x+4y2—z=0

P+y =lparal <z<2.

Esboce a regido delimitada pelos paraboloides z = Xty e
2=2—-x- yz.

Determine uma equagio da superficie obtida pela rotagio da pa-
rdbola y = x*em torno do eixo y.

44,

46.

47.

48.

49.

50.

e s1.

Determine uma equagio da superficie obtida pela rotaciq da
: r
x = 3y em torno do eixo x. §

. Determine uma equagio da superficie constituida de todos

tos que sdo equidistantes do ponto (—1,0,0) e do plang , _

Identifique essa superficie. L

Determine uma equagdo da superficie constituida de todog
X L . X . S Og
pontos P para os quais a disténcia de P a0 eiXo X € o doby, ¢
C oA . s a
distancia de P ao plano yz. Identifique a superficie.

Tradicionalmente, a superficie da Terra tem sido modelady or

uma esfera, mas o World Geodesic System de 1984 (WGg.g "

usa um elipsoide como um modelo mais preciso. Ele cology o

centro da Terra na origem e o polo norte no €iX0 z positivg. A

distancia do centro ao polo € 6 356,523 km ¢ a distncia a yy,

ponto do equador € 6 378,137 km.

(a) Encontre uma equagao para superficie da Terra como a usady
pelo WGS-84.

(b) Curvas de latitude constante sdo cortes nos planos z =
Qual a forma destas curvas?

(c) Meridianos (curvas com longitude constante) sdo cortes nos

planos da forma y = mx. Qual é a forma destes meridianos?

Uma torre de resfriamento de um reator nuclear deve ser cons-
trufda na forma de um hiperboloide de uma folha. O didmetro
na base é 280 m e o didmetro minimo, 500 m acima do solo, ¢

200 m. Encontre uma equagdo para a torre.

Mostre que se 0 ponto (a, b, ¢) estd em um paraboloide hiper-
bélico z = y2 — x%, entdo as retas com equagdes paramétricas
x=a+t,y=b+I,z=c+2(b—a)tex=a+t,y:b~t,
7= c — 2(b + a)t, estdo ambas inteiramente neste paraboloide.
(Isto mostra que o paraboloide hiperbélico é o que é chamado
uma superficie regrada; ou seja, ela pode ser gerada pelo mo-
vimento de uma reta. De fato, este exercicio mostra que por cada
ponto do paraboloide hiperbdlico existem duas retas geradoras.
As tinicas outras superficies quédricas que sdo superficies re-

gradas sdo os cilindros, cones € hiperboloides de uma folha.)

Mostre que a curva obtida pela intersec¢do das superficies
L+ -+ =1 e 2 + 4y* — 277 — S5y = O esti em

um plano.

Desenhe as superficies z = FH+yez=1- y”em uma mesma
tela usando uma janela de tamanho xl <12, Iyl =12,¢ ob-
serve a curva de intersecgdo. Mostre que a projegio dessa curva

no plano xy é uma elipse.

9
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VERIFICAQZ\O DE CONCEITOS

I Qual a diferenga entre um vetor e um escalar? 12. Como determinar o angulo entre dois planos que se
. . interceptam?
;. Como somamos dois vetores geometricamente? Como os
somamos algebricamente? 13. Escreva as equacdes vetorial, paramétricas e simétricas
£ 2 s para uma reta.
3. Seadéum vetor e ¢ éum escalar, qual a relagdo entre ca e
a geometricamente? Como determinar ca algebricamente? 14. Escreva as equagdes vetorial e escalar de um plano.
4. Como determinar um vetor de um ponto a outro? 15. (a) Como vocé sabe se dois vetores sdo paralelos?
; : b) Como vocé sabe se dois vetores sdo perpendiculares?
5. Como determinar o produto escalar a - b de dois vetores (b) . . " perp
: A . N (c) Como vocé sabe se dois planos séo paralelos?
se vocé conhece seus comprimentos e o angulo entre eles?
E se vocé conhece suas componentes? 16. (a) Descreva um método para determinar se trés pontos
4 e P, Q e R estdo alinhados.
6. Para que o produto escalar € til? Q . .
(b) Descreva um método para determinar se quatro pon-
7. Escreva as expressoes para a projecdo escalar e vetor pro- tos P, O, R e S sdo coplanares.
jecdo de b sobre a. Ilustre com um diagrama. . . o
Jee & 17. (a) Como vocé determina a distdncia de um ponto a
8. Como determinar o produto vetorial a X b de dois veto- uma reta?
res se vocé conhece seus médulos e o angulo entre eles? (b) Como vocé determina a distdncia de um ponto a
E se vocé conhece suas componentes? um plano?
9. Para que o produto vetorial & Gtil? (c) Como vocé determina a distincia entre retas?
. . i : icie? 3
10. (a) Como calcular a drea do paralelogramo definido pelos %, O,qlfe sa;) os traos de uma superficie? Como deter
vetores a e b? miné-los?
(b) Como calcular o volume do paralelepipedo definido 19. Escreva as equagdes na forma-padrdo dos seis tipos
pelos vetores a, b e ¢? de quédricas.
11. Como determinar um vetor perpendicular a um plano?
TESTES VERDADEIRO-FALSO
Determine se a afirmagdo é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, ex- uX (vXw =(@{Xv)Xw.
plique por qué; caso contrério, explique por que ou d& um exemplo )
que mostre que é falsa, 9. Para quaisquer vetoresue vem V,, (u X v) - u = 0.
: _ 10. Para quaisquer vetoresuevem V,,(u +v) X v=u X v.
I. Para quaisquer vetoresuevem V,,u v =v-u. 3
. _ 11. O produto vetorial de dois vetores unitdrios é um ve-
2. Para quaisquer vetores uevem ViouXv=vXu. L.
tor unitario.
3. Para quaisquer vetores uevem V, |[u X v| = |v X ul. o
’ 12. A equagdo linear Ax + By + Cz + D = 0 representa uma
4. Para quaisquer vetores u e v em V, e qualquer escalar k, reta no espaco.
k(a - v) = (ku) - v. ) ) 2 3
13. O conjunto de pontos {(x, y, z)|x"+ y" = 1} é uma
5. Para quaisquer vetores u e v em V, e qualquer escalar , circunferéncia.
k(u X v) = (ku) X v. B
14. Seu = (u,u)ev=(v,,v),entdou-v=Cuy, u,v,).
6. Para quaisquer vetores u,ve wem V., S —0 0w =0 ~0
fa+y) X W= 0% WL X I15. Seu-v=0,entiou =0ouv =0.
. 16. Seu Xv=0,entaiou =0ouv=0.
7. Para quaisquer vetores u,ve wem V,,
u-(vXw)=(@@ Xv)-w. 17. Seu-v=0eu Xv=0,entiou=00uv=0.
8. Para quaisquer vetores u,ve wem V., 18. Seue vestdoem V,,entdo |u - v| < |ul|v].

_*—_a
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EXERCICIOS

1. (a) Encontre uma equacdo da esfera que passa pelo ponto
(6, —2,3) e tem centro (—1,2, 1).
(b) Encontre a curva na qual esta esfera intercepta o
plano yz.
(c) Encontre o centro e o raio da esfera
F+y+7—8x+2y+6z+1=0

2. Copie os vetores da figura e utilize-os para desenhar os
seguintes vetores.
(a)a+Db (bya—">b

(c)—3a (@2a+b

3. Seue v sio os vetores mostrados na figura, determine
u-ve |u X v|.O sentido do vetor u X v é entrando ou
saindo do papel?

lv|=3

45°
lu|=2

4. Calcule a quantidade dada se

a=i+j—2k b=3i-2j+k c¢=j—5k
(a)2a+3b (®) Ibl

(c)a-b (daXb

(e) Ib X ¢l (Ha-(bxXc)
(gyeXe (h)ya X (b X ¢)

(i) comp_b () proj, b

(k) O angulo entre a e b (com precisdo de um grau)

5. Determine os valores de x tais que os vetores (3, 2,x)e
(2x, 4, x) sejam ortogonais.

6. Determine dois vetores unitdrios que sejam ortogonais a
j+2kei—2j+3k.

7. Suponhaqueu - (v X w) = 2. Determine

@ @Xv) w B)u- (wXv)
©) v (uXw) (d@Xv):v
8. Mostre que, se a, b e ¢ estdo em V., entao

(aXb)-[(ch)X(ch)]=[a~(b><c)]2

9. Determine o angulo agudo entre duas diagonais de
um cubo.

10. Dados os pontos A(1, 0, 1), B(2, 3, 0), Cc(—1,1,4) e
D(0, 3, 2), determine o volume do paralelepipedo com
lados adjacentes AB, AC e AD.

11. (a) Determine um vetor perpendicular a0 plano que
pelos pontos A(1,0,0), B(2,0, —1)e (1,4, 3. A5y
(b) Determine a drea do tridngulo ABC.

12. Uma forga constante F = 3i + 5j + 10k move um Objeq
a0 longo de um segmento de reta de (1,0,2) a @, 3, 80
Determine o trabalho realizado se a distincia ¢ meg d;;
em metros e a forca em newtons.

13. Um barco é puxado para a praia usando duas cordas, co,
. 7z s 0
mostrado no diagrama. Se é necesséria uma forga de 255

N, determine o médulo da forga exercida em cada corgy

- /4'2551\1

30°

14. Determine a médulo do torque em relagdo ao ponto P se
uma forga de 50 N é aplicada como mostrado.

15-17 Determine as equagdes paramétricas da reta.
15. Que passa pelos pontos (4, —1,2) e (1, 1::5)

16. Que passa pelos pontos (1,0, —=1)eé paralela a reta
Lx—H=5y=2z+2

17. Que passa por (—2,2,4) e é perpendicular ao plano
2x —y + 5z =12

18-20 Determine a equagdo do plano que satisfaz as condigdes-
18. Passa por (2, 1,0) e é paralelo a x + 4y — 3z=1
19. Passapor (3, —1, 1), (4,0,2)e(6,3,1)

20. Passa por (1,2, —2) e contém a reta x = 2t,y = 3~h
z=1+ 3¢

21. Determine o ponto no qual a reta com equagoes parame”
tricas x = 2 — t,y = 1 + 31,z = 4, intercepta 0 plano
2x—y+tz=2.

22. Determine a distdncia da origem até a reta x = 1+h
y=2—-tz=—1+2t

25.

26.
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24.

25.

26.

petermine se as retas dadas pelas equagdes simétricas

x+1 y=3 z+35

6 —] 2

sdo paralelas, reversas ou concorrentes.

(a) Mostre que os planos x +y —z =1le
2x — 3y + 4z = 5 ndo sdo nem paralelos nem
perpendiculares.

(b) Determine, com precisdo de um grau, o angulo entre
os planos.

Encontre uma equagdo do plano que passa pela reta de in-
tersec¢do dos planos x — z = l ey + 2z = 3 e é perpen-
dicular ao planox +y — 2z = 1.

(a) Encontre uma equagio do plano que passa pelos pon-
tos A2, 1,1), B(—1,—1,10) e C(1, 3, —4).

(b) Encontre as equagOes simétricas da reta que passa por
B e é perpendicular ao plano da parte (a).

27.
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(c¢) Um segundo plano passa por (2,0 4) e tem vetor nor-
mal (2, —4, —3). Mostre que o dngulo agudo entre 0s
planos € aproximadamente 43°.

(d) Encontre as equagdes paramétricas para a reta inter-
sec¢do dos dois planos.

Determine a distancia entre os planos 3x +y — 4z =2 ¢
3x +y—4z=124.

28-36 Identifique e esboce o grifico de cada superficie.

28. x =3 29. x =72

3. y=27 3. K=yt + 4

32, 4x —y + 2z =4 33, —4x*+ ) — 4 =4

4. Y+ 7=1+x"

35, 4+ 4y — 8y + =0

6. x=y'+7—2y—4z=5

37. Um elipsoide é gerado pela rotacio da elipse 4x” + y* = 16
em torno do eixo x. Determine uma equagéo do elipsoide.

38. Uma superficie € constituida de todos os pontos P tais que

a distancia de P ao plano y = 1 é o dobro da distincia de
P ao ponto (0, —1, 0). Determine a equagio dessa super-
ficie e identifique-a.




PROBLEMAS QUENTES

Cada lado de uma caixa ctibica mede 1 m. A caixa contém nove bolas de Mespy,, b
r. O centro de uma das bolas estd no centro da caixa, e essa bola encosta em ¢, g
outras oito bolas. Cada uma das oito bolas toca 3 lados da caixa. As bolas estg, i Sag = §
mente alojadas na caixa. (Veja a figura.) Determine o raio r. (Se voce tiver Probjq b
com este exercicio, leia sobre a estratégia de resolver problemas através do s §
Analogias na pagina 66, no Volume I.)

Seja B uma caixa sélida de comprimento C, largura L e altura H. Seja S o conjuntg g
todos os pontos que estdo a uma distdncia de no mdximo 1 de algum ponto de B. x.
presse o volume de S em fungdo de C, L e H.

Seja L a reta obtida pela intersec¢do dos planos cx +y + z=cex —cy + cz = -

onde ¢ é um niimero real. |

(a) Determine as equagdes simétricas da reta L.

(b) Quando o niimero ¢ varia, a reta L descreve uma superficie S. Determine a equa- ‘
¢dlo da curva resultante da intersecgdo de S com o plano horizontal z = 7 (corte de ;
S no plano z = 1). |

(c) Determine o volume do sélido limitado por S e pelos planos z =0 ez = 1.

Um avido é capaz de viajar a 180 km/h em condi¢des normais. O piloto decola e voaem

dire¢io ao norte, guiado pela bissola do avido. Depois de 30 minutos de voo, o piloto

constata que, em decorréncia do vento, viajou 80 km a um angulo de 5° a leste do norte.

(a) Qual a velocidade do vento?

(b) Para que direciio o piloto deveria ter dirigido o avido para alcangar o destino
pretendido?

Suponha que um bloco de massa m seja colocado em um plano inclinado, como mos-
trado na figura. A descida do bloco pelo plano inclinado € freada pela forga de atrito;
se 0 ndo for grande o suficiente, o atrito impedird qualquer deslocamento do bloco. As
forgas que agem sobre o bloco sdo seu peso W, onde |W| = myg (g ¢ a aceleragdo da
gravidade); a forga normal N (a componente normal da for¢a de reagéo no plano do
bloco) onde |N| = n; e a forga F devida ao atrito, que age paralelamente ao plano in-
clinado, no sentido contrdrio a0 movimento. Se o bloco estiver parado e ¢ for au-
mentado, |F| aumentard até atingir um valor méximo, além do qual o bloco comegard
a deslizar. Nesse angulo 6 , pode ser observado que |F| é proporcional a n. Entdo,
quando |F| é maximo, podemos dizer que |F| = p n, onde p & chamado coeficient¢
de atrito estdtico e depende dos materiais que estdo em contato.
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PROBLEMAS QUENTES [ —

(a) Observe que N + F + W = 0 e deduza que u = tg (0).

(b) Suponha que, para 6 > 6_, uma for¢a externa H seja aplicada ao bloco, horizon-
talmente da esquerda para a direita, e seja |[H| = h. Se h for pequeno, o bloco po-
derd ainda deslizar; se h for suficientemente grande, o bloco subird o plano
inclinado. Seja h_. o menor valor de 4 que permita ao bloco permanecer parado
(de modo que, |F| é mdximo).

Escolhendo os eixos coordenados de modo que F esteja na dire¢do do eixo x,
determine para cada forga atuante suas componentes paralela e perpendicular ao
plano inclinado e mostre que

h . senf + mgcos@ =n e h_ . cos 6 + un = mgsen 6

min min

(c) Mostre que h . =mgtg (@ —0)

Isso parece razodvel? Faz se;]tido para 6 = 6 ? E quando 6 — 90°? Explique.
(d) Sejah o maior valor de i que permita ao bloco permanecer parado. (Nesse caso,
qual o sentido de F?) Mostre que
h,. =mgtg(@+0)

Essa equagdo parece razodvel? Explique. |
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