CLASSIFICACAO DE PONTOS CRITICOS

USP - MAT 0147 - 2016

1. CONDIQAO NECESSARIA PARA UM PONTO SER MINIMO OU MAXIMO LOCAL

Seja f uma funcido de D em R, sendo D um subconjunto qualquer de R?, D C R2. Se f(a.b) < f(x,y) para todo
(z,y) € D, dizemos que (a,b) é um ponto de minimo de f. Para enfatizar que D é o dominio de f, podemos dizer
também que (a,b) é ponto de minimo de f em D. Para enfatizar que a desigualdade é valida para todos os pontos
do dominio, dizemos as vezes que (a,b) é um ponto de minimo global. Analogamente, trocando-se < por >, define-se

ponto de mdrimo.

Se vale a desigualdade f(a,b) < f(z,y) para todo (z,y) € D, dizemos que (a,b) é um ponto de minimo estrito de

f. Analogamente define-se ponto de méximo estrito.

Dizemos que (a,b) € D é um ponto de minimo local de f se: (i) (a,b) for um ponto interior de D (isto é, se existir
§ > 0 tal que a bola aberta de raio & e centro em (a,b), Bs(a,b) = {(z,y); /(x —a)2 + (y — b)2 < &}, esteja contida

em D) e (ii) a restricdo de f a Bg(a,b) tiver um ponto de minimo em (a,b) (isto é, se f(a,b) < f(x,y) para todo

(z,y) € Bs(a,b)). Define-se ponto de mdzimo local trocando-se < por > na tltima desigualdade.

Se vale a desigualdade f(a,b) < f(z,y) para todo (z,y) € Bs(a,b), dizemos que (a,b) é um ponto de minimo

local estrito de f. Analogamente define-se ponto de méximo local estrito.

Se D for um conjunto aberto, isto é, se todos os pontos de D forem pontos interiores a D, entao todo ponto de
minimo (ou méximo) global é também um ponto de minimo (ou maximo) local. Exemplos de conjuntos abertos sao o
préprio R?, bolas abertas, semiplanos que nio incluam a reta da fronteira, ou quadrantes que néo incluam os semieixos

da fronteira.

Proposicao 1. Se f: D — R, D C R?, tem um ponto de minimo local em (a,b) e se as derivadas parciais f,(a,b) e
fy(a,b) existem, entao fy(a,b) = fy(a,b) = 0.

Demonstragio: Sejad > 0 tal que Bs(a,b) C De f(a,b) < f(z,y) para todo (z,y) € Bs(a,b) (tal § existe porque f tem
um ponto de minimo local em (a,b)). Se —6 < t < d, entdo (a+t,b) € D e podemos portanto definir g(t) = f(a+t,b).
Segue da hipétese de existéncia de f,(a,b) que ¢'(0) existe:

h) — hob) — fla.b
§(0) = Jimg S0 =90 _ py, St hob) = o)

= fz(a,b).
Por outro lado, g é uma fungéo definida no intervalo aberto (—4,4) que tem um minimo em ¢ = 0:

9(0) = f(a,b) < f(a+t,b) = g(t), paratodo t€ (—4,9).
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Aprendemos no Célculo 1 que, se uma funcao definida em um intervalo tem um ponto de minimo no interior do intervalo
e se a derivada dessa funcao existe nesse ponto, entao a derivada da funcao se anula nesse ponto. Este resultado é
conhecido como o Teorema de Fermat. Aplicando o Teorema de Fermat a g, concluimos que f;(a,b) = ¢'(0) = 0,

como queriamos.

Analogamente, a fungdo §(t) = f(a,b + t), definida para t € (—4,9), tem um ponto de minimo em t = 0 e
9'(0) = fy(a,b) = 0. 0

Com pequenas adaptagdes, 0 mesmo argumento mostra também que, se (a,b) for um ponto de maximo local de
f e se existirem f;(a,b) e fy(a.b), entdo fy(a,b) = fy(a,b) =0.

Um ponto onde as derivadas parciais de primeira ordem de uma funcgao existem e sao nulas é chamado de ponto
critico dessa funcao. Um ponto de sela é um ponto critico situado no interior do dominio da funcao que nem é ponto

de minimo local nem é ponto de méximo local.

As definigoes e resultados desta secdo se estendem da maneira previsivel para fungoes de n varidaveis. Os resultados
das préximas secoes, entretanto, requerem conceitos e ferramentas algébricos mais sofisticados para serem generalizados

para funcgoes de n varidveis.

2. O CASO DOS POLINOMIOS DE GRAU 2

Um polinémio de grau 2 de duas varidveis é uma fungao da forma
f(z,y) = A2® + 2Bxy + Cy* + Dx + Ey + F, (z,y) € R?,

A, B, C, D, E e F constantes; sendo que pelo menos uma das trés constantes A, B e C é diferente de zero. E fdcil
verificar que f(0,0) = F, f,(0,0) = D e f,(0,0) = E. Um polinémio de grau 2 com um ponto critico em (0, 0) é

portanto da forma

f(z,y) = £(0,0) + Az? + 2Bxy + Cy>.

O principal objetivo desta segdo é discutir que tipo de ponto critico é (0,0), em fungao dos valores de A, B e C.
Queremos decidir se (0,0) é um médximo local, um minimo local, ou um ponto de sela. Para isso, devemos discutir o
sinal de f(z,y)— f(0,0) = Az +2Bxy+ Cy?. Separando em casos, veremos que é possivel determinar completamente
quando Az?+2Bxy+ Cy? é positivo, negativo ou nulo. Veremos que: (i) em alguns casos Az?+2Bzy+ Cy? é positivo
para todo (z,y) # (0,0), ou seja, (0,0) é um ponto de minimo global estrito; (i) em alguns casos Az? + 2Bxy + Cy?
é negativo para todo (z,y) # (0,0), ou seja, (0,0) é um ponto de méximo global estrito; (iii) em alguns casos
Ax? + 2Bxy + Cy? > 0 para todo (7,y) e Ax? + 2Bxy + Cy? = 0 para todo (,y) sobre uma reta que passa pela
origem e, portanto, (0,0) é um ponto de minimo global ndo-estrito; (iv) em alguns casos Ax? + 2Bxy + Cy? < 0 para
todo (z,y) e Az? + 2Bxy + Cy? = 0 para todo (,y) sobre uma reta que passa pela origem e, portanto, (0,0) é um
ponto de maximo global ndo-estrito; (v) nos demais casos, Ax? + 2Bxy + Cy? assume tanto valores positivos quanto

valores negativos em pontos arbitrariamente préximos de (0,0), ou seja, (0,0) é um ponto de sela.



2.1.  Suponhamos primeiro que A # 0. Entao temos

2B B\’ B2
f(x,y) — f(0,0) = Az® + 2Bay + Cy? =A<x2+Axy> +Cy? =A<x+Ay> +Cy* = — v,

logo

2 2
m fen) - 10,0 =4 (ot 5y) + T2
2.1.1.  Segue de (1) que, se AC — B? >0ese A >0, entdo f(x,y) — f(0,0) > 0 para todo (x,y) € R?, ou seja, (0,0)
é um ponto de minimo de f. Podemos ver também que (0,0) é um minimo estrito, isto é, (0,0) é o tnico ponto de
minimo de f; pois, se f(z,y) = f(0,0), entdo y =0 e x + %y =0, logo (z,y) = (0,0). Ou seja, f(0,0) < f(z,y) para
todo (x,y) # (0,0).

2.1.2.  Analogamente, também segue de (1) que, se AC — B2 > 0 e se A < 0, entao (0,0) é um ponto de maximo
estrito de f, isto é, f(0,0) > f(z,y) para todo (z,y) # (0,0).

2.1.3. Novamente usando (1), temos que, para todo t € R,

£t - 10.0)= 48 e f(-D 10— 0.0 =2 F e

Daf segue que, se AC — B? < 0e A >0, entdo f(t,0) > f(0,0) para todo t # 0 e f(—Z¢t,t) < f(0,0) para todo t # 0;
e,se AC— B? <0e A<0,entdo f(t,0) < f(0,0) para todo t # 0 e f(—%t, t) > f(0,0) para todo t # 0. Concluimos
que, se AC —B% < 0e A # 0, entdao existem pontos (z,y) arbitrariamente préximos de (0,0) tais que f(x,y) > f(0,0)
e existem também (outros) pontos (z,y) arbitrariamente préximos de (0,0) tais que f(z,y) < f(0,0). Ou seja, (0,0)

nem é ponto de maximo local nem de minimo local de f. Ou seja, (0,0) é um ponto de sela de f.

2.1.4. Suponhamos agora que A # 0 e AC — B? = 0; dai:

#(z,9) - £(0,0) =A(x+§y>2.

Se A > 0, entdao f(x,y) > f(0,0) para todo (z,y) € R?, f(x,y) = £(0,0) se e somente se Az + By = 0. Logo, (0,0) é
um ponto de minimo de f, assim como o séo todos os pontos de uma reta passando pela origem. Ou seja, (0,0) é um
ponto de minimo nao-estrito. Analogamente concluimos que, se A < 0 e AC — B? =0, (0,0) é um ponto de méximo

nao-estrito de f.
2.2.  Suponhamos agora que A = 0 e, portanto, f(x,y) — f(0,0) = y(2Bx + Cy).

2.2.1. Se A=0e B #0, o plano R? fica dividido em quatro setores por duas retas que passam pela origem: y = 0
(horizontal) e z = — 3%y (ndo-horizontal). Sobre as retas, f(z,y) = f(0,0); em dois dos setores, f(z,y) > f(0,0); nos
outros dois setores, f(x,y) < f(0,0). Logo, (0,0) é um ponto de sela. Note que, neste caso, AC — B? = —B? < 0.

222. Se A=B=0eC # 0, entaio f(z,y) — f(0,0) = Cy% Se C for positivo, (0,0) é um ponto de minimo

nao-estrito de f. Se C for negativo, (0,0) é um ponto de méaximo nao-estrito. Neste caso, AC — B? = 0.



2.2.3. Chegamos finalmente ao caso menos interessante: A = B = C = 0. Entdo f é uma funcdo constante e todos

os pontos do plano sao pontos de maximo e de minimo.

Vamos agora resumir algumas das nossas conclusoes em um teorema.

Teorema 1. Seja f : R? — R um polinémio de grau 2 possuindo um ponto critico em (0,0),
f(z,y) = £(0,0) + Az® + 2Bzy + Cy?,

e seja A = AC — B2.

(1) Se A>0eA>0, entao (0,0) é um ponto de minimo estrito de f.
(2) Se A>0eA<0, entdo (0,0) é um ponto de mdzimo estrito de f.
(3) Se A <0, entao (0,0) € um ponto de sela.

Como vimos na discussao precedente, podemos dizer mais sobre polindmios de grau 2 do que est4 dito no enunciado
deste teorema. Escolhemos colocar no enunciado deste teorema apenas as afirmagoes que podem ser generalizadas,
substituindo “maximo” e “minimo” por “méaximo local” e “minimo local”, para funcoes que possuem derivadas parciais

de segunda ordem continuas.

Ainda nao estd claro que constantes tomarao o lugar de A, B e C para func¢Oes mais gerais. E aqui que entra
o Célculo (até aqui a discussdo foi puramente algébrica). As constantes A, B e C sdo miltiplos das derivadas de

segunda ordem de f:
Az 00 SO0 fu00) o ful00

Temos também que

— fmc (07 O)fyy(07 0) — fa:y(07 0)2 )

A 4

Podemos portanto dar o seguinte enunciado alternativo para o Teorema 1:

Teorema 2. Seja f : R? — R um polinémio de grau 2 possuindo um ponto critico em (0,0).

(1) Se f22(0,0) £y (0,0) — f2,,(0,0)% > 0 € f2,(0,0) > 0, entdo (0,0) é um ponto de minimo estrito de f.
(2) Se frx(0,0)fyy(0,0) — f1,(0,0)> >0 e f.(0,0) <0, entdo (0,0) é um ponto de mdzimo estrito de f.
(3) Se frx(0,0)fyy(0,0) — f1,,(0,0)* < 0, entao (0,0) é um ponto de sela de f.

Seja agora f um polindémio de grau 2 que tem um ponto critico em (a, b) # (0,0). O polinémio g(z,y) = f(x+a,y+
b) satisfaz ¢,.(0,0) = fz(a,b) =0, g,(0,0) = fy(a,b) = 0. Logo, g tem um ponto critico em (0,0). Para decidir que tipo
de ponto critico de f é (a,b), devemos discutir o sinal de f(z,y)—f(a,b). Como f(z,y)— f(a,b) = g(x—a,y—b)—g(0,0),
(a,b) serd ponto de minimo estrito de f se e somente se (0,0) for um ponto de minimo estrito de g; o mesmo valendo
para pontos de maximo estritos ou pontos de sela. Para decidir que tipo de ponto critico de f é (a,b), podemos

portanto aplicar o Teorema 2 para o polinémio g. Notando que

frz(a,b) = ng(0,0), fyy(a’ b) = gyy(oa 0) e fxy(aa b) = gwy(070)a

temos:



Teorema 3. Seja f : R? — R um polinémio de grau 2 possuindo um ponto critico em (a,b).

(1) Se frz(a,b)fyy(a,b) — fry(a,b)*> >0 € fiz(a,b) >0, entio (a,b) é um ponto de minimo estrito de f.
(2) Se frx(a,b)fyy(a,b) — fry(a,b)? >0 € frz(a,b) <0, entdo (a,b) é um ponto de mdzimo estrito de f.
(3) Se fux(a,b)fyy(a,b) — fuy(a,b)> <0, entio (a,b) é um ponto de sela de f.

3. O POLINOMIO DE TAYLOR DE ORDEM 2 DE UMA FUNGAO DE 2 VARIAVEIS

O polinomio de Taylor de ordem 1 em (a,b) de uma funcdo f que possua derivadas parciais de primeira ordem

continuas em (a, b) é o polindémio

Pl(xvy) = f(avb) + fx(a’b)(x - a) + fy(a" b)(y - b)

J4 nos deparamos que esse polinémio antes. Seu grafico é o plano tangente ao grafico de f em (a,b). Ele é uma “boa
aproximagao” de f na vizinhanca de (a, b) no seguinte sentido. Quando (z,y) tende a (a, b), a diferenga f(x,y)—P1(z,y)

tende a zero mais rapidamente do que a distancia de (z,y) a (a,b), ou seja,

o f(z,y) — Pi(a,b) 0.
(@y)—=(ab) \/(z —a)? + (y — b)?

Fica como exercicio para o leitor verificar que P; é o tnico polinémio P de grau menor do que ou igual a 1 tal que

P(a,b) = f(a,b), Py(a,b) = fz(a,b) e Py(a,b) = fy(a,b).

Dada uma fungao f que tenha derivadas parciais continuas de primeira e de segunda ordem em (a, b), definimos
o polinémio de Taylor de ordem 2 de f em (a,b) como sendo o dnico polindémio P de grau menor do que ou igual
a 2 tal que P(a,b) = f(a,b), Py(a,b) = fz(a,b), Py(a,b) = fy(a,b), Piz(a,b) = fez(a,b), Pyy(a,b) = foy(a,b) e
P,y(a,b) = fyy(a,b). Fica como exercicio para o leitor verificar que esse polindmio, que de agora em diante serd

denotado por P, é dado por

Palit, ) = £(@b) + ful0)(x = a) + fy(06)(y = ) + 5 fou (0,0 = )2 + oy (0,6)( = @)y = B) + 3 fyn ) — )%

O polinoémio P, é uma aproximacao melhor do que P; na vizinhanca de (a,b). Quando (z,y) tende a (a,b), a

diferenca f(z,y) — P2(z,y) tende a zero mais rapidamente do que o quadrado da distancia de (z,y) a (a,b);

f(xvy) B PQ(xay)

lim =0.
(@)= (ab) (T —a)? + (y — b)?

Nés néo iremos usar (nem demonstrar) este fato. Ele é enunciado aqui apenas para motivar os resultados da se¢do
seguinte. Nela vamos provar que, em alguns casos, se f (e portanto também Ps, pois as duas fungoes tém as mesmas
derivadas de primeira ordem em (a, b)) tiver um ponto critico em (a, b), ele serd do mesmo tipo (méximo local, minimo

local ou sela) tanto para f quanto para Ps.



4. CONDIQ()ES SUFICIENTES PARA UM PONTO CRITICO SER MAXIMO, MINIMO OU SELA

Dizemos que uma funcio f : D — R, D C R2, é de classe C? se f possui derivadas parciais de primeira e de
segunda ordem continuas em D. Vamos agora estender o Teorema 3 para funcoes de classe C?, trocando méximo e
minimo globais por méximo e minimo locais na conclusao. A ideia intuitiva é que as desigualdades que aparecem nas
hipdteses e nas conclusoes do Teorema 3 sao suficientemente robustas para sobreviverem a pequena perturbagao local

que consiste em trocar f por seu polinomio de Taylor de ordem 2 em (a, b).

Digo isso apenas para motivar. Demonstraremos o Teorema 4 abaixo usando apenas a continuidade das derivadas
e a discussao do sinal de formas quadréticas que fizemos na Secao 2, sem precisar apelar para estimativas do valor da

diferenca entre f e seu polinomio de Taylor de ordem 2.

Vamos precisar também do seguinte resultado sobre fungoes de uma variavel, cuja demonstracao incluo aqui, para

conveniéncia do leitor mais interessado.

Proposicao 2. Seja g : (—0,0) —» R, 6§ > 0, uma fun¢do possuindo derivadas de primeira e de sequnda ordem. Se
g'(0) =0 e g”’(t) > 0 para todo t € (—9,9), entdo g(0) < g(t), para todo t € (—0,9), t # 0.

Demonstragio: Vamos provar que g(t) — g(0) > 0 primeiro supondo ¢ > 0, depois supondo ¢ < 0.

Se 0 < t < 4, segue do Teorema do Valor Médio que existe ¢, 0 < ¢ < ¢, tal que g(¢t) — g(0) = ¢’'(c)t. Como a
derivada de ¢’ é positiva em (—4,0), g’ é crescente em (—4,d). Como ¢ > 0, g'(c) > ¢’(0) = 0. Como ¢t e ¢g'(c) séo
positivos, g(t) — g(0) = ¢'(c)t > 0.

Se —§ <t < 0, segue do Teorema do Valor Médio que existe ¢, t < ¢ < 0, tal que g(0) — g(t) = ¢'(¢)(0 —¢t) =
—g'(e)t. J4 vimos que g’ é crescente em (—4,6). Como ¢ < 0, ¢’(c) < ¢'(0) = 0. Como t e g'(c) sdo negativos,
9(t) = 9(0) = ¢'(c)t > 0. O
Teorema 4. Seja f: D — R, D C R? uma fungdo de classe C?. Suponha que (a,b) é um ponto critico de f (isto é,
fu(a,b) = fy(a,b) =0) e que (a,b) € um ponto interior de D.

(1) Se frz(a,b)fyy(a,b) — froy(a,b)®> >0 € frz(a,b) >0, entdo (a,b) é um ponto de minimo local estrito de f.
(2) Se frz(a,b)fyy(a,b) — fuy(a,b)> >0 € fiz(a,b) <0, entio (a,b) é um ponto de mdzimo local estrito de f.
(3) Se fru(a,b)fyy(a,b) — fuy(a,b)? <0, entdo (a,b) é um ponto de sela de f.

Demonstrag&o: Vamos demonstrar primeiro a parte (1) do teorema. Porque f,,, fyy € fzy sd0 continuas, segue da
desigualdade fy4(a,b) fyy(a,b) — fzy(a,b) > 0 que existe § > 0 tal que
(2) foa (@, y) Fuy (@, 9) — foy(2,9)? >0 e fuu(z,y) <0, paratodo (,y) € Bs(a,b).

Vamos provar que f(z,y) > f(a,b) para todo (z,y) € Bs(a,b), (z,y) # (0,0).

Dado (z,y) € Bs(a,b), (z,y) # (a,b), existem t, € (—6,6), to # 0, e (h,k) € R?, com h? + k? = 1, tais que
(x,y) = (a+th,b+ tk). Mantendo (x,y) e (h,k) fixos por um tempo, definamos g(t) = f(a + th,b+ tk), t € (=4,0).
Note que, porque [(h, k)| = 1, a distdncia de (a + th, b+ tk) a (a,b), para todo t € (=4, ), é menor do que J, ou seja,
(a +th,b+tk) € Bs(a,b).



Segue da regra da cadeia que, para todo t € (=6, 6), temos

g (t) = fala+th,b+tk)h + fy(a+th,b+tk)k

') = fex(a+thb+tk)h* + 2fuy(a+th,b+tk)hk + fyy(a+thb+tk) k>

Segue da hipétese de (a,b) ser um ponto critico de f que ¢’(0) = fz(a,b)h + fy(a,b)k = Oh + 0k = 0. Para cada
t € (—=9,0), sejam A = fyo(a +th,b+tk), B = fyy(a+th,b+tk) e C = fyy(a+th,b+tk). Os valores de A,
B e C dependem de t, mas ndo vamos explicitar essa dependéncia para nao sobrecarregar a notagdo. Segue de (2)
que, para cada t € (—6,5), AC — B? > 0 e A < 0. Segue entdo da primeira parte do Teorema 1 aplicado & funcio
q(h,k) = Ah? + 2Bhk + Ck? que ¢"(t) = Ah? + 2Bhk + Ck? > 0, para todo t € (—4,6), t # 0.

Sabendo que ¢’(0) = 0 e que ¢”(t) > 0 para todo t € (—4,0), t # 0, concluimos usando a Proposigdo 2 que
g(t) > ¢(0), para todo t € (—4,6), t # 0. Em particular, f(z,y) = g(to) > ¢g(0) = f(a,b). Como o (z,y) que
tomamos no comego deste argumento era um ponto arbitrdrio de Bs(a,b), estd provado que f(x,y) > f(a,b) para

todo (z,y) € Bs(a,b), o que demonstra a parte (1) do Teorema.

A demonstracao da parte (2) do teorema é completamente andloga a da parte (1). Pode ser um bom exercicio para
o leitor refazer os passos da demonstragao da parte (1) verificando as adaptagdes que devem ser feitas para demonstrar a
parte (2) (vai ser preciso também mudar um pouquinho o enunciado e a prova da Proposigao 2). Uma saida bem menos
trabalhosa é apelar para o seguinte truque. Se f satisfaz as hipdteses da parte (2) do teorema, entdao ¢ = — f satisfaz as
hipéteses da parte (1). Logo, para todo (z,y) € Bs(a,b), (z,y) # (a,b), temos — f(a,b) = ¢(a,b) < ¢(z,y) = —f(z,y),

ou seja, f(a,b) > f(z,y); o que demonstra a parte (2) do teorema.

Suponhamos agora que vale a hipétese da parte (3) do teorema que estamos demonstrando, fyz(a,b)fy,(a,b) —
fey(a,b)?> < 0. Pela parte (3) do Teorema 1, a funcio q(h,k) = fou(a,b)h* + 2fzy(a,b)hk + f,,(a,b)k* tem um
ponto de sela em (0,0). Logo, existem (hi1,k1) e (he, ko) arbitrariamente préximos de (0,0) tais que q(h1,k1) < 0
e q(ha, ka2) > 0. Podemos supor que as distancias de (h1,%k1) a (0,0) e de (ha,k2) a (0,0) sdo menores do que 1, o
que garante que (a + thy,b+ tky) e (a + the,ab + tky) pertencem & bola Bs(a,b) se |t| < §. Lembrando que Bs(a,b)
estd contida no dominio de f, podemos portanto definir, para t € (=4,9), g1(t) = f(a + thi,b + tk1) — f(a,b) e
92(t) = f(a+tha,b+tks) — f(a,b). Tal como na demonstragao da parte (1) do teorema, segue da regra da cadeia que

g1 e g2 possuem derivadas de primeira e de segunda ordem continuas em (—d,d) e que
91(0) = g5(0) =0, g7(0) =q(h1,k1) <0 e g5(0) = q(h2,k2) > 0.

Como gf e g4 sdo continuas, g{(t) < 0 e g5 (¢t) > 0 para todo ¢ em um intervalo aberto contendo 0. Segue entdo (veja
a Proposigdo 2) que ¢1(t) = f(a+thy,b+1tk1) — f(a,b) <0 e ga(t) = f(a+the,b+tks) — f(a,b) > 0 para todo ¢ nesse
intervalo aberto que contém 0. Provamos que existem pontos (da forma (a + thy,b + tky)) arbitrariamente préximos
de (a,b) nos quais o valor de f é menor do que f(a,b) e pontos (da forma (a + tha,b+ tky)) arbitrariamente préximos

de (a,b) nos quais o valor de f é maior do que f(a,b). Ou seja, provamos que (a,b) é um ponto de sela de f. |

Observagdo 1. Se fzu(a,d)fyy(a,b) — fuy(a,b) > 0, entdo fyz(a,b) # 0. Ou seja, se em um ponto critico (a,b) for
satisfeita a hipdtese fyz(a,b)fyy(a,b) — fuy(a,b) > 0, entdo ou (a,b) é um minimo local estrito ou é um méximo local

estrito. Além do mais, se essa hipStese for satisfeita, também f,,(a,b) # 0 e fy,(a,b) tem sinal igual ao de fr4(a,b).



Observagdo 2. Nada se pode afirma em geral quando f tem um ponto critico em (a,b) e fzz(a,b)fyy(a,b)— fzy(a,b) =
0. A funcdo f(z,y) = z®y® tem um ponto critico em (0,0), fz(0,0)fyy(0,0) — fz,(0,0) = 0, e f tem um ponto de
sela em (0,0). J4 a fungao g(z,y) = z* + y*, tem um ponto critico em (0,0), gzz(0,0)gyy(0,0) — g2y (0,0) = 0, e g tem

um ponto de minimo estrito em (0, 0)

Observagdo 3. N6s usamos na demonstragio acima a seguinte propriedade da forma quadratica q(h, k) = fr.(a,b)h?+
2fuy(a,b)hk + fyy(a,b)k?: se g(t) = f(a +th,b+tk), ¢"(0) = q(h, k).

Exemplo. O tinico ponto critico de f(x,y) = 22 + 5y%(1 + ) é (0,0), que é um minimo local, mas ndo é um minimo

global.



