MAT 0147 - Célculo 2 para Economia
3% Prova - 28 de novembro de 2016

Questao 1) Determine o méximo e o minimo de f(z,y) = 2* + y? em D = {(z,y); 2% + 2y < 1}.

Solugdo: As derivadas parciais f,(z,y) = 423 e fy(z,y) = 2y sao simultaneamente nulas apenas para
(x,) = (0,0). O ponto (0,0) é o (tinico) ponto de minimo de f em D pois f(0,0) = 0 < z* +y? = f(x,y), para
todo (z,y) # (0,0). Como nao hé outros pontos criticos de f além de (0,0), o méximo de f em D, que existe
porque f é continua e D é compacto, tem de ocorrer na fronteira de D, o conjunto dos pontos onde se verifica

2?42y = 1.

Para encontrar o méximo de f em z? + 2y% = 1, podemos usar o método dos multiplicadores de
Lagrange (para fungoes de duas varidveis com uma restricio). Seja g(z,y) = 22 + 2y, O gradiente de g,
Vg(x,y) = (2z,4y), nunca se anula se g(z,y) = 1. Logo, o méximo de f na curva de nivel g(z,y) = 1
necessariamente ocorrerd em um ponto onde V f seja um multiplo de Vg. Esses pontos podem ser determinados

resolvendo o seguinte sistema de trés equagoes e trés incégnitas.

403 = N2« 223 = Az
(1) 2y = My = y = 2y
2 +2y2 = 1 2 +2y2 = 1

No caso em que x # 0 e y # 0, este sistema é equivalente a

2 _ 2 _ 1 2 _ 1

2 = A 5 = 7 T¢ = 3

_ _ 1 2 _ 3

1 = 2\ — A= 3 =49 = ¢

2 2 _ 2 2 _ _ 1
o +2y* = 1 o +2y° = 1 A= 3

Obtemos assim quatro solugdes com z # 0 ey # 0: (1,4/2), (3, —\/g)7 (=3,4/2) e (-3, —\/g). Nesses quatro

pontos, f vale &
Devemos agora procurar solugoes de (1) com z =0 ou y = 0.
Se x =0, segue de 22 +2y%2 =1 que y? = % As outras duas equacoes sdo satisfeitas com A = 1

3"

Se y =0, segue de 22 +2y?> =1 que x = 1 ou x = —1. A equacdo y = 2)\y é satisfeita para qualquer

A e a equacdo 223 = Az determina que \ = %

Obtemos assim mais quatro candidatos a ponto de maximo de f na fronteira de D: (1,0), (0, =),

S

(=1,0) e (0, —%) Nos dois pontos em que z? = 1, f vale 1. Nos outros dois, f vale %

Comparando os valores de f nos 8 candidatos a pontos extremais, concluimos que o maior valor que

f assume em D é 1 e que esse valor é assumido nos pontos (1,0) e (—1,0).
1



Questao 2) Determine o valor de f(z,y) = (22 + y?) e~ =2v" em seus pontos de sela.

Sugest&do: Use a informagao dada no grafico ao final do texto.

Solugo: Temos f,(z,y) = [2z+ (2% +y2) (~22)] ™ =2 e f,(z,y) = [2y+(2?+¢?) (—4y)] e™* 2.

Como e~ ~2v" # 0 para todo (z,y), segue que os pontos criticos de f s@o as solugoes do seguinte sistema.

2 — 2x(z2 +y%) = 0 (22 +y%) = =z
@) (@* +y°) (@* +y°)
2y —dy(@® +y°) = 0 2y(a® +y%) =
. L (2*+y%) = 1 _ ~
No caso em que = # 0 e y # 0, este sistema é equivalente a , que nao tem solugao.
2 +y?) =

Todas as solugoes do sistema (2) satisfazem portanto x =0 ou y = 0.

Se z = 0, a primeira equacao é satisfeita para qualquer y e a segunda é equivalente a 2y = 2y, que

tem trés solucoes: y = —%, y=0ey= %

Se y = 0, a segunda equacdo é satisfeita para qualquer = e a primeira é equivalente a 2% = x, que tem
trés solugoes: z = -1,z =0exz=1.
z. . . 7L 1 1
Concluimos assim que f tem cinco pontos criticos: (0,0), (—1,0), (1,0), (0, _W) e (0, ﬁ)

Temos os seguintes valores para f nos pontos criticos:

£(0,0) =0, f(f1,0):f(1,o):é, f(Q% o L1

1
O maior desses valores é —. Analisando o grafico, vemos que os pontos de sela sao (0, —%) e (0,

c ), nos quais

N

1
[ vale 5.

Questao 3) Considere as seguintes funcoes, definidas para todo (z,y, z) € R3,
fry,z) =a® =2z —yz, glw,y,2) =2>+y>+2%, h(z,y,2) =y+z

Seja C' a intersecao das superficies g(x,y,z) =6 e h(z,y, z) = 2.
(a) Mostre que Vg(z,y,z) x Vh(z,y,z) # (0,0,0), para todo (x,y,z2) € C.
(b) Determine um vetor u que tenha norma 1 e seja tangente a C' no ponto (2,1,1)

(c) Calcule a derivada direcional Dy, f(2,1,1).



Solucgdo:

(a) vg(x’ y7 x) = <2x, 2y7 22>’ vh<x7 y’ Z) = <O’ 17 1>7
Vy(x,y,2) x Vh(x,y,2) = 2{y — z, —z, ).

Assim, Vg(z,y,2) X Vh(z,y,z) = (0,0,0) se e somente se y =z ex=0. Sey=2zexz =0, entdo (z,y,2) =
(0,y,y) nao pertence a C' porque, se pertencesse, terfamos 2+l 4+ 22 =22 =6ey+2z =2y =2, duas

equagoes que nao sao simultaneamente satisfeitas para nenhum valor de y. Logo,
Vy(z,y,2) x Vh(z,y,z) # (0,0,0)

para todo (z,y,z) € C.
(b) Vg(2,1,1) x Vh(2,1,1) = 2(0,—2,2) é tangente a C em (2,1,1). Logo,

u 9(2,1,1) x Vh(2,1,1) = —=(0,~1,1)

1 1
= 7v —_—
42 V2
é tangente a C' e tem norma (mdédulo) igual a 1
(C) Vf(x,y,z) = <2'r - 27 —Z, 7y>a Vf(Z, 1a 1) = <27 71a 71>7

D,f(2,1,1) = Vf(2,1,1)-u = %(2,—1,—1) -(0,—-1,1) = 0.

Questao 4) Considere as seguintes funcoes, definidas para todo (z,y, z) € R3,
fla,y,2) =a2® =22 —yz, g(z,y,2) =2" +y* +2% hz,y,2)=y+z

Seja C' a intersegao das superficies g(x,y,z) = 6 e h(z,y, z) = 2. Determine o maximo e o minimo de f em C.

Solugdo: Como f é continua e C'é um conjunto compacto, f tem maximo e tem minimo em C. Vimos
na terceira questao que Vg(x,y, z) x Vh(z,y, z) # (0,0, 0) para todo (z,y, z) € C. Logo, os pontos de méximo e
de minimo de f em C sao pontos onde o gradiente de f é combinacao linear do gradiente de g e do gradiente de
h; ou seja sdo pontos (z,y, z) para os quais existem A e u tais que V f(z,y,2) = AVg(z,y,2) + pVh(z,y,2).

Esses pontos podem ser encontrados resolvendo-se o sistema

2r—2 = 2Xz
—z = 2\y+u
(3) -y = 2 z+u
?+y*+22 = 6
y+z = 2

Comparando a segunda e a terceira equagoes deste sistema, podemos “eliminar o ;”. O que queremos, portanto,
é equivalente a resolver o sistema seguinte (se houvesse interesse, poderfamos determinar p usando uma das

equagoes descartadas):

2r—2 = 2\x 2r—2 = 2\x
2 y+2z = 2Xz+y 2ANy—2) = y—z
(4) L=
242422 = 6 24?422 = 6

y+z = 2 y+z = 2



A segunda equacgao é satisfeita se e somente se y = z ou A\ = % Nossa estratégia para resolver (4) serd obter

todas as solugoes satisfazendo y = z e em seguida obter todas as solugoes satisfazendo A = %

Se y = z, a primeira, a terceira e a quarta equagoes de (4) serdo satisfeitas se e somente se

2r—2 = 2\x 2 — 2 2\x 2 — 2 =2)\x
22 +2y2 = 6 L= 2 +2 = 6 =4S rz=2o0uzx=-2
2y = 2 y = 1 y=1

(Como os dois valores que achamos para x sao nao-nulos, o valor de A fica determinado, para cada valor de z,

pela primeira equagdo.) Obtivemos assim dois candidatos a ponto de maximo ou minimo satisfazendo y = z:

(2,1,1) e (—2,1,1).

Se A= %, a primeira, a terceira e a quarta equagoes de (4) serdo satisfeitas se e somente se

20 —2 = «x r = 2 r = 2
24+ 4+22 = 6 .= PP+ = 2 =1 PP+ 2-9? = 2 = (z,y,2) = (2,1,1).
y+z = 2 y+z = 2 z = 2-—y

Ou seja, considerando o caso A = %, obtivemos apenas uma solugao, que ja havia sido encontrada no caso y = z.

O método dos multiplicadores de Lagrange (para 3 varidveis e 2 restri¢oes) implica portanto que o
méximo e o minimo de f ocorrem em {(2,1,1),(—=2,1,1)}. Como f(2,1,1) = -1 < 7 = f(—2,1,1), segue que

(2,1,1) é o ponto de minimo e (—2,1,1) é o ponto de méximo.



nizi- PLot3D[E” (-x"2- 24y°2) » (x*2+y"2), {x, -3, 3}, {y, -3, 3}]

out[12)=
0.2
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