MATO0146 - CALCULO 2 PARA ECONOMIA

2° SEMESTRE DE 2016
LISTA DE PROBLEMAS

GEOMETRIA ANALITICA

1) Sejam 7 e mo os planos de equagoes, respectivamente, © +y + 2z =2 e 2z —y + 2z = 1. Seja r a reta
formada pela interse¢ao de 7 e 5.
(a) Determine equagbes paramétricas para r.
(b) Determine uma equagao do plano 7w que contém r e o ponto A = (0,0, —1).
(c) Determine a intersegdo com 7 da reta que passa pelo ponto (1,0,1) e é perpendicular a 7.
(

d) Calcule a distancia de (1,0,1) a 7.
2) Para cada « € [0,27) sejam r e s as retas parametrizadas por

r(t) = (V2cosa, vV2sena, 1) — tv/2(cos o — sen av, cos v + sen av, V2)

s(t) = (V2cosa, V2sena, 1) — tv/2(cos a + sen a, sen a — cos a, V2).

(a) Mostre que as retas r e s estdo contidas no hiperboloide de revolucio z? = 22 +y? — 1

(b) Mostre que, para cada ponto (a,b,c) no hiperboloide 2? = x? + y? — 1, existem tnicos « € [0,27) e t € R
tais que r(t) = (a,b,c).

(c) Mostre que, para cada ponto (a, b, c) no hiperboloide z? = 22 + y? — 1, existem tnicos o € [0,27) e t € R
tais que s(t) = (a, b, c).

Sugest&o para o (b) e o (¢): Resolva um sistema com t, cosa e sen« no lugar das varidveis. Para mostrar
que os valores encontrados para o que deveria ser cosa e sena sao de fato o cosseno e um seno de algum «,

basta mostrar que a soma de seus quadrados é igual a 1.

2

2) Mostre que por cada ponto do hiperboloide de revolucio 2% = 22 + y? — 1 passam duas retas contidas no

hiperboloide.

3) Seja C a curva determinada pela intersecio do plano y + z = 2 com o cilindro 2 + y? = 1 (veja figuras

na Secao 13.1 do livro-texto).

3

(a) Determine os pontos de C' que pertencem também ao plano 7 de equagao x4y + 2z = 3.

(b) Determine o cosseno do angulo agudo formado pela reta tangente a C' e pela reta perpendicular a 7 em

cada um dos pontos encontrados no item (a).
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CONTINUIDADE

4) Determine o valor de L que torna continua a fungao

4
x
flz,y) = m sen \/m, se (z,y) # (0,0)
L7 se (x’y) — (070)
a2 o
€ Y
T ox-2 | .4 0
5) Considere a funcio f(z,y) =< e=2¢7 % ¢4’ se x # .
0, sex =0

a) Mostre que, para todo inteiro positivo m, }gr(l) f, ™) =0.
b) Mostre que, para todo inteiro positivo m, tlgl(l) f@&m,t)=0.
¢) Mostre que f(t, 672%2) = % para todo t # 0.

d) E f continua em (0,0)?

Dica: Segue da Regra de I’'Hospital que, para todo inteiro positivo m, lim s™e™
§— 00

(
(
(
(

% = 0. Dai decorre que também

42

.. . €
se anula o limite lim .
t—0 t2m

DERIVADAS PARCIAIS

6) Mostre que f(z,y) = (22 +y>)?/? possui derivadas parciais de primeira ordem continuas em (z,y) = (0,0).

7) Mostre que ambas as funcdes (a) u(z,t) = e 'sen (z) e (b) v(x,t) = t~1/2¢=*"/4 satisfazem a equagio

diferencial parcial u; = ugy.-

. . N . x
8) Seja f : R — R uma funcao derivdvel. Mostre que todos os planos tangentes & superficie z = = f ()
Y

passam pela origem.

9) Considere as fungoes F(x,y,2) = 22 +2y% — 22 + 3z e G(x,y, 2) = 202 + 4y? — 222 — 5.
(a) Mostre que VF(z,y, z) e VG(x,y, z) nao sao paralelos se z # 0.
(b) Mostre que os hiperboloides F(z,y,z) = 1 e G(z,y,z) = 0 ndo sdo tangentes nos pontos em que se

intersectam.

10) Considere o cone z? = 3(z% + y?) e a familia de esferas 2% + y? + (z —2a)? = a?, 0 £ a € R.
(a) Mostre que cada uma dessas esferas é tangente ao cone em todos os pontos em que se intersectam.

(b) Faca uma figura que ilustre a afirmacao do item (a).
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MAXIMOS E MINIMOS

11) Mostre que a funcio f(z,y) = €3 + y® — 3ye®, (z,y) € R?, possui um tnico ponto critico, que é um

minimo local, e que nao é um minimo global.

12) (a) Encontre e classifique os pontos criticos de f(x,y) = 2° +y° — 3zy, (z,y) € R%
(b) Mostre que (1,1) é o ponto de minimo de f restrita a {(z,y); 0 <2z <2,0<y <2}
(c) Para cada a > 2, mostre que t3 + a® — 3at > 0 para todo t > 0.

(d) Mostre que (1,1) é o ponto de minimo de f restrita a {(z,y); x >0, y > 0}.

A—=zx
Y definida no dominio

13) Dado A > 0, considere a fungao JY) = 1Yy ————
) nsider ungao f(z,y) xy2(w+y)

D={(z,y); x>0,y >0, xy < A}.

(a) Mostre que (\/g, \/g) é o tnico ponto critico de f em D.

b) Mostre que lim z,y) = 0.
(b) q (x,y)_><o,0)f( Y)

Sugestédo: use que x +y > \/W se x e y forem positivos.

(c) Conclua que, tomando f como sendo igual a zero nos pontos da fronteira de D, obtém-se uma extensao
continua de f a D = {(z,9); z >0,y > 0, vy < A}

(d) Mostre que, se z +y = R > 0, entdo f(z,y) < %. Sugest&o: Maximize g(t) = t(A —t).

(e) Dado R > 0, considere Dr = {(z,y) € D; x +y < R}. Mostre que, se R > /24, entio (\/g, %) éo
ponto de maximo de f em Dpg.

(f) Conclua que (\/g, \/g) é o ponto de méximo de f em D.

14) Dentre todas as caixas retangulares sem tampa com drea A, encontre as dimensoes daquela que tem o

maior volume.

ALGUMAS SOLUGOES (OU ESBOCOS DE SOLUGOES)

r+y+2z2=2 r+y=2-2z 3z =3 -3z r=1—2
<~ — —
2 —y+z2=1 2r —y=1—=z2 y=2r+z-1 y=1-—=z2

Logo, um ponto (z,y, z) pertence a intersecdo de m e 72 se, e somente se,

r=1-t
y=1-t , tek
z=1
(b) Fazendo ¢t = 0 e t = 1 nas equagbes paramétricas de r, concluimos que os pontos B = (1,1,0) e

C = (0,0,1) pertencem ao plano w. Dado que A = (0,0,—1) também pertece a , temos que os vetores
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ﬁ =(L,1,1) e %ﬁ = (0,0, 1) s@o paralelos a . Dalf:
1 A - -
iﬁxﬁz Kx(T+J4K) =] -1 =(-1,1,0)

é perpendicular a 7. A equacao de 7 é, portanto, —x +y = d, para algum d. O valor de d pode ser determinado

impondo que o ponto A = (0,0, —1) satisfaz a equagao, logo d = 0 e a equagao pedida é x —y = 0.

(c) A reta perpendicular a 7 que passa por (1,0, 1) é paralela ao vetor normal a 7, (1, —1,0). Suas equagdes

paramétricas sao, portanto,

r=1+1
y=—t , teR.
z=1

O ponto da reta que pertence também ao plano 7w corresponde ao valor de t tal que 1 4+t + ¢ = 0, ou seja, a

t = —1. O ponto pedido é portanto (1, 1,1).

(d) Por definigao, a distancia de um ponto a um plano é a distancia do ponto ao pé da perpendicular ao

plano que passa pelo ponto. Logo, a distancia pedida é igual & distancia entre os pontos (1,0,1) e (%, %, 1), que

BROR

i) Embora trabalhoso, é elementar verificar que, se (a, b, ¢) ¢ um ponto do hiperboloide, ou seja, se a?+b?—1 =

é igual a

c2, entdo as retas

x=a+ (b—ac)t x=a+ (b+ac)t
y=b—(a+be)t e y=b—(a—be)t
z=rc— (a® +b?)t z=c+ (a® + b))t

estdao contidas no hiperboloide. Além disso, os vetores (b — ac, —a — be, —a? — b2) e (b+ ac, —a + be, a® + b?)

néo sdo paralelos (logo, trata-se de fato de duas retas distintas).

13) (a) Os pontos de (z,y) de D satisfazem x > 0 e y > 0. Dali, para (x,y) € D, temos:

2 2
y*(A—2zy —x
ot = RS
y 2y +22=A
5 —
e )_xZ(A—2xy—yz)_O 2ey+y =4
T A
20y + 2% = A 322 =A A
= = r=y=4/=.
1?2 = g2 T=y 3

(b) Primeiramente demonstremos a desigualdade da sugestao, mostrando que ela é equivalente a uma desi-

gualdade que sabemos ser verdadeira. Se z > 0 e y > 0, temos

J:+y>\/m = (x+y)2>a:2+y2 — P2y >+t = 22y >0
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(a dltima desigualdade é verdadeira para z > 0 e y > 0, logo a primeira também ¢é). Dai, para todo = > 0 e

y > 0, temos:

0< floy) oy A= wwdzoy) @ yA-zy) yA-wy) Ay
2@+y) 22 +y? a2 y? 2 2 2

Segue por confronto, pois 4% tende a 0 quando (z,y) tende a (0,0), que

li ,y) = 0.
DoY)

(Note que o limite de %;f)y) existe quando (z,y) tende a (0,0) em D, que foi escolhido como o dominio de
f. Se (z,y) tender a (0,0) por pontos muito préximos da reta = +y = 0, % pode tender a oo. Tente

visualizar o gréfico usando computador.)

(c) Basta mostrar que, se (2, yo) € um ponto da fronteira de D, entdo

f(z,y) =0.

lim
D3 (z,y)=(x0,y0)

Provamos isso no item (b) para o caso em que (zo,y0) = (0,0). Nos demais pontos, zo + yo 7# 0 e, ou zoyo = 0

ou zoyo = A (faga uma figura para entender por qué). Logo

A— A—
lim flz,y) = lim zy( zy) _ Toyo( ToYo) _o.
D3(.y)=(z0,y0) D3(z,y)—(zo.90)  2( +¥) 2(zo + yo)

(d) O valor méximo do polinémio g(t) = t(4 — t) ocorre quando t = 4. Logo, g(t) < g(4) = A—z , para todo
y)

t € R. Substituindo ¢ por zy, vem que zy(A — zy) < 4 T’ para todo (z,y) € R?. Quando z +y = R > 0, temos

portanto
zy(A—zy)  xy(A—zy) <1 A2 A2

Te) =0y — 3R S3R 1 SR

como queriamos.

(e) Vimos no item (a) que o tnico ponto critico de f em D é P = \/g \/g que pertence ao interior de
Dpg, pois ,/% + \/% < V2A < R. O conjunto Dg é fechado e limitado e a funcdo f é continua em Dp. Logo,

f possui (pelo menos) um ponto de méximo em Dg. Se um tal ponto estiver no interior de D, ele serd um

ponto critico de f, ou seja, serd igual a P. O valor de f em P é
A A3/2
\/ \/ 3 4 \f T 63

’ s ro . = 3/2 .
Para provar que Py é o (linico) ponto de maximo de f em Dp, basta portanto provar que Igﬁ é maior do que o

maximo de f na fronteira de Dy, que é o que provaremos em seguida, provando que o valor de f em um ponto

- . = 3/2
arbitrario da fronteira de Dy é menor do que 2‘75-

Seja (z0,y0) um ponto da fronteira de Dg. Se (zo,yo) for também um ponto da fronteira de D, entdo

f(zo,y0) =0 < ‘23—\//5. Se (zg,yo) nao for um ponto da fronteira de D, entdo xg + yo = R e, pelo item (d),
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2 . EY 2 ’
flxo,y0) < ?—R. Para provar que P é o ponto de maximo de f em Dpg, basta portanto provar que ?—R é menor
A43/2
do que VR Temos
A% A3? At A3 . 27TA

< — T < =
8R 63 64 R> 108
Esta tltima desigualdade é verdadeira pois, por hipétese, R? > 24 e 2 é maior do que 27/16. Logo, % < 23—\//;,

como queriamos.

(f) Seja (z,y) um ponto qualquer de D, distinto de P. Para R suficientemente grande, (z,y) € Dg. Segue

fley) < f (\/g \/?) = gﬁ\//;

do item (e) que

como queriamos.



