DISTANCIA DE UM PONTO A UMA ELIPSE
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Vamos usar o método dos multiplicadores de Lagrange para encontrar o ponto da elipse
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mais préximo do ponto (1,1). Para isso, vamos minimizar a fungao f(z,y) = (z —1)% + (y — 1) (que é igual

ao quadrado da distancia de (x,y) a (1,1)) sujeita & “restricao”g(z,y) = 1, sendo
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No sistema abaixo, as duas primeiras equagoes sao equivalentes a Vf = AVg e a terceira é equivalente a

restricao g(z,y) = 1.

2@ —1) = 2X-%
(1) 20y—1) = 2x-%
422 +9y®> = 36

Note, para qualquer valor de A\, x = 0 nao é solucao da primeira equacao e y = 0 nao é solucao da segunda

equagao. Para resolver o sistema, podemos portanto dividir equagoes por x e por gy, Temos assim:

2@—1) = 2x-% 91-1) = A 9-%2 = 4-3
2y—1) = 2x-4 = 41-3) = A = 4’+9%° = 36
42 +9y* = 36 422+ 9y = 36 A= 411
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Como nao estamos interessados no valor de A, podemos continuar a resolucao do sistema usando apenas as duas

equagoes em que ele nao aparece:
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9-3 = 4—-3 — y = 4x/(9—5z)
422 +9y*> = 36 422 +9y®> = 36

Substituindo a primeira equagao do tltimo sistema na segunda, obtemos
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4o 4900 g 42%(9 — 5z)? + 1442” = 36(9 — 5z)°.

(9 — 5x)2
Precisamos apelar para métodos numeéricos para obter solugoes aproximadas desta equagao de quarto grau.
Digitando, por exemplo, “solve 4xA2(9-5x)A2+144xA2=36(9-5x)A2” numa janela de comando do WolframAlpha,

vemos que esta equagao tem (apenas) duas raizes reais, dadas aproximadamente por

T2 —2,90702 e x5 22 1,24999.
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O valor de y correspondente a cada valor de x é dado pela equagao y = 4x/(9 — 5z):
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Como a funcdo f é continua e a elipse em questao (na verdade, qualquer elipse) é um subconjunto fechado
e limitado do plano R2, segue que f tem um ponto de méximo e um ponto de minimo na elipse. Nesses pontos,
necessariamente, a equacido Vf = A\Vg sera satisfeita para algum A € R?. Vimos que s6 hé dois pontos da
elipse em que essa condicao é satisfeita, (x1,y1) e (x2,y2). Um deles é o méximo, o outro é o minimo. E fdcil
a gente se convencer, fazendo uma figura, de que (x1,y1) é o ponto de méximo e (x2,y2) é o ponto de minimo.

O célculo de valores aproximados de f(z1,y1) e f(x2,y2) nao deixa divida de que este é o caso.
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Conchumos assim que a dlbtanaa de (1 1) a ehpbe % + % 1 e 1gua1 a
f( ) 24/ (0,25)2 + 415 : (1/4)2 + (9/11)2 20,8555
X = = .
242 ’ 9—5-1,25 ’

Isso parece bem razoavel olhando a figura, nao?



