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Escolha quatro das cinco questoes propostas. Todas tém o mesmo valor.

Questao 1: Seja M um subespago nao-denso de um espago de Hilbert H e seja A : M — C linear e continuo. Mostre

A possui infinitas extensoes lineares e continuas A : H — C, mas que sé uma delas satisfaz ||[A|| = ||A|].

Questao 2: Para cada k inteiro, defina fi(z) = sen((2k + 1)z). Mostre que {%fk, k=0,1,2,---} é um conjunto
ortonormal completo de L?(]0, Z1), e que {\/gfk, k=0,1,2,---} é um conjunto ortonormal de L?([0,7]) que nao é

completo.

Questao 3: Considere ¢y, 0 espago das sequéncias complexas (zn)nen tais que lim z, = 0, munido da norma do
n—oo

supremo. Dada (a,)nen € £, mostre que se pode definir um funcional linear continuo em cq por

T(@n)ner) = 3 tntn e aue [T = 3 Janl.
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Questao 4: Seja X = {f : R — C; f é continua e limitada}. Munido da norma ||f|| = sup |f(x)|, X é completo (ndo
z€R

é preciso demonstrar esta afirmagao). Mostre que existe A : X — C linear e continuo tal que

A(f) = lim f(x) = Tlim f(z),
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sempre que os dois limites existirem e que, além disso, A(g) = 1, onde g denota a funcdo g(z) = cos(z), = € R.

Questao 5: Seja V : L%([0,1]) — L?([0,1]) definido por (V f)(x) = / f(t) dt. Mostre que V' é compacto e nao tem
0

nenhum autovalor. E V autoadjunto? Vocé pode usar sem demonstrar que V' é injetor.



