MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral IIT - Turma 20 - 2* Prova - 13 de maio de 2014

Questao 1: Seja C a intersegao do cilindro 22 + y? = 1 com o plano z = y. Calcule / V222 + 22 ds.
c

Solugdo: Uma possivel parametrizacao de C' é

(z(t),y(t), 2(t)) = (cost,sent,sent), 0 <t < 2.

Daf, \/2/(t)2 + y/(t)2 + 2/(t)2 = V/sen2t + 2 cos? t e, portanto,
2m
0

2 27 1
/ V2x2 + 22 ds:/ (\/sen2t+2cos2t) dt:/ (1+c082t)dt:27r+§27r:37r.
c 0

Y
x2+y2

Questao 2: Seja F o campo vetorial definido por F(z,y) = ( +v, f_ 5 + x), e seja C a fronteira
€z )

do retangulo {(x,y); |x| <1, |y| < 1}, orientada no sentido anti-horario. Calcule | F - dr.
c

Solugdo: Chamando de P a primeira coordenada de F e de ) a segunda, temos

0Q P  (@P+yd)-z-2 (22 +y?) —y-2y

- = 1
Tl (22 + y2)2

oxr Oy (22 +y?)? —i=0

Seja D o conjunto dos pontos interiores ao retangulo dado e exteriores ao circulo de raio 1 e centro na origem.

Aplicando o Teorema de Green a regiao D e ao campo F, vem:

/F-dr—/F-dr:// (GQ_(’)P) drdy =0,
c ¢ p \dz Oy

onde C é a circunferéncia de raio 1 e de centro na origem percorrida no sentido anti-hordrio. Nos pontos (z,y)

pertencentes a C, 22 + y2 = 1 e, portanto, F(x,y) = (0,2z). Assim:

/F-drz/F~dr:2/xdy.
c ¢ ¢

Para calcular essa tltima integral, parametrizamos C por (z(t),y(t)) = (cost,sent), 0 < t < 27, donde vem:

27 27
/ F.-dr = 2/ z(t)y' (t)dt = 2/ cos? tdt = 2.
c 0 0

Questao 3: Seja F o campo vetorial definido por F(z,y, z) = v , Y , i
Va2 +y?+ 22 a2 +y? + 22 a2y + 22

(a) Encontre uma fungéo escalar ¢ cujo gradiente seja igual a F.

(b) Calcule / F - dr, onde C é a curva parametrizada por (cost,sent, %), 0<t<2m.
c

Solug&o: (a) Definindo ¢(z,y, z) = /22 + y? + 22, temos
0o 1 x

ox 2 /{E2+y2+22 /1.2+y2+22

1




e, analogamente,

= e =
oy /x2+y2+z2 0z /x2+y2+z2

99 Yy ¢ 2

Logo, F = Vo¢.

(b) Como F = V¢, entao / F-dr = ¢(Q) — ¢(P), onde P é o ponto inicial de C' e @ é o ponto final
c
de C. Assim:
/ F-dr = ¢(1,0,2) — $(1,0,0) = v5 — 1.
c

Questao 4: (a) Seja D a regiao limitada por um caminho simples fechado C' no plano zy, orientada no sentido

anti-hordrio. Use o Teorema de Green para mostrar que as coordenadas (Z,y) do centroide de D sdo

_ 1 2 — 2
X QA/CI‘ Y, Yy B Cy X,

onde A é a area de D.

(b) Use o item (a) para encontrar o centroide de uma regido semicircular de raio a.

Solugdo: (a) Definindo o campo F por F(z,y) = (P(z,y),Q(x,y)), onde P(x,y) =0 e Q(x,y) = 22, temos

(1) /CF~dr:/Cx2dy.

Aplicando o Teorema de Green e usando a defini¢ao de centroide, vem:

(2) /CF-drz//D (gf—%g) dxdy://D%cd:vdy:ZAi.

Comparando as equagoes (1) e (2), obtemos a primeira das igualdades que queremos demonstrar.

Analogamente, definindo o campo G por G(z,y) = (y2,0), temos

/y2dx:/G~dr:f// 2y dx dy = —2Ay,
C C D

como queriamos demonstrar.

(b) Escolhendo um sistema de eixos de modo que a regido semi-circular, que chamaremos de D, seja
descrita pelas inequacoes z2 4+ y? < a? e y > 0, a fronteira de D consistird da unido de duas curvas, o didmetro
C1 e a semi-circunferéncia Cy; que podem ser parametrizadas, com a orientagdo correta, respectivamente, por

(t,0), —a <t < a,epor (acost,asent), 0 <t < 7. Dal:

1 1 ¢ " "
ac:(/ xzdy+/ xzdy>:2(/ tQ-Odt—&—/ a20032t-acostdt):a/ (1—sen2t)costdt:0,
2A Cq Cs a —a 0 ™Jo
_ 1 2 2 1 ¢ "o o
Jg=—— y*dx + ydr | = —— 0dt — a“sen“t-asentdt | =
2A Cy Cy 7Ta2 —a 0

™ 1
g/ (1—cos2t)sentdt:g/ (1—u2)du:4—a
0

T 0 3’



