MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral IIT - Turma 20 - 1* Prova - 1 de abril de 2014
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Questao 1. (2 pts) Calcule: (a) // V=T dydz, (b) // v A, sendo D = {(z,y); 22 + y* < 100}.
0o D

Solugdo: (a) O dominio da integral dupla, descrito pelas desigualdades 0 < x < 1, 0 < y < x pode
ser, alternativamente, descrito pelas desigualdades 0 < y < 1, y < x < 1. Isto justifica a seguinte troca da

ordem de integragao:

1o 2 1,1 2 1 ,2 3 .
// eV T dydxz// eV dxdy:/ (1—y)e¥~ 7 dy:/ e“du=ez —1.
0Jo 0Jy 0 0

(b) Em coordenadas polares, o dominio D é descrito pelas desigualdades 0 < 6 < 27, 0 < r < 10. Dali, temos:

s s 27 10 ) 10 ) 6—7‘2
// e * 7Y dA:/ / e " rde9=27T/ e " rdr =27
D o Jo 0 -2
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Questao 2. Calcule // e*7YdA, sendo D o quadrildtero de vértices (1,0), (0,1), (—1,0) e (0,—1).
D
Solug8o: Fagamos a mudanga de varidveis

U=x+Y r =
—

v=1—y y=

O quadrado @ no plano UV de vértices (1,1), (1,—1), (—=1,—1), (=1,1) é levado por esta transformagao no
quadrado D no plano XY. Além disso,

oz Oz 1 1 1
ou v _ 2 2 - _ =
dy  y 1 _1 2
ou  Ov 2 2

Aplicando a férmula de mudanca de varidveis para integrais duplas, temos:

+1 1 1
// Iydxdyf// dudv = = / / e’ dudv = (efe H.o2=e—-.
e

Questao 3. (3 pts)
Uma lamina homogénea ocupa a regiao do plano {(x, y) € R?; = v — + 32—2 <1, z224¢y*>1,y> 0} ,sendoaeb
constantes, a > b > 1. Ache as coordenadas do centro de massa dessa lamina.
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Solugdo: Sejam (T, %) as coordenadas do centro de massa. Por simetria, observamos que Z = 0. Além
disso, como a densidade é constante, temos:
ydA
1dA

f{(z,w; 22 112 <1,>0} YAA = Jie ;a2 <iyz0)

g =
f{(w); 22 182 <1,9>0} VA = [{a ) 02 442 <1,920)

Fazendo as mudangas de varidveis © = z/a, v = y/b e, em seguida, usando coordenadas polares no plano UV,

u =rcosf, v =rsend, temos:

/ o ydzxdy = ab bvdudv =
{(zy); 23+ ¥4 <1,y>0} {(u,v); u?+0v2<1,020}

T 1 T 1
ab? / / r?sen dr df = ab2/ sen0d9/ r2dr = 2ab2,
o Jo 0 0 3

/ . 1dmdy=ab/ ldudv =
{(zy); 23+ ¥4 <1,y>0} {(w,v); u?+v2<1,020}

T 1 T 1
ab/ / rdrd@zab/ 1d9/ rdr:Lab.
o Jo 0 0 2

Fazendo ¢ = b = 1 nas duas férmulas acima, obtemos os valores das outras duas integrais que precisamos
calcular para obter 7. Assim, temos:

(ab2—1)_£ab271
(ab—1) 3mab—1"
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Questao 4. Um sélido S é obtido extraindo-se de uma esfera de raio R a porcao dela que fica dentro de
uma outra esfera, também de raio R, com centro localizado na superficie da primeira esfera. Supondo que a
densidade de massa é constante e igual a 1, ache o momento de inércia de S em relagao a reta que passa pelos

centros das esferas.

Solugdo: Tomemos como eixo Z a reta que passa pelo centro das duas esferas e coloquemos a origem
no centro da esfera que foi extraida da outra. As equagoes das duas esferas entao ficam, com essa escolha de

eixos cartesianos:
2?4+9°+22=R?> e 2?+419°+2%>=2Rxz

Substituindo a primeira dessas equacdes na segunda, obtemos R? = 2z R, ou seja, z = R/2, que é uma equagio

satisfeita nos pontos da intersecao das duas esferas.

Introduzindo coordenadas esféricas, z = pcos¢, x = psen¢cosf, y = psengsenf, as equacoes das

esferas se transformam em
p=R e p=2Rcoso,

e os pontos da intersegio satisfazem pcos¢p = R/2 e p = R, e, consequentemente, cos ¢ = 1/2, ou seja, ¢ = m/3.



Os pontos do sélido sao, portanto, os pontos que satisfazem as desigualdades
0<#<2r, 0<¢<7/3, R<p<2Rcos¢.

O momento de inércia I do sélido em relagao ao eixo Z ¢é igual a integral do quadrado da distancia ao eixo Z,

d? = 22 + y? = p? sen 2¢, multiplicada pela densidade, que é igual a 1. Assim:

I_// d>dv = /// 2 +1?) dxdydz—/%/ﬂd/mcowp sen?¢) - (p*sen @) dpde df =

m/3 2 2 5
27r/ son ¢( Rcos ¢)® — TR
0

5 d¢: 5

Fazendo u = cos ¢ nessa tltima integral, vem:

/ (32cos® ¢ — 1)(1 — cos? ¢) sen ¢ dep.
0

27 R 2R

1/2 1
I=— / (32u° — 1)(1 — u?) du = / (—32u" +32u° +u® — 1) du =
5 1 5 1/2

2mR® 3248 n 32u8 B
5 8 6 3

o1 RS 16 1 1 1 1 1 203
4+ — 1) = )| = ==nR°.
5 [( t3ts ) ( 61 12t 2” 480"

Observagio: Serd que cometemos algum (muito provével) erro de calculo? O resultado que encon-

tramos é razoavel? Uma maneira de testar é calculando o raio de rotacdo do sélido S, isto é, a que distancia
constante do eixo deveria ficar toda a massa do sélido para que o momento de inércia fosse igual ao valor que
encontramos, igg 7R?. Para isso, precisamos calcular a massa do sélido, que é igual ao volume, pois a densidade

é igual a 1.

7/3 p2Rcos ¢ /3 -1 92 3 11 )
= 27r/ / p*senddpdp = 27TR3/ M nodp = TR / (8u® — 1) du = —7R>.
0 1/2

3 3 12

Chamando de D o raio de rotacdo de S, temos % o LrR®D? =1 = iggﬂR5, logo D? = R?. iggjg = E%RQ Ou

seja, D/R = 41/203/440, que é aproximadamente igual a 0,68, um valor intuitivamente razodvel; mas, claro,

este tipo de teste s6 detectaria um erro muito grande.



