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Questão 1 (2 pts) Sejam ϕ : (0,∞) → R e ψ : (0,∞) → R deriváveis, e seja f : C \ {0} → C definida por

f(x+ iy) = ϕ(
√
x2 + y2) + iψ(

√
x2 + y2). Mostre que, se f for holomorfa em C \ {0}, então f é constante.

Questão 2 (2 pts) Mostre que não existe f : C→ C anaĺıtica, que nunca se anula e lim
|z|→∞

|f(z)| =∞.

Sugest~ao: Suponha que existe e mostre que, então, 1/f seria constante.

Questão 3 (2 pts) (a) Mostre que a série de potências

∞∑
k=0

(−1)k
z2k+1

2k + 1
tem raio de convergência igual a 1.

(b) Mostre que f(z) =

∞∑
k=0

(−1)k
z2k+1

2k + 1
satisfaz f ′(z) =

1

1 + z2
para todo z tal que |z| < 1.

Questão 4 (2 pts) (a) Mostre que tem raio de convergência maior do que ou igual a 1 a série de potências

exp

[
2i

∞∑
k=0

(−1)k
z2k+1

2k + 1

]
.

(b) Mostre que são iguais (pelo menos) os cinco primeiros termos das séries

exp

[
2i

∞∑
k=0

(−1)k
z2k+1

2k + 1

]
e 1 + 2iz

∞∑
k=0

(iz)k.

Questão 5 (3 pts) (a) Mostre que f(z) =
1

i

eiz − e−iz

eiz + e−iz
é anaĺıtica em {z; |z| < π

2
}.

(b) Considere a série de f em torno de 0, f(z) =

∞∑
n=0

anz
n. Mostre que a0 = a2 = a4 = 0. Calcule a1, a3 e a5.

(c) Enuncie precisamente e justifique a veracidade da seguinte afirmação:

f é inverśıvel perto de 0 e a inversa f−1 é anaĺıtica em 0.

(d) Mostre que são iguais (pelo menos) os três primeiros termos não-nulos das séries

f−1(z) =

∞∑
k=1

bnz
n e

∞∑
k=0

(−1)k
z2k+1

2k + 1
.
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