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Exemplo 2

SOLUCAD

Solugdes Basicas

Claramente, o método de eliminagao de Gauss também funciona para sistemas homogéneos.
Na verdade, ele fornece um modo de escrever as solugies de modo conveniente, que serd
necessirio mais adiante.

Resolva o seguinte sistema homogéneo:
X ~20+x3+x%=0
+xy=0 ‘
=0 :
e expresse as solugbes COMO sOmas de multiplos escalares de soluges especificas.

~xy + 22
23y — 4xy + X3

A matriz completa é reduzida da seguinte maneira:

] -2 1 10 1 =2 1L 19
-t 2 9 1 Q9]0 0 1 20
2 4100 6 0 -1 -2 0
(1 2 0 -1 0
—ij0 01 20

o 006 00

Por essa razio, as varidveis dependentes s30 x; € X3, € a8 variaveis livres x; e x4 tornam-se

parimetros: X, = § € x3 = £. Assim, as equagdes no sistema final determinam as varidveis

dependentes em termos dos parimetros:
xg=2s+t ¢

X3 = =2t
Isso significa que a solugdo geral € X' = [2s+¢t s —2t t]'. Anovaidéiaagora é separar

esse resultado em parcelas, de modo que em cada uma apareca apenas um dos pardmetros
sout

25+t 25 4 2 H
Xe| F =] 0t4] M=l e
-2 9 -2 0 -2
t 0 ' 0 :
2 1
Assim, X = eX; = sio solucdes particulares, e a solugio geral X tem
0 1
aforma X = sX; + tXa
~

As solugdes particulares X e X; no Exemplo 2 sdo chamadas soluges bésicas do sistema
homogéneo. Elas tém a propriedade que toda solugdo X é da forma

X=sX +tX;

Esse fato acontece em todo sistema homogéneo.

onde 5 e t $30 ntimeros arbitrérios.

Para descrever a situacdo geral, a seguinte terminologia serd atil: se Xy, Xy, -
colunas, uma expressio da forma

siXy +52Xp + -0+ oskXk

-, Xg sdo

onde 51, 525 - - -5 Sk 80 nimeros arbitdrios

é chamada combinagao linear das colunas X, Xy ++ -, Xy Dado qualquer sisterna de
equagdes lineares homogéneo, um célculo como © feito no Exemplo 2 resulta na expressao
de toda solucio do sistema como uma combinagao linear de certas solugdes particulares.
Essas solucdes particulares sio chamadas solugdes basicas produzidas pelo algoritmo de
Gauss. (E claro que o sistema pode ter apenas a solugio trivial; nesse caso, dizemos que o
sisterna ndo tem solugdes bésicas.)
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SOLUCAD

Exemplo 3

Suponha que seja dado um sistema homogéneo de equagGes lineares com n incégnitas.
Assuma que o posto da matriz completa seja r. Entio:

(1) O algoritmo de Gauss produz exatamente 1 — r solugtes bésicas.

(2) Toda solugio do sistema é combinagdo linear dessas solugGes basicas.
Ja observamos que toda solugdo é uma combinagdo linear das solugdes bsicas produzidas
pelo algoritmo de Gauss. Pelo Teorema 3 da Seiol.2 hd exatamente n — r pardmetros na
solugio geral e, portanto, bd exatamente 1 — r solugdes bésicas (uma para cada parimetro).

Encontre soluces bésicas para o seguinte sistema homogéneo e compare o resultado com o
Teorema 2:
X — 2%+ dxs— xgt S5x5=10
2y 4 4xy — Tagh xg+Zxs— Bxg =0
3~ 6%+ 12x3 —3x4 + x5+ 15x5 =10
2%y — 4 + 93— 3xy 3%+ 12% = 0

A redugio da matriz completa & forma escalonada pode ser feita da seguinte maneira:

1 -2 4 -1 0 50 (1 =2 4 -1 05 0
- - - 12 2

2 4 7 12 -8 0| e 01 -l 0

1 -6 12 -3 1 15 0 0 00 0100

2 -4 9 -3 3 12 0 0 01 -1 329

L 20 30 -3 0

oo a0 20

© 00 01 00

lo oo o0 00

Assim, as varidveis livres sio interpretadas como parfimetros: Xy = 5, x4 = t € x5 = 1. Entéo,
as equacdes fornecem os valores das varidveis dependentes: x) = 25 — 3t + 3u, X3 = £ — 2u
e x5 = 0. Portanto, a solugio geral X é

e S por = — -

x " 2s~3643u] 2 -3 3
X3 H 1 0 0
-2 0 1 -2
X=|"|= ol Tt
X3 t Q 1 1]
X5 0 0 0 0
X5 .l L u i .0 L 0] L 1]
) -3 3
1 0 0
x P . 0 1 _
e as solucdes bésicas sdo X) = , X = eXs;=
0 1
0 ¢ ¢
Lo 0 1

Concluimos que h trés solucdes bisicas, o que estd de acordo com o feorema 2 porque o

posto da matriz completa é r = 3e hd n = 6 incognitas.
.

As solugdes bésicas de um sistema homogéneo de equacdes lineares sao Gteis porque elas
ddo uma descricio facil de todas as solugdes: basta tomar todas as combinagGes lineares.
Entretanto, as sohucGes basicas tém outros usos, como veremos na Segdo 2.3 quando as
usarmos para estudar diagonalizacio, umas das técnicas mais dteis da dlgebra linear.
Conclufmos com um exemplo que aplica equagdes homogéneas ao balanceamento de
reagdes quimicas.
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Exemplo 4

pode ser representada por

Logo, a reacdo balanceada ¢

Equagoes Lineares e Matrizes

Uma reagdo quimica é um rearranjo de moléculas para formar novas substincias quimicas,
em que reagentes sio transformados em produtos. Por exemplo, 2Na + Cl; -> 2NaCl
representa a reagdo de duas moléculas de sédio e uma de cloro para produzir duas moléculas
de cloreto de s6dio {sal de cozinha). Essa reagio ¢ balanceada no sentido que o nitmero de
4tomos de cada elemento em um lado da reagio € o mesmo que o nimero de dtomos no
outro lado. Como outra ilustragdo, considere a combustdo do metano:

Metano {CH,) + Oxigénio (Q,) — Diéxido de Carbono (CO,) + Agua (H,0).

Para balancear essa reagio, denote respectivamente por x, y, z € w 0 nimero de moléculas de
metano, oxigénio, diéxido de carbono, € dgua que devem estar na reagdo. Assim, a reagdo

xCH, + y02 = zCO, + wil; 0.
O ntimero de dtomos de cada elemento em cada lado da reagdo deve ser o mesmo, fornecendo
as equaces x = z (para balancear C), 4x = 2w (para balancear H) e 2y = 2z + w (para
balancear O). Essas equagdes podem ser escritas como um sistema linear homogéneo
x -z
4x

=0
—-2w=10
y—2z- w=0

e a solucdo geral ¢ X = [t 2t + 2t]7, onde ¢ é arbitririo. Como x, y, z ¢ w devem ser
inteiros positivos, a escolha t = 1 fornece uma solugdo:x =z=ley=w=2.

CHy + 20; — CO + ZH;;O

Exercicios 1.3

1. Em cada caso, considere o sistema de equagdes homogéneo

3

4

H

que tem a matriz dada como matriz dos coeficientes,
encontre as solugdes bésicas do sistema, ¢ expresse a solugo
geral como combinagio linear dessas solugdes bdsicas.

123 12 3
a) -1 30 b} -1 5 ¢
L-1 8 3 L L33
R 1 -2 o 3
iz 1 0 4 dits 6 t -4
L1 10 -6 1 L2 o o1
1 2 o
203 -1 - -
2 -1 6 0 -
el |3 4 2 f)
t3 103 -5 1 4
13 1
Le 9 -3 _
- toL -2 3 2
121 -t 3 ) ,
-1 P
g) |t 22 12 h)
-1 -2 301
(2 4 2 -1 7
L3 o0 173

Encontre uma reagio balanceada para as seguintes reagdes
quimicas:
a) Amodnia (NH;3) + Oxido de Cobre (CuQ)
— Nitrogénio (N;) + Cobre (Cu) + Agua (H,0).
b) Octano (CgH ) + Oxigénio {O,)
—+ Diéxido de Carbono (COy) + Agua (H,O).

Explique a diferenca entre sistema geral e homogéneo de

equagdes, e quais sdo as implicagGes para as solugdes.

Suponha que um sistema homogéneo tenha 4 equacées ¢ 6

incdgnitas e seja A sua matriz completa.

a) Pode o sistemna ter uma Gnica solugio? Nenhuma solugio?
]ustiﬁque sua resposta. .

b) Quantos pardmetros o sisterna pode ter? Justifique sua
resposta.

5

o

7

8.

¢} Quantos pardmetros o sistenna pode ter, se uma linha de A
¢ um multiplo de uma outra linha? Justifigue sua resposta.

d) Quantos pardmetros o sistema pode ter, se posto(A) = 47
Tustifique sua resposta.

e} Quantos parimetros o sistemna pode ter, se pusto{A) = 27
Justifique sua resposta.

Mostre que a reciproca do Teorema 1 néo é verdadeira. Isto &,
mostre que se um sistema homogéneo possui uma solugio
ndo-trivial, ele pode ndo ter mais incognitas gue equagdes.

Se um sistema tem mais equacdes que incdguitas, efe pode ter
uma Unica solugio? Justifique sua resposta.

Em cada caso, ou demonstre que a afirmacio é verdadeira, ou

dé um exemplo mostrando que ela é falsa. Assuma que é

dado um sistema de equagdes com matriz completa A e

forma escalonada reduzida R.

a) Se o sistema é homogéneo, toda solucio é trivial.

b) Se o sisterna possui uma solugido nio-trivial, ele ndo pode
ser homogéneo.

€} Se o sistema possui uma solugdo trivial, ele deve ser
homogéneo,

d) Se o sisterna ¢ homogéneo e possul uma solugio
nio-trivial, R tem uma linha de zeros.

&) Se o sistema é homogéneo e possui wma solugio
ndo-trivial, entdo ele tem infinitas solugdes ndo-triviais.

f) Se um sistemna € homogéneo ¢ R tém uma linha de zeros,
existem solugdes ndo-triviais.

g} Se A € uma matriz m X n e de posto(4) = m, o sistema
tém apenas a solucao trivial.

Para um sistema homogéneo que tem C como matriz dos
coeficientes e A como matriz completa, mostre que posto(A)
= posto(C).
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18. Se 4 é n > n, utilize o Teorema 1 para mostrar gie 20. Se A é n X 1 e inversfvel, mostre que
det(kA) = k" detA para todos os escalares k (issoé o det(adjA) = (detA}Y" -1

Teorema 3 da Segiio 2.1). [Sugestdo: Mostre, primeiro,

que kA = (KD)A.] 21, Se A €3 X 3 e detA = 2, calcule det[-AMadiAY™].

22. Se A 61 X e deth = 2, caleule detiA™ + adjA].

19. a) SeA=1" ‘], tre que A2 = —I.
a) Se [—1 0 rostre 44 23. a) Se A = UB onde detU = 1, mostre que detd = detB.

b) Mostre que ndo existe uma matriz A 3 % 3 tal b) Se A e B sdo inversiveis e detA = detB, mostre
que AZ = ~1. : que A = UB para alguma matriz inversivel Utal
que detU =1,

2.3 DIAGONALIZACAO E AUTOVALORES

Um problema central em aplicacdes da dlgebra linear ¢ descrever sistemas que se alteram
com o tempo. O Exemplo 1 a seguir mostrard que isso, freqiientemente, passa a ser encontrar
uma forma de se calcular eficientemente as poténcias A, A% A%, ... de uma matriz quadrada
A. Nesta secio, apontaremos um método para se fazer isso. A técnica é chamada
diagonalizagio e € uma das idéias mais importantes em algebra linear.

Um Modelo de Dinamica Populacional

Comecamos com um exemplo para motivar o método.

Exemplo 1 Fstamos interessados em como uma populacio de uma espécie de péssaros ameagada
=" de extincdo se altera com o tempo. Como o nimero de machos ¢ aproximadamente igual
20 de fémeas, vamos contar somente as fémeas. Cada fémea é considerada jovem por um
Ano e entio entra na fase adulta, Somente adultos tém filhotes. Apos k anos, a populagio
de fémeas pode ser expressa como uma soma do tipo ai + i, onde
a, denota o nimero de adultos apds k anos,
ji  denota o niimero de jovens apds k anos.
Vamos supor que conhecemos os valores iniciais dy ¢ jo € estamos interessados em calcular a;
eji para k = 1, 2,---. Para isso, modelamos o crescimento populacional do seguinte modo.
VAInos Supor que jr.+ = 2dg, OU seja, que 0 nimero de jovens em qualquer ano é, em média,
duas vezes o nimero de fémeas adultas vivas no ano anterior. Também vamos supor que %
dos passaros adultos, em qualquer ano, sobrevive para o proximo ano, mas somente ;‘1 dos
jovens passa para a vida adulta. Portanto, o nimero a4 de adultos, em qualquer ano, é‘dado
pOr gyl = %ak + % ji- Entdo, 0s nmeros dai e jk em anos sucessivos sao relacionados pelas
seguintes equagdes:
der = Sapt e
Jear = 28k

1

L1 . . .
"*] eA= [2 i ], essas equacdes tomam a forma matricial simples
it 2 ¢

Vier = AV, paracadak=1,2,---. ()

Se considerarmos Vi = [

A coluna Vi é chamada perfil populacional para a espécie. Como o perfil inicial
Vo = ['f“] é suposto conhecido, (*) nos dd sucessivamente: Vi = AVy, V, = AV, = A*Vy,
J
Vy = AV, = AV} etc. Em geral, obtemos
Vi= Ay paracadak =12, .

Assim, para encontrarmos Vi (e, portanto, ay € ji) € suficiente calcular as poténcias A* de
wma matriz A. Nesta seciio, veremos um método importante para se fazer isso. Esse exemplo
¢ uma ilustragdo de um sistemna dindmico linear, e voltaremos a ele na proxima segdo.

.
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Calcular diretamente as poténcias A* de uma matriz pode consumir muito tempo, o que
ocorre na pratica para matrizes grandes. Além disso, freqlientemente, estamos interessados
somente no comportamento em longo prazo de Vi = A*Vj, conforme k aumenta e onde
Vo € um vetor coluna fixo. Assim, adotamos um método indireto, muito utilizado em
aplicagbes, que nos permite calcular facilmente as poténcias A* de modo explicito e que,
também, nos d4 informagdes sobre o comportamento no longo prazo. A idéia é primeiro
diagonalizar a matriz A, ou seja, encontrar wma matriz inversivel P tal que

PTIAP =D 6 uma matriz diagonal. ()
Temos dois motivos para fazer isso: primeiro, as poténcias DF de uma matriz diagonal sdo
faceis de ser calculadas (veremos mais sobre isso adiante); segundo, (*#*) permite-nos
calcular as poténcias A¥ de uma matriz A em fungio das poténcias DX de D. De fato,
podemos isolar A em (¥*) para obter A = PDP™1. Elevando-se a0 quadrado, temos

A? = (PDP"Y)(PDP™Y) = PD?P-L,

Utilizando isso, podemos calcular A? por:

A’ = AA* = (PDPYW(PD*P™") = PD*P!,

Continuando nesse caminho (e percebendo que isso funciona mesmo que D ndo seja
diagonal), obtemos

Se A= PDP™!, entio A* = PD*P~ ' paracada k=1, 2,- - -.

g TEOREMA {!

Assim, calcular A* passa a ser encontrar a matriz inversivel P na equagéo (#+), Para fazer
iss0, é necessdrio primeiro calcular alguns nimeros (chamados autovalores) associados a
matriz A.

Autovalores e Autovetores

Se A é uma matriz k X n, um ndmero A é chamado um autovalor de A se

AX = AX paraalgum vetor coluna X # 0.
Tal vetor coluna ndo nulo X é chamado um autovetor de A associado ao autovalor A.
Observe que a condi¢io AX = AX é automaticamente satisfeita se X = 0; assimn, a condicio
X # 0 écrucial.

-2

Exemplo 2 Considere a matriz A de tamanho 2 x 2= [5 } Entdo A = 3 ¢ um autovalor de A com
L 4

autovetor X = l:i],jé gue X # 0 e AX = [5 ”2}[1] = [3] = 3[1] =3X.
4 -1 3

s G

A matriz no Exemplo 2 possui um outro autovalor além do A = 3. Para encontri-lo,
desenvolvemos o procedimento geral a seguir que funciona para qualquer matriz A de
tamanho # X #. Por definicio, um ndmero A4 é um autovalor de A se, e somente se,

AX = AX paraalgum X # 0.
Se I é a matriz identidade de mesma ordem que 4, isso é equivalente a dizer que o sistema
linear homogéneo
(Al — A)X =0
possui uma solugdo ndo-trivial X # 0. Pelo Teorema 5 da Secdo 1.5 isso acontece se, €

somente se, a matriz Al — A é ndo inversfvel, e isso por sua vez ocorre se, e somente se,
o determinante da matriz dos coeficientes ¢ nulo:

det(Al - A) = 0.
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Essa dltima condicdo nos leva & seguinte definicdo: se A ¢ wma matriz 11 X 1, 0 polinémio
caracteristico c4{x) de A é definido por

’ calx) = det(xl — A).

Note que ¢a(x) ¢ de fato um polindmio® na varidvel x, e possui grau 1 se A € uma matriz
n % 1 (isso é ilustrado no exemplo abaixo).

Essa discussio mostra que um nimero A é um autovalor de A se, e somente se, ca(4) =0,
isto é se, somente se, A é a raiz do polindmio caracteristico calx). Além disso, o procedimento
mostra i método para encontrar os autovetores X de A associados a A. De fato, X é
determinado pela condigao (Al — A)X = 0, ¢, assim, os autovetores X sdo as solucbes (ndo
nulas) desse sistema homogéneo de equagoes lineares. Registramos essas observagdes no

TEOREMA

Seja A uma matxiz n X #1.

(1) Os autovalores A de A sdo as raizes do polindmio caracteristico calx) de A,
(2) Os autovetores X associados a A sdo as solugdes (ndo nulas} do sistema homogéneo

(Al -A)X =0

de equagcdes lineares com matriz dos coeficientes Al-A.

Exemplo 3

SOLUCAD

&
&

Observe que, uma vez que sabemos que o ndmero A & um autovalor de A, encontrar
as solugdes da equagdo (Al — A)X = 0 (e, portanto, encontrar os autovetores) é uma
aplicacio rotineira da eliminagio de Gauss. Aqui, temos dois exemplos.

~2

Encentre o polindmio caracteristico da matriz A = [°
4 -l

] discutida no Exemplo 2 e,

entio, encontre todos os autovalores e seus autovetores.

ComoxI —A= ['\— 0] - [5 ﬁz] = [x-s 2}, temos
b x 4 -1 -4 x¥l

calx) = det["‘_S 2]

-4 x+1

=(x=5)(x+ 1) +8=x —dx+3=(x=3)(x~1).

Assim, as rafzes de ¢4(x) sio Ay = 3 e A, = 1 e, portanto, esses sdo 0s autovalores de A.
Observe que A; = 3 foi o autovalor mencionado no Exemplo 2, mas encontramos também

um outro: Ay = 1. -~ Y

Para encontrar os autovetores associados Ay= 1,0bserve que nesse caso: -,
h-3 2 -4 2
ﬁgI —A= 2T =
—4 A+l -4 2
1
e as solugdes para (Ap] — A)X =0 s@o0 X = t[ 2] onde t é um namero real qualquer.
: :
! - o
Portanto, os autovetores X associados a A, sdo X = t[ z ] onde t # 0 é arbitrério. Uma escolha
1

conveniente &€ X, = [1 }, onde t = 2. Analogamente, A; = 3 dd origem aos
2

autovetores X = t[t], t # 0, que inclui a observagio no Exemplo 2.
1

|

Observe que existem muitos autovetores para uma matziz quadrada A associados a
um dado autovalor A, de fato, toda solugio ndo nula X de (Al ~ A)X = 0 € um autovetor.
Claro que o autovalor A € escolhido de modo que devarm existir solucdes ndo nulas.

b Um polindmie € wma expressdo da forma ag + ayx + axe® + - -+ + ax", onde s 4; sio nidmeros ¢ ¢ uma varidgvel, Sea, # 0,0
niimero # ¢ chamado graw do palindmie ¢4, ¢ o coeficiente dominante. Assim, 2 - 5x + 25—« é um polindmio de graw 4 com
coeficiente principal —1. Polindmios sfo discutidos no Apéndice A.3.
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LU U
Encontre o polindmio caracteristico, autovalores e autovetores de A = |0 2 -1

0 -3 ¢

Aqui, o polindmio caracteristico é dado por

|
=
o
~—
o
=

t
b

€A ()C) =

(x— l)det[x;2 l} ={x— 1D+ Dx-3

X

de modo que os autovalores sdo A4, = 1, A; = —1, e A3 = 3. Para encontrar os autovetores
para A = 1,calcule

-1 -1 -l 0 -1 -}
Al—A=1 ¢ a-2 1{=|o -1 i
0 3 A4 ¢ 3 1

Queremos as solugdes (ndo nulas) para (41 — A)X = 0. A matriz completa passa a ser

0 -1 -1 9 o1 10 ¢ 1 00
0 -1 Lo} (oo 2op—>:is 0t 0
¢ 3 10 00 -2 ¢ O 0 ¢ 0

1
utilizando operagdes com as linhas. Assim, as solugdes X de (M - A)X =0sao X =t{o |, -

0

1
onde ¢ # 0 é arbitrdrio, e podemos utilizar a solugdo bdsica X = | ¢ | como um autovetor

)
associado a 4| = 1. Analogamente, autovetores associados a Ay = -1 e A3 = 3

Observagio 1

Observagio 2

Observacio 3

-2 0
sdioXp=| 1|eXs=| ||, respectivamente, como vocé pode verificar.
3 -1 - N
iy ™.

Existem alguns comentérios que devem ser feitos nesse ponto:

Qs autovalores de uma matriz real néo sdo necessariamente ndmeros reais (como aconteceu
. s ‘oo : 0 -1,
nos exemplos anteriores). Por exemplo, o polinémio caracteristico da matriz 4 = [ } é
10
%%+ 1 ¢ 0s autovalores de A sdo as raizes complexas ndo reais A = i ¢ 1 = —i. Retornaremos
a esse assunto na Secdo 2.5.

Uma matriz n1 X n sempre tem #n (possivelmente complexos) autovalores, mas eles
podem ndo ser distintos (como aconteceu nos exemplos anteriores). Por exemplo, a

1

1
somente um autovalor 4 = 1. Entretanto, 4 é uma raiz dupla de c,(x) e dizemos que
ela tem multiplicidade 2. Voltaremos aos autovalores repetidos adiante (Teorema 5).

matriz A = [l ]possui polindmio caracteristico ca(x) = (x — 1)% ¢, portanto, existe
o

Na pritica, os autovalores de wna matriz quadrada A, freqlientemente, ndo sdo calculados
como as raizes do polindmio caracteristico. Existem métodos numéricos iterativos (por
exemplo, 0 método do poder ou o algoritmo QR} que sdo mais eficientes para matrizes
de ordem grande. Esses algoritmos (e outros) sdo descritos em livros sobre dlgebra linear
computacional.
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Doy
A

Diagonalizagao

/
Uma matriz # X n é uma matriz diagonal se todos os seus elementos-éla diagonal principal
sd0 zeros, ou seja, se D tem a forma

A O w0
p=|°"* = diag(An, Aas -+ Au)
0 0 A,
onde A;, Az, -, A, so nimeros. Usaremos a notagao D = diag(Ay, Ay,+ -, An) por
conveniéncia. Calculos com matrizes diagonais sdo faceis de ser feitos. Por exemplo,

se n = 2 temos
A6 |l 0] _ [Aiﬂz 0
0 ALIL0 0 Ayn

[1] 0]_‘_[#, 0]:[2.|+;t1 0 ]

0 A 0 j ¢ A+t

Assim, cada operacio corresponde a fazé-la somente nos correspondentes elementos
da diagonal principal.

Em geral, se D = diag(Ay, Ao, - -+, Au) € E = diag(ihy, -+ -5 fhn} 530 duas matrizes
diagonais, seus produto DE e soma D + E ainda sdo diagonais e sdo obtidos, como
1o caso 2 X 2, ao fazermos as mesmas operacées nos correspondentes elementos da
diagonal principal: )

DE = diﬂg(;Ll;u*b Aoty -+, Hfﬂ#ﬁ)

D+E = diag(Ay + t, la+ s+ A+ 1)
A simplicidade dessas férmulas é uma razdo para que a seguinte notagao seja
tdo importante.

P

Umna matriz quadrada A n X n matrix ¢ dita diagonalizdve: se
PYAP ¢ diagonal para alguma matriz inversivel P n X n.

Nesse caso, a matriz inversivel P ¢ chamada matriz diagonalizadora de A. Para descobrir
quando tal matriz P existe, sejam Xj, X3, -+ -, X, as colunas de P e procure maneiras de
determinar quando tal X; existe & como calculd-lo. Para terminar, escreva P em funcio =
de suas colunas do seguinte modo:

. P=[X X - Xab
A condigio P AP = D vale para alguma matriz diagonal D se, e somente,
AP =PD

¢ continuamos por escrever cada lado dessa equagio em fungio de suas colunas.
Se D = diag(A1, A, + -, Ax), onde 0s A; sdo niumeros a ser determinados, a equagao
AP = PD torna-se

AL 6 - 0

T R L N R

0 0 - A,
Pela definicdo de multiplicagdo matricial cada lado é simplificado por
[AX, AX, -+ AX,] =[AX) ALY - AX
Comparando as colunas, temos que AXy = Xy, AX, = 4,X,, - - - etc. e, portanto,
PUAP =D  se esomentese, AX;= AX; para cadai.

Em outras palavras, P'AP = D vale se, e somente se, os elementos da diagonal principal
de D sdo autovalores de A e as colunas de P sdo os correspondentes autovetores. Isso prova
o seguinte resultado fundamental.
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Seja A uma matriz 7 X .
(1} A é diagonalizdvel se, e somente se, ela possui autovetores X, X, - -+, X, tais que a

matriz P= (X, X; X, é inverstvel.
(2) Quando esse for o caso, P'AP = diag(A;, Ay, -+, A,)onde, paracadai, 4; é o
autovalor de A associado a0 X;.

Exemplo 5

SOLUCAD

Observacio 4

Observagio 5

&

I 1 1

Diagonalize a matrizA = [0 2 -1 | do Exemplo 4.
6 -3 0
Pelo Exemplo 4, os autovalores de A sdo A =1,4; =-1,¢e 43 = 3 com autovetores
1 -2 0
associados X; = | o1, X =| 1 |[,e X3 =| (}.Como a matriz
o 3 -1
1 -2 0
P=[X, X, Xl=1a0 1 1| éinversivel, o Teorema 3 garante que
6 3 -1
Lo 0 1090
PIAP= |9 4, o|=|0 -1 o

000 4 0 0 3

Vocé pode verificar isso diretamente.
Ly

Na{%xempio 5,seja Q = [Xp X) X;3] a matriz formada pelos autovetores X; X, e X3 de A,
mas em uma ordem diferente da utilizada para formar P. Entdo Q'AQ = D = diag(4y, Ai, 4s)
é diagonal, pelo Teorema 3, mas os autovalores estdo na nova ordem. Isso significa que
podemos escolher a matriz diagonalizadora P de modo que os autovalores 4; aparegam
na diagonal principal de D, na ordem que queremos.
Por'o/utro lado, podemos multiplicar qualquer coluna de P por uma constante nio nula

sem alterar D (porque a coluna resultante ainda é um autovetor). Isso €, algumas vezes,
conveniente para simplificar a forma de P,

Infelizmente, nem toda matriz quadrada A é diagonalizdvel. Entretanto, se os
autovalores de A forem todos distintos (como no Exemplo 5}, a matriz P de autovetores
serd inversivel (e, portanto, A é diagonalizdvel). Registramos esse resultado no préximo
teorema; a demonstracfio ¢ deixada para a Segio 4.7.

TEOREMA

Se A ¢ uma matriz # X # com # autovalores distintos, entdo A ¢ diagonalizével.

A

‘Exemplo 6

SOLUCAD

&
B

Entretanto, muitas matrizes com autovalores repetidos sio diagonalizdveis. O exemplo a
seguir exibe uma matriz desse tipo.

: 0011
Diagonalize amatrizA = |1 o 1
110

Para calcular o polindémio caracteristico de A, primeiro some as linhas 2 ¢ 3 4 linha 1:

[ x -1 -1 x~2 x=2 x-2
calx) = deti 1« a|=det| .1 x -
L~ -1 x -1 -1 X
[v-=2 0 0
=det| -1 s+ 0 | ={x~2x+ DA
L -1 0 x+l
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Assim, os aatovalores sio A1 = 2 e A, = —1, com A, repetido duas vezes (dizemos que A2 tem
muliplicidade dois). Assim, o leorema 4 nio se aplica. Entretanto, A é diagonalizdvel.
1
Para A, = 2 o sistema de equagdes (4] —~ A)X =0 tem soluciio geral X = ¢ 1 |, entido
i 1
solucdo basica X = | 11 € umautovetor associado a A, = 2. Passando para o autovalor
:
repetido A, = ~1, devemos resolver o (ol — A)X = 0. Pela eliminagio de Gauss, a
-1 -1
solugdo geral ¢ X =5} 1|+t 05> onde s e ¢ sio arbitrarios. Assii, as solugdes bdsicas
0 L
-1 -1
Xo=| 1re¥y=| o] sd0 ambos autovetores de A associados a A, = —1 e surgem
0 1 io-l -1
naturalmente do algoritmo de Gauss. Setomarmos P=[X; Xp Yol =|1 1 of,temos
que P é inversivel. Lot

Portanto, PAP = diag(2,~1,—1) pelo Teorema 3.

:

O Exemplo 6 & uma situagdo tipica para qualquer matriz diagonalizdvel. Para descrever
o caso geral, precisamos de alguma terminologia. Um autovalor 4 de uma matxiz quadrada
tem multiplicidade m se ele aparecer m vezes cOmMo raiz do polindmio caracterfstico ca(x).
Quando o sistema homogéneo (AI = A)X = 0 & solucionado, qualquer conjunto de solugdes
basicas é chamado um conjunto de autovetores basicos associados a A (ver Observagdo 5
da Secdo 2.3). Lembre-se que 0 namero de autovetores bdsicos ¢ igual ao niimero de
parimetros envolvidos na solugio do sistema (A — A)X = 0.

Assim, o autovalor A, = =1 no Exemplo 6 tem multiplicidade 2. Nesse caso, o algoritmo
de Gauss nos leva a dois autovetores associados a Ay = —1, vindos do fato que a solugdo geral
do sistema (o] — A)X = 0 envolve dois pardmetros. Isso funciona em getal: uma matriz ¢
diagonalizavel se, e somente se, todo autovalor de multiplicidade m tiver m autovetores
basicos. Tsso & o contetido do teorema a seguir; a demonstragdo serd dada na Sec¢o 4.7.

TEOREMA

Uma matriz quadrada A é diagonalizdvel se, e somente se, ela satisfaz as seguintes condigdes:

A multiplicidade de todo autovalor A de A é igual ao nimero de

autovetores bisicos associados a A, que é o niimero de pardmetros

na solucao de (A1 — A)X = 0.
Nesse caso, as solugdes basicas do sistema (Al — A)X = 0 tornam-se colunas da matriz
diagonalizadora inversivel P tal que P71AP é diagonal.

De fato, temos que o nimero de autovetores basicos associados a um autovalor A nurnca
pode exceder a multiplicidade de 2. Assim, uma matriz quadrada ¢ ndo diagonalizdvel se, e
somente se, ela tiver um autovalor A de multiplicidade m para o qual o sistema

(Al — AYX = 0 possui menos do que m solugGes basicas. Por essa razdo, matrizes 130
diagonalizaveis sdo muitas vezes chamadas defectivas.

©-procedimento a seguir resume o Teorema 5.

ALGORITMO DE
DIAGOMALIZACAD

Para diagonalizar uma matriz A n X 7:

Passo 1. Encontre os autovalores A de A,

Passc 2. Calcule os autovetores bésicos associados a cada um desses autovalores A, a partir
das solugdes basicas do sisterna homogéneo (Al — A)X = 0.

Passo 3. A matriz A é diagonalizdvel se, e somente se, existem ao todo n autovetores bsicos.

Passo 4. Se A & diagonalizavel, a matriz P, n X #, formada pelos autovetores nas colunas, €
uma matriz diagonalizadora para A; ou seja, P ¢ inversivel e P~*AP ¢ diagonal.




Observagio 6

SOLUCAO 1

SOLULAG 2

Exemplo 7

2.3 Diagonalizagdo e Autovalores 01

O algoritmo de diagonalizagao ¢ vilido mesmo se os autovalores forem ndmeros complexos
nio reais. Nesse caso, os autovetores também serdo complexos, mas ndo trataremos desse
assunto aqui.

Mostre que a matriz A = [[ l} ¢ ndo diagonalizdvel.
01
O polindmio caracteristico de A ¢é c4{x) = (x — 1)?, de modo que A possui somente um
autovalor 4; = 1, que tem multiplicidade 2. Mas, o sistema de equagdes (41 — A}X = 0 tem
solugdo geral X = t[l] , de modo que existe somente uma solugao bdsica [l] Portanto, A
0 0
¢ ndo diagonalizdvel, pelo Teorema 5.

Se A fosse diagonalizdvel, existiria uma matriz inverstvel P tal que P~1AP = D ¢ diagonal.
Pelo Teorema 3, os elementos da diagonal principal de D devem ser os autovalores de A,
assim, D = [ porque | é o énico autovalor de A. Assim, PIAP = [e, portanto,

A = PIP™' = I, 0 que é um absurdo. Logo, A ¢ ndo diagonalizavel.

2

Matrizes Semelhantes

Se A e B sdo matrizes # X #, dizemos que A e B sdo semelhantes se
B = P"'AP para alguma matriz inversivel P.

Quando for esse o caso, escrevemos A ~ B. A linguagem de similitude é usada em toda
a dlgebra linear. Por exemplo, nessa terminologia, a matriz A ¢ diagonalizdvel se, e somente
se, cla € semelhante a uma matriz diagonal.

Se A ~ B entdo, necessariamente, B ~ A. Para ver por qué, suponha que B = PTIAP.
Entdo A = PBP™! = 71BQ, onde Q = P~L. Como Q ¢ inversivel, isso demonstra que o
item 2 das propriedades de similitude a seguir (as demais estdo no Exercicio 18);

1. A ~ A para toda matriz quadrada A.
2. 5¢ A~ B, entdo B ~ A, (%)
3.5¢eA~BeB~Centio A ~ C.

Essas propriedades sio freqiientemente expressas por dizer que a relacdo de semelhanca
~ ¢ uma relagdo de equivaléncia no conjunto das matrizes # X 1. Além disso, similitude
¢ compativel com inversas, transpostas e poténcias no seguinte sentido:
Al ~ Bl
Se A~ B entio | AT ~ g7 (%)
A¥ ~ B*para todo 0.

As demonstracBes sdo calculos matriciais rotineiros (Exercicio 18}, Além disso, matrizes
semelhantes possuem muitas propriedades, algumas das quais estdo agrupadas, para
referéncia, no teorema a seguir.

T

TEOREMA

DEMONSTRACAD

Se A e B sdo matrizes n X n semelhantes, entio:

(1) detA = detB.
(2} calx) = cplx).
(3) A e B possuem os mesinos autovalores.

Seja B = P'AP para alguma matriz inversivel P.

(1) detB = det(P™!) detA detP = detA porque det(P™") = 1/ detR

(2) Verifica-se que xI — B = P~'(x[ — A)P. Portanto, (1) diz que
cp(x) = det(x] — B) = det{P~HxI — A)P} = det(x] — A) = cu(x).

(3} Os autovalores de uma matriz sdo as raizes de seu polindmio caracteristico, assim,
por (2) se verifica,

&l
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A classe das matrizes diagonalizdveis é bem comportada porque essas matrizes sio
semelhantes a matrizes diagonais. Aqui temos dois exemplos.

Exemplo8 Se A é semelhante a B e/ou A ou B é diagonalizével, mostre que a outra também
'"“”"" ¢ diagonalizdvel.

s0LUCAO | Temos que A ~ B.Suponha que A € diagonalizdvel, digamos A ~ D, onde D é diagonal.
Como B ~ A por (#), temos B ~ A e A ~ D. Portanto, B ~ D por (), logo B também ¢é
diagonalizdvel. Um argumento semethante funciona se supusermos que B ¢ diagonalizavel.

bty

Exemplo 9 Se A ¢ diagonalizavel, mostre que AT, A7 (se existir) e A* (para cada k 2 1) sdo todas
diagonalizdveis.

s0LUCA0 | Como A é diagonalizével, temos que A ~ D, onde D é uma matriz diagonal. Portanto, (*%*)
nos dé que AT ~ DT, A ~ D ¢ A¥ ~ D¥ e o resultado segue porque DY, D-e D sdo

todas diagonais.
@

Suponha que A ¢ diagonalizdvel, digamos P7AP = D é diagonal. O Teorema 6 mostra
que A e D possuem os mesmos autovalores, Mas, os autovalores da matriz I s30 0s elementos
da diagonal principal (verifique), de modo que os elementos da diagonal de D devem ser os
autovalores de A em alguma ordem. Isso significa que A herda muitas propriedades de D e,
portanto, seus autovalores. O exemplo a seguir ilustra como isso acontece.

Exemplo 10 Seja A uma matriz 2 X 2 diagonalizdvel. Se A = 5] para cada autovalor A de A, mostre
que A* = 5A.

5O0LUCAD | SejaP!AP=D = [’1‘ i ] onde A, e A; sdo os autovalores de A e P ¢ inversivel.
0 2

D‘*m[)‘? 0}=[szl 0 :‘zs[jq 0}m5D.
o A 0 5k o0k

Como A = PDP"! {obtido isolando-se A em P™*AP = D), temos
A% = (PDPY* = PD*P~! = P(5D)P~! = 5(PDP™") = 34

Entio,

pelo Teorema 1.
hame—

O resultado do Exemplo 10 pode ser formulado por: seja p(x) = x* — 5x. Entdo,
o exemplo garante que se p{(A) = 0 para todo autovalor A de A, entdo p(A) = 0. Isso
funciona de modo mais geral.
Se p(x) = ag + ape + apd + - + agd® é um polindmio qualquer, o cdlcule de p(x) na
matriz (quadrada) A é definida por
plA) = apl + mA + mA® + -« + A

onde I é a matriz identidade de mesma ordem que A. Entdo, 0 método utilizado no
Exemplo 10 mostra que se A € diaggaalizével e se p(x) é um polindmio qualquer tal que
p(A) = 0 para todo autovalor A de A entdo necessariamente p(A) = 0. Em particular, o
polindmio caracteristico ca(x) certamente tem a propriedade de que ¢4(4) = 0 para cada
autovalor de A, e devemos ter que ca(A) = 0. Em outras palavras, isso mostra que cald) =0
para toda matriz diagonalizdvel A. De fato, isso vale para foda matriz quadrada A e, de modo
geral, é chamado

TEOREMA DE  Se A é uma matriz quadrada, entdo ¢4{A) = 0.
CAYLEY-HAMILTON

a3
P

A demonstracio ¢ dada na Se¢éo 5.6.
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Exercicios 2.3

111
" considere mattizA = |1 1 -t
T
a)f Calcule, diretamente, a matriz poténcia A®.
p) Utilize 0 fato de que A ¢ diagonalizavel para caleular A™;
ol seja, existern matrizes P e D tais que P~ AP =D

onde PTAP=| 1 v ofir 1 ajl 10

=lp 2z 0|=D

Lo o1

¢ Explique os beneficios de se diagonaiizar a matriz para
calcular stas poténcias.

2. Em cada caso, encontre o polindmio caracteristico,
autovalores e autovetores e, se possivel, encontre
uma matriz inversivel P tal que P7'AP = D.

A= 3] pyA=]? -1]
2 2 -4 -1
(7 ¢ s M2 4 2

dA=]05 0 dtAd=j1 2 2
-4 0 -2 1 = 5
v 1 o F7 4 -1

el A= |1 L - flA=|25 =
0 1 1 (2 2 -5

3, Escreva sua propria descrigdo breve de como encontrar
autovalores de uma matriz A, os autovetores associados
e uma matriz inversivel P tal que P™'AP é uma matriz
diagonal.

4 Se PT'AP = D) é uma matriz diagonal, quem s&o os elementos
da diagonal principal de D ¢ as colunas de P?

wa

a) Mostre que A = [ ! 3] ¢ nio diagonalizdvel.
=3
b) Mostre que A = [1 "] é ndo diagonalizavel a menos
quec = Q. o1

6. Em cada caso, determine se A é diagonalizdvel. Justifique
$ua resposta.

3 -2 2 2 2 —i
alA=j, 4 BA={1 1 o
PR -2 2

- Em cada caso, ou mostre que a senterca é verdadeira ou dé
um exemplo mostrando que ela é falsa. Em todos os itens, A
fepresenta uma matriz quadrada,

a} Se A possui autovalores reais, entdo ela ¢ diagonalizével.
b} Se A € diagonalizdvel, entdo ela possui autovalores distintos.
¢} Se todos os autovalores de A s@o reais e distintos, entdo ela
¢ diagonalizével.
d) Se A ¢ diagonalizdvel, entio sua transposta A* também
¢ diagonalizdvel.

—

Requer auxilio do computador (por exemplo, Matlab).

8.

I
v

10.

11.

12

H

13

h

14

s

15.

16.

17.

18.

e} Toda matriz inversivel ¢ diagonalizével.

f) Toda matriz diagonalizdvel é simétrica.

g} Se A ndo tem inversa, entio A = 0 é um autovalor de A.
h) Se A = 0 é wm autovalor de A, entdo A nio possui inversa.

Se A é um autovalor de A4 e se @ é um niimero, mostre gue
A — @ ¢ um autovalor de A, = A — gf. Como 08 autovetores
se comparam?

Encontre os autovalores de A = [“" g -send ]

senf  cos @

Se X e Y sdo autovetores de A associados a A, mostre que
o mesmo é vilido para X + Y e aX para qualquer nimero
a{desde que X + Y e aX sejam ndo nulos).

Se A é um autovalor de A, mostre que:

a} kA ¢ um autovalor de kA para cada niimero real k.
b} A? é um autovalor de A%

o 3 24+ 54 é um autovalor de 31 — 24 + 54°.

Seja A wma matriz inversivel.

a) Se A é um autovalor de A, mostre que A # 0 ¢ que%
¢ um autovalor de A™*.

b) Mostre que todo autovalor ¢ de A™ tem a forma £ = &
onde A é algum autovalor de A,

SeD= diag(?"ls Agyeov, Ay e E = dfag(#la Hayors Jun):
mosire que

al D+E= dfﬂg(ﬂ«l + L 2’2"’.“2:‘ ] lu"'.“u)

b} DE = diﬂg(ftiﬂh ’12;“2> ) ﬁmu-n)

Q D' = diag(A%, A% .., A%) para cada inteiro k 2 1,

a) Mostre que A e sua transposta A possuetn 0s mesmos
polinémios caracteristicos [Sugestao: xI = (xD7.]
b} Se A ¢ diagonalizdvel, mostre que AT é diagonalizdvel.

Se A ¢ diagonalizdvel com autovalores Ay, Az, -+ Ay, mostre
que detA = MAz- - - A

a) Se At = A e A é um autovalor de A, mostre que A = %1,
b} Se A é dHagonalizdvel e todos os autovalores sfo £1,
mostre que A7 = A.

a) Se A” = A e A ¢ um autovalor de A, mostre que A = 0, 1.
b) Se A ¢ diagonalizdvel e todos os autovalores sdo 0 ou 1,
mostre que A% = A,

Se A e B sdo matrizes quadradas, mostre que:

a) Se B = QAQ™! para alguma matriz inversivel Q,
entio A ~ B.

b} A ~ A para toda matriz quadrada A.

€) Se A ~ B, entdo B ~ A,

d} Sed ~ BeB~ C,entio A ~ C.

e} Se A ~ B, entdo detA = detB.

f) SeA ~ B, entao At ~ B,

g) Se A ~ B, entdo A* ~ BY para todo inteiro k 2 1.

h) Se A ~ B, entdo AT ~ BT,
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19. Suponha que A tem autovalores 4; ¢ Ay com autovetores by Os ausovalores de A sdo
associados X| e Xs. A= %[{a +d)+ Jla—dP+ 4bc].
a} Encontre Ase Ay =2, A =5, X1 = [T] eX;= :

: 21. a) Se D ¢é diagonal com autovalores distintos e se CD = D¢,

2 . "
mostre que C também ¢ diagonal. [Sugestdo: Comipare o

b) Encontre Ase b =—1, =0, X = [;]e X, = t l elemento (i, j) em CD = DC.}
- b) Se A ¢é diagonalizdvel com autovalores distintos e se
20. Se A = [ _ d] , MOSITe que: BA = AB, mostre que B também ¢é diagonalizdvel.

a) ¢q(x) = x* ~ (trA)x + detA onde trA = a + d é chamado [Sugestdo: Utilize arl

traco de A.

2.4 SISTEMAS DINAMICOS LINEARES

Cormnegamos a Se¢do 2.3 com um exemplo de ecologia que modela a evolugio populacional
de uma espécie de péssaros ao longo do tempo. Como prometido, completamos o exemplo
e 0 estendemos a outras situagoes.

Sistemas Dinamicos Lineares

A populacdo de passaros foi descrita computando-se o perfil da populagio de femeas

Vi = [“*} da espécie, onde ay ¢ ji, representam 0 UmMero de fémeas adultas e jovens
i3
presentes k anos apds os valores iniciais ay e jy serem observados. O modelo supde que esses

niameros estio relacionados pelas seguintes equagdes:
_ 1 L;
Ger1 = 505+ Tk
Jew1 = 20%

Sendo A = [ i ], esse sistema passa a ter a seguinte forma matricial
20

Vip = AV paracadak =1, 2,---.
Assim V| = AVy, seguindo V; = AV, = ATV, e, em geral,
Vi = A*V, parak=1,2,---.

Agora, podemos utilizar nossas técnicas de diagonalizagio para determinar o perfil
populacional Vi para todos os valores de k em fungdo dos valores iniciais.

Exemplo 1 Supondo que os valores iniciais foram aq = 100 fémeas adultas e jp = 40 fémeas jovens,
S calcule ag e jy parak =1, 2, - .

50LUCAO | O polinémio caracteristico da matriz A = [i :‘]] é
) =2~ dx— 5 =(x=1) (x + 1), de modo que os autovalores sao M= Le Ay =-1
e 0 método de eliminagio de Gauss nos dé os autovetores bdsicos associados E] e [“5’ }
Por conveniéncia (ver Observacio 5 da Segdo 2.3), podemos utilizar maltiplos

Xy = [j e Xy = ["i:!, respectivamente. Portanto, a matriz diagonalizadora é P = [1 ”i}

2 4

e obtemos
PlAP =D onde D= {;

i




