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- Integrais duplas se comportam
assim porque as somas duplas que as
definem se comportam dessa forma.

Usando o mapa de contornos para estimar o valor de f no ponto central de cada

A Sub.
retdngulo obtemos

4 4
2 *388 - —
T ey ardy = 33 G F) AA

Jo i=1 j=1

~AA[04+ 12+ 1,8 +394+0+39+40+ 6.5

01+ 61+ 165 + 88+ 1.8+ 80 + 162 + 94
= (6693)(88.6)

(6693)(88,6)
t méd == = ,5
Portanto 4 (388)(276) 5

Em 24 de dezembro de 1982 o estado do Colorado recebeu uma média de 53 polegadas
de neve. ;

Propriedades das Integrais Duplas

Listaremos aqui trés propriedades das integrais duplas que podem ser provadas como na
Segdo 5.2 do Volume I. Admitiremos que todas as integrais existam. As Propriedades 7 ¢
8 sdio referidas como linearidade da integral.

T ” [f(x,y) + glx, y)] dA = f [ fx,y)dA + ” glx. y) dA

R

3 U cf(x,y)dA = ¢ ” f(x,y) dA onde ¢ € uma constante.
% .

R

Se f(x,y) = g(x, y) para todo (x, ¥) em R, entfio

El ﬂ fxy)dA = ﬂ g(x, y) dA
R R
Exercicios -
1. Determine uma aproximagio para |"|'R {(x — 3y?) dA utilizando Tome os pontos amostra como os cantos inferiores esquerdo
08 mesmos sub-retdngulos do Exemplo 3 mas escolhendo o dos sub-retdngulos.

ponto amostra em cada sub-retdngulo como
() canto superior esquerdo, (b) canto superior direito,
(c) canto inferior esquerdo, (d) canto inferior direito.

2. Determine a aproximagio do volume do Exemplo 1 utilizando

a Regra do Ponto Médio. y 0 1 7 3 4
3. (a) Estime o volume do sélido contido abaixo da superficie
z=x" + 4y e acima do retangulo 1,0 2 0 -3 -6 -
R={(x.y)|0=<x=<2,0=y = 3}. Utlize a soma de L5 j } By .
Riemann com m = 2, n = 3, e tome o ponto amostra : - °
como o canto superior direito de cada sub-retdngulo 2,0 4 2 ) - -¥
(b) Use a Regra do Ponto Médio para estimar o volume do i
s6lido da parte (a). 2,5 2 2 -
4 Se R =1[-2,2] X [~1, 1], use a soma de Riemann com 3,0 5 g 4 3

m=n =4 para estimar estimar [, (2x + x7y) dA.

5. E dada a tabela de valores de uma funcdo f(x, y) definida em
R =[1,3] X [0, 4].




(a) Estime [[, f(x, y) dA utilizando a Regra do Ponto Médio
comm =p =12

(b) Estime a integral dupla com m = n = 4 escolhendo os
pontos amostrais o mais longe da origem.

Uma piscina de 20 pés por 30 pés € enchida com dgua. A pro-
fundidade da piscina € medida a cada intervalo de 5 pés,
comegando de um canto, e os valores foram anotados na
tabela. Estime o volume de dgua da piscina.

0 5 10 15 20 25 30
0 3 4 5 7 3 5
5 2 ; i 0 g
10 2 4 5 i 02 {
15 2 3 G R 7
20 2 2 2 3

7. Seja V o volume de um sélido contido entre o grdfico de
f(x,y) = V52 — x* — y* e acima do retdngulo dado por
2=x=<4,2<y=6 Usamos as retas x = 3 ey = 4 para
dividir R em sub-retingulos. Sejam L e U as somas de
Riemann computadas utilizando como ponto amostra o canto
inferior esquerdo e o canto superior direito, respectivamente.,
Sem calcular os niimeros V, L e U, arranje-os na seqiiéncia
crescente de valores e explique suas razdes.

8. A figura mostra curvas de nivel da funcéo f no quadrado
R =[0, 1] X [0, 1]. Use-as para estimar [| f(x, y) dA com
precisdo nas unidades.

IS

9. A figura mostra o mapa de contornos de fno quadrado
R =[0,4] X [0,4]. Use a Regra do Ponto Médio com
m = n = 2 para estimar o valor de ], f(x,y) dA.

I
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., O mapa de contornos mostra a temperatura, em graus
Fahrenheit, &s 3:00 horas da tarde do dia 1* de maio de 1996,
uo estado do Colorado. Utilize a Regra do Ponto Médio para
estimar a temperatura média do Colorado nessa hora.

Calcule a integral dupla identificando-a antes como o vo-

lume de um sélido.

1.
12.
13.

14.

15.

16.
17.

18.

J[3dA, R={(x,y)|-2=<x<2,1<y<6}
i —ndA, R={xy[0sx=<50<y=<3}
J (4 —2)dA, R=1[0.1]%[0,1]

s a N 3 a 5 N a B v

A integral [T, /9 — y? dA, onde R = [0, 4] X [0, 2], repre-
senta o volume de um sélido. Esboce o desenho do sélido.

Utilize uma calculadora programdvel ou computador (ou o
comando soma de um CAS) para estimar

[ e aa

R

onde R = [0, 1] X [0, 1]. Utilize a Regra do Ponto Médio com
os seguintes nimeros de quadrados de tamanhos iguais: 1, 4,
16, 64, 256 e 1024.

Repita o Exercicio 15 para a integral [|, cos(x* + y*) dA.

Se f € uma funcfo constante, f(x,y) = k, e
R = {a, b] X [c, d], mostre que

H kdA = /;(b —a)(d — ¢)

R
Se R = [0, 1] X [0, 1], mostre que

0= ﬁ‘sen(x +y)dA <1
R
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jé que [? g(x) dx é constante. Portanto, nesse caso, a integral dupla de f pode ser ¢
como o produto de duas integrais simples:

I, o

[ gtn(y) aa

R

gy Ty

2 Afungdo flx, y) = sen x cos y do
Exemplo 5 é positiva em R; assim a
integral representa o volume do sdélido
contido entre o gréfico de fe R.

FIGURA 6

2 Exercicios

x) dx ‘d h(y) dy onde R =[a,b] X [c,d]

Se R = [0, #/2] X [0, m/2], entdio

/2 /2
( sen xcos ydA = ( sen x dx f cosydy
JO JO

2

/[seny}/_=1=l=1

= [~cos x]g

~# = Determine |7 f(x,y) dxe [} f(x,y) dy.

2 Y
1. ,y) = 2x + 3x%y 2. ,y) =
flxy) = 2x + 3x% fey) =—=
#-12 = Calcule a integral iterada.
31 4 1
-+ ) ) ; y
3, [} fo (1 + 4xy) dx dy a. [2 [](x +y2) dy dx

5. [0/2
NN
9.ff<§+%>@¢

1. [0'2 ‘O” e dx dy 12.

senxcosydydx 6. 14[0 x+f dxa’y

!

+
S
=
=
>
=]

fo/f()" sen(x + y) dy dx

10. (2f {x + y)%dx dy

1

N

[0 [0 x——x ———dy dx
13-26 © Calcule a integral dupla.

[(6xy' — 5y, R={xy)]0=x=30=y=1)
®

f
1. J’ xye'dA, R={(xy)|0<sx<2 0<y<1}
R

15.

16.

17.

18.

19.

21.

23.

1

> dA, R =
x°+ 1

{(x:)’)|0$x$ 1, =3 S_ySf}}

1+ %2
JRnysz, R={xyl0<sx=<10=sy=<1}

H xsen(x + y)dA, R = [0, n/6] X [0, ©/3]

xe™dA, R=10,1]x[0,1]

dA, R=1[1,2] %[0, 1]

><

]
I+

R 7

—2— ~dA, R=[1,2]%][0,1]

oy f—

Esboce o0 so6lido cujo volume € dado pela integral iterada-

Ll@-x-2aay 2 [[@-x-y)&r®

Determine o volume do sélido que € limitado acima pelo plan?
z = 2x + 5y + | e abaixo pelo retdngulo
{y)|-1<=x=<01<y=<4)




. (a) Determine o volume do sélido limitado pela superficie
z7=6 —xyepelosplanosx =2, x=—2,y=0,y=3¢
z=0.

(b) Use o computador para desenhar o sélido.

. Utilize um sistema computacional algébrico para determinar o

valor exato da integral [[, x’y’e™dA, onde R = [0, 1] X [0, 1].

Em seguida utilize o CAS para desenhar o sélido cujo volume
¢ dado pela integral.
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petel'mi“e o volure do sélido contido abaixo do paraboldide 32, Desenhg o s6lido contido entre as superficies
* reular 7 = x? + y? e acima do retingulo z=e¢" cos(x*+y)ez=2— x> — y’paral|x| =<1,
R=["221X[-3 3] || = 1. Utilize um sistema computacional algébrico para
Determine o volume do sélido contido abaixo do paraboldide aproximar o volume desse sélido até a quarta casa decimal.
" liptico x¥4 + y*/9 + z = 1 e acima do retdngulo . _
R= [—1,1] x [-2 2]. v3-34 ° Determine o valor médio de f sobre o retdngulo dado.
petermine o volume do sélido contido abaixo do paraboldide 33. f(x,y) =x’y, Rtem vértices (—1,0),(~1,5),(1,5),(1,0)
N Sy _ 2 .2 . A
hiperbohco z = y* — x* ¢ acima do retdngulo W, f(x,y) = xsenxy, R=1[0,w/2] %[0, 1]
r=[-L1]x[L3] _ ) ‘ ‘ ( _
Determine o volume do sélido limitado pela superficie
" =x/x* +yepelosplanosx =0, x=1,y=0,y =1 35. Utilize seu CAS para calcular as integrais iteradas
ez = 0
. Determine o volume do s6lido limitado pelo parabolide elfp- j" J" _x___Z% dydx e J" "‘ l% dx dy
fico,z =1+ (x — 1)> + 4y? pelos planos x =3 ey =2, ¢ oJo (x +y) 0o do (x + y)
pelos planos coordenados. ) . ]
Sua resposta contradiz o Teorema de Fubini? Explique o que
_ Determine o volume do sélido contido no primeiro octante acontece.
limitado pelo cilindro z = 9 — y* e pelo plano x = 2.
36. (a) Em que aspectos os teoremas de Fubini e Clairaut sdo

semelhantes?
(b) Se f(x,y) € continua em [a, b} X [c,d] e

glx,y) = J [ 76,0 dras

paraa < x < b, ¢ <y <d, mostre que gxy = g = flx, ).

Integrais Duplas sobre Regioes Genéricas

Para integrais simples, a regifio sobre a qual integramos € sempre um intervalo. Mas, para inte-
grais duplas, queremos ser capazes de integrar a fungio f ndo somente sobre retingulos, mas
também sobre uma regido D de forma mais geral, como a ilustrada na Figura 1. Vamos supor
que D seja uma regido limitada, o que significa que D pode ser cercada por uma regido retan-
gular R como na Figura 2. Definimos entfio uma nova fungdo F com dominio R por

F(X ) _ f(-x7 y) se ()C, y) estdaem D
) 0 se (x, y) estd em R mas ndo em D

y ¥

FIGURA 1 FIGURA 2
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Exercicios

18 7 Calcule as integrais iteradas.

1. ‘01 (O\ (r + 2y) dy dx 2. f “7 xy dx dy

4, ‘[01

N [ (= 3 dy e
6. ‘fo‘ [0 VT = 02 du dw

5. [ [ e ardo

#-1% ~ Calcule a integral dupla.

xy*dA, D={(x)|0<sx<2, —x=sy=<x

—dA, D={(xy)|l=sx=<2 0=<y=<2}

J

D

D

D

10. f[ e’ dA, D={xy)|0<y<

. ﬂe-‘v‘-“dA, D={xy|l<y<2 y<x=y"

2 ([x/h7=32da, D={(x)]|0<y<1 0=<x=,}
I

13. || xcosydA, Délimitadapor y=0,y=x% x =1

14, j

D
x +y)dA, D élimitada pory = /x,y = x?
D
15, f[ v3 dA,

—~

%
D € a regifio triangular com vértices (0, 2), (1, 1) e (3, 2)
6. [[ (* = ) dA, D élimitadapor x =y, x = 3 — 2?

17. [ (2x — y) dA,

D

D € limitada pelo circulo de centro na origem e raio 2.
18, [ [ yetda,
-
D

€ a regifio triangular com vértices (0, 0), (2, 4) e (6, 0)

19-28 -~ Determine o volume do sélido dado.

19. Abaixo do paraboléide z = x? + y® e acima da regifio limitada
pory = x’ex = y?

20. Abaixo do paraboldide z = 3x* + y® e acima da regio
limitadapory = xex =y* ~ y

el
e

i

21. Abaixo da superficie z = xy e acima do tridngulo com Vérticeg
em (1, 1), 4, 1)e(1,2)

Limitada pelo paraboldide z = x* + y* + 4 ¢ pelos planos
x=0,y=0,z=0x+y=1

23. Limitada pelo cilindro x> + z* = 9 e pelos planos x = 0,
y=0,z=0,x + 2y = 2 no primeiro octante

24. Limitada pelo cilindro y* + z* = 4 ¢ pelos planos x = 2y,

x = 0, z = 0 no primeiro octante
25. Limitada pelos planos x =0,y =0,z=0ex + y + 7 = |

26. Limitada pelos planos y = 0, z = 0, y=xe¢
6x + 2_)’ + 3z =

21. Limitada pelo cilindro x” + y®> = 1 e pelos planos y = z,
x = 0, z = 0 no primeiro octante.

28. Limitada pelos cilindros x* + y2 = r2e y? + 72 = ;2

=29, Utilize uma calculadora gréfica ou computador para estimar a

coordenada x dos pontos de intersec¢fio da curvay = x*e
y = 3x — x*. Se D é a regifio limitada por essas curvas, estime
{J, x dA.

30. Determine o volume aproximado do sélido no primeiro octante
que € limitado pelos planos y = x, z = 0 e z = x e pelo cilin-
dro y = cos x. (Utilize o dispositivo grafico para estimar os
pontos de intersec¢o.)

27 31-37 7 Use um sistema de computagfio algébrica para determinar

o volume exato do sélido.

31. Abaixo da superficie z = x*y* + xy? e acima da regido
limitada pelas curvas y = x* — xey = x* + xparax = 0

32. Entre os paraboldides z = 2x2 + y?ez = 8 — x> — 2y’¢
dentro do cilindro x* + y* =1

33-3% - Esboce a regifio de integragfio e faca a mudanca da ordem
de integragdo.

3, joﬁ/ ? |7 ey dy

0

33, 10‘ jo" fGx,y) dy dx

1 ‘-z:)'f(x’ y) d.x dy

Jy?

B [ T f(n,y) dy dX

35, f f (0‘ " fx, y) dy dx 3. |

JO

37. j: “2/2 fG, v dxdy

JO JJaretgx

3944 ~ Calcule a integral trocando a ordem de integragao-

. .(01 ﬁ exzdx dy 40, J: ‘i_ \/ Fﬁ dxdy




p "3 '9 y cos(x?) dx dy
©Jo dy

Rk 3
?)dy d
i JO J"_:x sen(y’)dy dx

B "‘ *""/2 cos x /1 + cosx dx dy
- Jo Jaresen ¥

8. J: ‘a e drdy

iipo Il e calcule a integral.

Expresse D como a unido de regides do tipo I ou do

s y
5. || 7dA 1
D ks (1,
D,
) .\\ N
~1in, 0 / 1 x
AN /// 7
-1
46 J]'xydA y y=1+x2
A
! / ,// i(—x =1
IR BN I J
D /<—~“ x=y?
SAN x
\\\n\

48.
49.

50.

51.

2.
3.

54,
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= Utilize a Propriedade 11 para estimar o valor da integral.

: JJ VO ¥y dA, D=10,1]x [0, 1]

D

e A,

€ o disco com centro na origem e raio 3

Prove a Propriedade 11.

No célculo de uma integral dupla sobre uma regifio D obtive-
mos uma soma de integrais iteradas como a que se segue:

) ot pay "3 pay

JJ fl,yydA = jo JO S, y)ydedy + jl ‘O flx, y)dxdy

D

Esboce a regido D e expresse a integral dupla como uma inte-
gral iterada com ordem de integragdo contréria.

Calcule [f, (x* tgx + y® + 4) dA, onde
D={(x,y)|x> +y* =<2}

[Dica: Explore o fato de que D € simétrica com relagiio a
ambos os eixos.]

Utilize a simetria para calcular HD (2 — 3x + 4y) dA, onde
D € a regido limitada pelo quadrado com vértices (=5, 0) e
(0, +5).

Calcule | +/1 — x?* — y?dA, onde D é o disco x* + y* < 1,
identificando primeiro a integral como o volume de um
s6lido.

Desenhe o sdlido limitado pelo plano x + y + z = 1 e pelo
paraboldide z = 4 — x* — y” e determine seu volume exato.
(Utilize seu CAS para fazer esse desenho, para achar as
equagdes das fronteiras da regido de integracdo e para calcular
a integral dupla.)

FIGURA 1

Integrais Duplas em Coordenadas Polares

e

Suponha que queiramos calcular a integral dupla |{, f(x, y) dA, onde R € uma das regides
mostradas na Figura 1. Em qualquer dos casos a descrigéo de R € complicada em coorde-
nadas retangulares, mas a descri¢@o de R fica mais facil utilizando-se coordenadas polares.

x+yi=1 Zx2+y3:4

[ R R -
: 0 % ; e b

N e / / \ N

S ) //f/ { \\ i

0 | X
P2+yi=1
@R={r0)|0<r=1,0<s0<2m @R={(rn0)|1<r<20<6§<2m
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Exercicios

i~8 7 Uma regido R € mostrada na figura. Decida se vocé deve
usar coordenadas polares ou retangulares ¢ escreva ([, f(x, y) dA
como uma integral iterada, onde f ¢ uma funcéio qualquer continua
em R.

1 ¥ 2. y
2| 2
‘/ '\;,\A \—\\\
/R \ AN
{
} 0 2 x 0 2 x
\ /
3 » 4. y
2 3 S—_
R ff;/ 1 R \3
/
10 , X o 1 3%
5 y 6. ¥
o S - k\ e i 24+
f"f R 2 ‘\’\‘ /
¢ T Y ! R y
/ {1 \‘\;2 ’;5 i 0 ,
10 / [ H X
\ \\’ - / \\ S 2

#-14 = Calcule a integral dada colocando-a em coordenadas
polares.

1. [[,xdA, onde R € o disco com centro na origem e raio 5

8. [f,ydA, onde R € a regido do primeiro quadrante limitada
pelo circulo x* + y? =9 e pelasretas y = xe y = 0

9. [],xy dA, onde R € aregido do primeiro quadrante compreen-
dida entre os circulos x> + y? = 4 e x> + y? = 25

10. ([, /x* + y?dA, onde R = {(x, y) [I<sx?+y2<9 y=0}

ap 2.2 . . . . I
11. [[, e 7 dA, onde D € a regido limitada pelo semicirculo
x=+4—yleoeixoy

12.

13.

14.

15.
16.
17.
18.

18~25 T Utilize coordenadas polares para determinar o volume do
solido dado.

19.
20,

21,

23.

24,
25.

26.

den

28. [ 3

. Limitada pelo paraboldide z = 10 — 3x? — 3y” e pelo plano

%%

A 1 ~ )
“ m dA, onde D € aregifo do primeirg qua-
D )

drante contida pelo cfrculo x* + y* = 16
If, &* + ¥*)dA, onde D € a regido limitada pelas espirais
r=0er=20paraQ < <27

IJ,xdA, onde D ¢ a regido do primeiro quadrante Ccompreen.
dida entre os cfrculos x° + y* =4 e x® + y> = 2y

Utilize a integral dupla para determinar a drea da regifo, 4
Um laco da rosdcea » = cos 30

A regifio contida pela cardidide r = 1 — sen 6

A regifo contida pela lemniscata r> = 4 cos 26

A regido dentro do circulo r = 4 sen 6 ¢ fora do circulo r = 2

Abaixo do paraboléide z = x” + y? ¢ acima do disco
2 2
x+y =9

Dentro da esfera x* 4+ y? + 22 = 16 e fora do cilindro
X +yl=4

Uma esfera de raio

z=4

Acima do cone z = /x2 + y? ¢ abaixo da esfera
Xy e P=1

Limitada pelos parabolGides z = 3x2 + 3y?ez =4 — x° — )

Dentro do cilindro x* + y* = 4 ¢ do elipséide
Ax* + 4y? + 22 = 64

(a) Uma broca cilindrica de raio r, é usada para fazer um furo
no ceniro de uma esfera de raio r,. Determine 0 volume ¢°
sélido em formato de anel restante.

(b) Expresse o volume da parte (a) em termos da alturafl do
anel. Note que o volume depende somente de £, € 149 ¢
riou .

. . COOr’
Calcule a integral iterada convertendo-a antes par@

adas polares.

I fVT=x7 2,2
[ ‘ e’ ™V dydx

(Var-y?

(6 + y2)"dx dy

0
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2 “4"__ x?y?dx dy 30.

0 Sy v

2y 2e—x? ’~ 24 M 4 . .
‘v PR 7 dy dx onde D, é o disco com raio a e centro na origem. Mostre
+0

0 que

J
s It s

yma piscina circular tem 40 pés de didmetro. Sua ’
rofundidade ¢ constante na direcdo leste-oeste & aumenta li- :

@

J T e IdA =7

-6

qearmente de 2 pés no término sul para 7 pés no término norte. (b) Uma definiciio equivalente da integral imprépria da parte

petermine o volume de dgua da piscina. (a) &

Um aspersor distribui dgua num circulo de raio de 100 pés. Ele “ 50 g = lim (1 et da

' fornece 4gua até uma profundidade ™" pés por hora numa dis- ) as

gncia de r pés do aspersor. o ) ‘

(z) Qual a quantidade total de dgua fornecida por hora para a onde S, ¢ o quadrado com vértices (*a, *a). Use esse
regido dentro de um circulo de raio R centrado no resultado para mostrar que
asperso%‘? . ‘ ‘f o d r - dy =

(b) Determine uma expressio para a quantidade média de dgua Jo= Jo=
por hora e por pés quadrados fornecida para uma regifio (¢) Deduza

circwlar de raio R.

‘j e dx = J
i (d) Fazendo a mudanga de varidvel t = ﬁx mostre que
’ ff e Pdx = 2w

j‘l B J\ __xydydx + ‘\/2 “vx)z dy dx + "Z_J Y xydy dx

1/+2 Vi-x? JipoJ0 vyl
(Esse € um resultado fundamental para probabilidade e
estatistica.)

Utilize coordenadas polares para combinar a soma

em uma tnica integral dupla. Em seguida calcule essa integral dupla.

. (a) Definimos uma integral imprépria (sobre todo plano R?)

I

I

J‘ e A = J i J; e dy dx 35. Utilize o resultado do Exercicio 34, parte (c), para calcular as

-

seguintes integrais:
o
lim |} e™™ ™7 dA

a—>x JJ

Da

i

(a) je X2 dx (b) O Jredx

Aplicacdes das Integrais Duplas

J4 vimos uma aplicacdo da integral dupla: cdlculo de volumes. Outra aplicagdo geométrica
importante é a determinacdo de reas de superficies, e isso serd feito na proxima segao. Nesta
secdo vamos explorar aplicagdes fisicas tais como no cdlculo de massa, carga elétrica, centro
de massa e momento de inércia. Veremos ainda como essas idéias fisicas sdo importantes
quando aplicadas a funcdes de densidade de probabilidade de duas varidveis aleatdrias.

| Densidade e Massa

Na Secdo 9.3 fomos capazes de calcular momentos e centro de massa de placas finas ou

(x ¥ laminas de densidade constante usando integrais simples. Agora, com auxilio das integrais

L T e duplas, temos condi¢bes de considerar laminas com densidade varidvel. Suponha uma

" p @ 1amina colocada numa regiio D do plano xy e cuja densidade (em unidades de massa por

unidade de drea) no ponto (x, y) em D ¢ dada por p(x, y), onde p € uma fungdo continua
"""" / sobre D. Isso significa que

- ' A; Il
: — " 1- f 1
; - p(x, y) = lim

MGURA | onde Am e AA sdo a massa e a 4rea do pequeno retingulo que contém (x, y) € tomamos o
' limite quando as dimensdes do retingulo se aproximam de 0 (veja a Figura ).
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Como X e Y sdo independentes, a func@o densidade conjunta € o produto:

1

N . —(x=dy/0.0002 ,— (y—6)2/0,0002
X, ¥} = hlx)fly) = e e
105,3) = FOAO) = 00
— 5000 o S000[ x4y + (-6
T
FIGURA 8. R O gréfico dessa funcdo € mostrado na Figura 8.

Vamos inicialmente calcular a probabilidade de X e Y diferirem dos valores médios e

menos que 0,02 cm. Utilizando uma calculadora ou computador para estimar a integra] terng

P98 < X < 402,598 < ¥ < 602) = [ MO exy) dy dx

3.98 J598

_ 5000 "4.02 "6,02 o S04+ (567

3 5,98

- o8 dy dx
v v

= (0,91
Entfio a probabilidade de X ou Y diferir de seu valor médio em 0,02 ¢cm ou mais € de
aproximadamente
1 —10,91=10,09
Exercicios
1. Uma carga elétrica € distribuida sobre um reténgulo 0 << x < 2, 11. Uma lamina ocupa a parte do disco x? + y? =< 1 do primeiro

1 <y =< 2, de modo que a densidade de carga em (x, y) € guadrante. Determine o centro de massa se a densidade em
a(x,y) = x* + 3y* (medida em coulombs por metro qualquer pento for proporcional 2 distdncia do ponto ao eixo &

quadrado). Determine a carga total no retangulo. . L .
12. Determine o centro de massa da 14mina do Exercicio 11 sea

densidade em qualquer ponto for proporcional ao quadrado da
distincia do ponto & origem.

2. Uma carga elétrica € distribuida sobre um disco
x? 4+ y? < 1 de modo que a densidade de carga em (x, y) seja
olx,y) = 1 + x* + y* (medida em coulombs por metro

quadrado). Determine a carga total no disco. 13. Determine o centro de massa da lamina com formato de um
tridngulo reto isésceles com lados iguais de tamanho 4 s¢ @
3~10 = Determine a massa e o centro de massa da ldmina que densidade em qualquer ponto for proporcional ao quadrado da

ocupa a regido D e tem fung@o densidade p. distancia do ponto ao vértice oposto 2 hipotenusa.

- -— > = 2 r . . . .
33 D={xy|-Isx<10sy<1}) plxy) =x 14. Uma lamina ocupa a regifo circular x> + y* = 2y mas fora do

. D={xy)]|0<sx<20<y<3} plx,y) =y circulo x> + y? = 1. Determine o centro de massa se a 4en8”

dade fi ional 2 distinci to & origen.
5. D é uma regido triangular com vértices (0, 0), (2, 1), (0, 3); ade for proporcional 2 distancia do ponto & orige

plx,y)=x+y 15. Determine os momentos de inéreia Iy, I, Iy para a Jamina do
6. D ¢ uma regifio triangular com vértices (0, 0), (1, 1), (4, 0); Exercicio 7.

p(x,y) = x 16. Determine os momentos de inércia I, I, Io para a 1amind do
1. D ¢ uma regido no primeiro quadrante limitada pela pardbola Exercicio 12.

[pr— = 1, )} = y . . .

y =x"epelarctay plx, y) = xy 17. Determine os momentos de inércia 1., I,, I, para a l1amina do
8. D é limitada pela pargbola y = 9 — x? e pelo eixo x; p(x, y) = y Exercicio 9.

8. D é limitada pela pardbola x = y? e pelaretay = x — 2;

. 2¢
18. Considere um ventilador quadrado de pis de compnme”to
plx,y) =3

. e ) ensi”
considere 0 canto inferior esquerdo como a origem. S¢ & d s
0. D={(x,y)|0<y<cosx, 0<x=<a/2}; ple,y =x dade das pés for p(x, y) = 1 + 0,1x, é mais dificil giral as

. . . . . . em torno do eixo x ou do eixo y?




9 Utilize um sistema de manipulacfio algébrica para deter-
‘;r 2 massa, o ceniro de massa e os momentos de i inércia da

1e ocupa a regido D e tem a densidade dada.

ﬁlﬂ‘n‘l qu
p D;{(x,y)lo <y

pé delimitada pela cardidide r == 1 + cos 8;

p(X, )’) = sz + y?_

<senx, 0<x<a} plxy =xy

Uma lAmina com densidade constante p(x, y) = p ocupa um
uadrado de vértices (0, 0), (a, 0), (a, a) € (0, a). Determine o0s

momentos de inércia I e I, ¢ os raios de rotagao xey.

Uma 1amina com densidade constante p(x, y) = p ocupa a

regido abaixodacurvay = senxdex =0até x = m

A fungdo densidade conjunta para um par de varidveis
aleatorias X e Y €

= Cx(l+y) se0sxs1,0sy=s2
fl 0 em caso contrario
(a) Determine a constante C.
(b) Determine P(X < 1, Y < 1).
(¢c) Determine P(X + ¥ < ).
. (a) Verifique que
se0=x=sl,0=sy=1

0 €1 Caso Contrario

é uma fungfo densidade conjunta.
(b) Se X e Y sdo varidveis aleatrias cuja funcdo densidade
conjunta € f da parte (a), determine
(i) Px=3) (i) PX=3Y<})
(¢) Determine os valores esperados de XeY.
5, Suponha que X e Y sejam varidveis aleatdrias com fungéo den-
sidade conjunta

flx, y) ={

0,1e7 @302 ge x =0, y =0
0 em caso contrario

{a) Verifique que f¢é de fato uma funcio densidade conjunta.

(b) Determine as seguintes probabilidades.
@ PY=1) (i) PX<2,Y<4)

(¢) Determine os valores esperados de X e Y.

(a) Uma lampada tem dois bulbos de um tipo com tempo de
vida médio de 1000 horas. Supondo que possamos mode-
lar a probabilidade de falha desses bulbos por uma fungio

Determine os momentos de inércia I, e Iy € raios de rotagdo xey.

Area da Superficie

oo 2L

28.

29,
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densidade exponencial com média p = 1000, determine a
probabilidade de que ambos os bulbos venham a falhar
dentro de um periodo de 1000 horas.

(b) Outra ldmpada tem somente um bulbo do mesmo tipo dos
da parte (a). Se um bulbo se queima e € trocado por outro
do mesmo tipo, determine a probabilidade de que os dois
bulbos venham a falhar dentro de 1000 horas.

Suponha que X e Y sejam varidveis aleatérias independentes, com
X distribuida segundo uma normal com média 45 e desvio padrio
0,5 e Y distribuida segundo uma normal com média 20 e desvio
padrio 0,1. Determine P(40 < X < 50,20 < Y < 25).

Xavier e Yolanda t€m aulas que terminam ao meio-dia e con-
cordaram em se encontrar todo dia depois das aulas. Eles
chegam num café separadamente. O tempo de chegada de
Xavier € X e o da Yolanda € Y, onde X e Y sAo medidos em
minutos apés o meio-dia. A fungdes densidade individuais séo

_JeT sex=0 _Jmy se0=<y=<10
fils) = {O se x <0 Aly) = {0 em caso contrario

(Xavier chega algumas vezes depois do meio-dia, e € mais
provével que ele chegue na hora do que atrase. Yolanda sempre
chega as 12:10 horas, e € mais provavel que ela atrase do que
chegue pontualmente.) Depois de Yolanda chegar, ela espera
até meia hora por Xavier, mas ele ndo espera por ela.
Determine a probabilidade de eles se encontrarem.

Quando estudamos uma contaminac@o epidémica, supomos
que a probabilidade de um individuo infectado disseminar a
doenca para um individuo nfo infectado seja uma fungdo da
disténcia entre eles. Considere uma cidade circular com raio de
10 mi na qual a populacfo estd uniformemente distribuida.
Para um individuo ndo infectado no ponto A(x,, yo), suponha
que a funcio probabilidade seja dada por

f(P) = 5[20 — d(P, A)]

onde d(P, A) denota a distAncia de P a A.

(a) Suponha que a exposi¢do de uma pessoa & doenga seja a
soma das probabilidades de adquirir a doenga de todos os
membros da populacio. Suponha ainda que as pessoas
infectadas estdo uniformemente distribuidas pela cidade,
existindo k individuos contaminados por milha quadrada.
Determine a integral dupla que representa a exposigéo de
uma pessoa que reside em A.

(b) Calcule a integral para o caso em que A estd no centro da
cidade e para o caso em que A estd na periferia da cidade.
Onde vocé preferiria viver?

Na Secao 16.6 estaremos tratando

Superficies mais genéricas,

®Madas superficies paramétricas.
Sim, voce podera pular esta secdo

O Cobrir a outra. de duas varidveis.

Nesta se¢do vamos aplicar a integral dupla ao problema de determinar a drea de uma super-
ficie. Na Segdo 9.2 determinamos a drea de alguns tipos especiais de superficies — uma
superficie de revolugéio — por métodos de cédlculo de uma tnica varidvel. Calcularemos
aqui a drea de uma superficie cuja equacgo é dada por z = f(x, y), o gréfico de uma fungdo

Seja S a superficie com equagdo z = f(x, y), onde f tem derivadas parciais continuas.
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~ 7 Exercicios

1. Calcule a integral do Exemplo 1 integrando primeiro em
relacdo a z, depois x e entdo y.

2. Calcule a integral ({[, (x* + yz) dV, onde
E={xy2|0sx=<2 -3<y<0, -1=s:z<1}
utilizando trés ordens diferentes de integraggo.

i-& = Calcule a integral iterada.

3 jol J.O foh 6xz dy dx dz 4. f JO‘ .[olj X%y’ dz dy dx
5. f fo’ LF 2e* dx dz dy 6. jo' L L ze™ dx dy dz
7-3% 7 Calcule a integral tripla.

7. [[[,2xdV, onde

E= {(Xsy,2)10$y$2, OSx$\/4?y2" 0$Z$)’}
8. [If, yz cos(x”) dV, onde
E={xy2|0<sx<10<y<x x=<z=<2}

9. [[[,6xydV, onde E estd abaixo do planoz =1+ x + ye
acima da regifo do plano xy limitada pelas curvas y = Jx,
y=0ex=1

10. [[[-x dV, onde E ¢ limitado pelos planos x =0,y = 0,z = 0
e3x+2y+2z=6

1. [Il,xy dv, onde E ¢ o sélido tetraedro com vértices (0, 0, 0),
(1,0,0),(0,2,0)e(0,0,3)

12. [[f,xz dV, onde E é o sélido tetraedro com vértices (0, 0, 0),
0,1,0,(1,1,00e (0,1, 1)

13. [[[,zdV, onde E ¢ limitado pelos planos x = 0, y = 0, z = 0,
y+tz=lex+z=1

14. [[], (x + 2y) dV, onde E ¢ limitado pelo cilindro parabélico
y=x"epelosplanosx =z, x =yez =0

15. [[[. x dV, onde E ¢ limitado pelo paraboldide x = 4y> + 4z° ¢
pelo plano x = 4

16. {{[,z dV, onde E & limitado pelo cilindro y* + z> = 9 e pelos
planos x = 0, y = 3x e z = 0 no primeiro octante

Use a integral tripla para determinar o volume do sélido dado.

17. O tetraedro limitado pelos planos coordenados e o plano
2x + 3y + 6z = 12

18. O sélido limitado pelo cilindro eliptico 4x* + 22 = 4 e os
planos y=0ey=z + 2

19. O sdlido limitado pelo cilindro x = y’e os planosz = Qe x + z = 1

20. O sélido contido pelos paraboléides z = x? + y? e

z=18 — x> — y*

21. (a) Expresse o volume da cunha no primeiro octante que ¢

cortado do cilindro y* + z* = 1 pelos planos y = x ¢
x = 1 como uma integral tripla.

(b) Utilize a Tabela de Integrais (na contracapa) ou um
sistema computacional algébrico para determinar o valog
exato da integral tripla da parte (a).

22. (a) Na Regra do Ponto Médio para Integrais Triplas

usamos a soma tripla de Riemann para aproximar a
integral tripla sobre uma caixa B, onde f(x, y, z) é calcu-
lada no centro (x;, ¥j z) da caixa By. Utilize a Regra do
Ponto Médio para estimar [[[, e 4V, onde B é o
cubodefinidopor0=x=<1,0=sy=s1, 0=s:z< 1,
Divida B em oito cubos de igual tamanho.

(b) Use um sistema de computac@o algébrica para aproximar a
integral da parte (a) com precisdo até duas casas decimais.
Compare com a resposta da parte (a).

7324 7 Esboce o sélido cujo volume € dado pela integral iterada.

2-y

B | [T dvazax a [ [ avdzay

4
JO

2 - Expresse a integral [{[, f(x, y, 2) dV como uma integral
iterada de seis modos diferentes, onde E é o sélido limitado pelas
superficies dadas.

B x*+72=4, y=0, y=6

2. z=90, x=0, y=2, z=y—2x
21. z=0, z=y, x*=1—y

28 O+ 4yr+2=1

29, A figura mostra a regido de integracfio para a integral

fl “] fhf (x,,2) dz dy dx

Jo Jy

xJo

I




Reescieva essa integral como uma integral iterada equivalente
em cinco modos diferentes.

0. A figura mostra a regifio de integrago para a integral
0.

’ol “H: J‘Hf (x,y,2) dy dz dx

J0 0

Reescreva essa integral como uma integral iterada equivalente
em cinco modos diferentes.

3-37 © Escreva cinco outras integrais iteradas que sejam iguais
integral iterada dada.

3. JOI J‘l jo‘ flx,y, 2)dzdxdy
[ ] fny2 ddyds

13-3  Determine a massa e centro de massa do sélido dado E
com a fungio densidade dada p.

33. E é o solido do Exercicio 9; p(x, y,z) =2

3. E é limitado pelo cilindro parabélico z = 1 — y* e pelos
planosx +z=1,x=0ez=0; plxyz)=4

B EéocubodadoporO=x<g, 0sy=sg 0szsg
plx,v,2) =x*>+y? + 22

. E & o tetraedro limitado pelos planos x =0,y = 0,z = 0,
xty+tz=1 plxyz=y

7~38 = Estabeleca, mas nfo calcule, expressdes integrais para (a)
2 massa, (b) o centro de massa e (¢) o momento de inércia em
felagdo ao eixo z.

2

3. 0 s6lido do Exercicio 15; p(x,y,2) = x> + y> + z

8. O hemisfério x2 + y? + Z=<1,z=0;

plx, y, 2) = /x% + y2 + 22

Seja E um séfido no primeiro octante limitado pelo cilindro

2 2 - e .
X"+ y°=1leplanos y = z, x = 0 e z = 0 com funcio densi-
dade p(x,y,2) = | + x + y + z. Use um sistema computa-
Cional algébrico para determinar os valores exatos das seguintes
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~ quantidades para E.
(a) A massa.
(b) O centro de massa.
(¢) O momento de inércia em relagdo ao €ixo z.

© 80, Se E € o solido do Exercicio 16 com fungio densidade

plx,y,z) = x? + y?, determine as seguintes quantidades, com
precisdo de trés decimais.

(a) A massa.

{b) O centro de massa.

(¢) O momento de inércia em relagéo ao eixo z.

41. Determine os momentos de inércia para um cubo com densi-
dade constanie k e lados de comprimento L se um vértice esid
localizado na origem e irés arestas estfio nos eixos coordenados.

42, Determine os momentos de inércia do tijolo retangular de dimen-
ses a, b e ¢, massa M e densidade constante se o centro do tijolo
estd na origem e suas arestas sio paralelas aos eixos coordenados.

43. A funcio densidade conjunta de varidveis aleatérias X, Ye Z €
fr,y,2) =Cxyzse0=x<2,0=sy=<2 0=sz<2e
f(x,y,2z) = 0 em caso contrério.

(a) Determine o valor da constante C.
(b) Determine PX = 1, Y=< 1,Z< 1).
(c) Determine PX + Y + Z = 1).

44. Suponha que X, Y e Z sejam varidveis aleatSrias com fungio
densidade conjunta f(x, y, z) = Ce 037027013 ¢
x=0,y=0, z=0e f(x, v, z) = 0 em caso contrario.
(a) Determine o valor da constante C.

(b) Determine P(X < 1,V < 1).
(c) Determine PX = [, Y= 1,Z=<1).

4548 = O valor médio de uma funcfio f(x, y, z) sobre uma regifio
solida E ¢ definido como

l app
Jrnea = 7(5 !! fx,y,2)dV

onde V(E) € o volume de E. Por exemplo, se p € a funcio
densidade, entio p.« € a densidade média de E.

45. Determine o valor médio da funcdo f(x, y, z) = xyz sobre o
cubo com lados de comprimento L que estd no primeiro
octante com um vértice na origem e arestas pararelas ao eixos
coordenados.

46. Determine o valor médio da func¢io f{x,y,z) =x +y + z
sobre o tetraedro com vértices (0, 0, 0), (1,0,0), (0, 1,0) e
0,0, 1).

47. Determine a regifio E para a qual a integral

jj (1 = x* = 29% — 322)dV
E
é maxima.
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4 Faga o esbogo do sélido cujo volume € dado pela integral e

alcule €ssd integral.
¢

" Jn“ﬁ' J‘z J:r rdz drdf

0 0

2. J‘f J:/z “3 rdz df dr

Jr

42 /2 1L 5
Jo JO p*sen ¢ dp d6 dé

-3 J'Z‘lr J‘Osec ¢ pisenpdpdfde
0

-5 - Estabeleca a integral tripla de uma fungéo continua
- prbitrdria f (x, ¥, z) em coordenadas cilindricas ou esféricas
sobre o sélido mostrado.

1-16 = Utilize coordenadas cilindricas.

1. Calcule |Jf, v/x* + y>dV, onde E € a regido contida dentro
do cilindro x* + y*> = 16 e entre os planos z = —5 e z = 4.

. Calcule [Jf, (x* + xy*) dV, onde E € o s6lido do primeiro
octante que estd abaixo do paraboléide z = 1 — x? — y2

. Calcule [f, v dV, onde E € o sélido que estd entre
os cilindros x* + y> = 1l e x> + y*> = 4, acima do plano xy e
abaixo do plano z = x + 2.

1

. Calcule [|f, xz dV, onde E € limitado pelos planos z = 0,z =y
e o cilindro x> + y? = 1 no semi-espago y = 0.

+ Calcule [, x*dV, onde E € o s6lido que estd
dentro do cilindro x* + y* = 1, acima do plano z = 0
¢ abaixo do cone z* = 4x* + 4y*,

- (2) Determine o volume do sélido que o cilindro r = a cos
corta da esfera de raio a centrada na origem.

(b) Ilustre o s6lido da parte (a) desenhando a esfera e o cilin-
dro na mesma tela.

- Determine o volume da regido E limitada pelos paraboldides
z=x"+y'ez =136 —3x> — 3>

» Determine o centréide da regido E do Exercicio 13.
Determine a massa e o centro de massa do sélido S limitado

Pelo paraboléide z = 4x* + 4y? ¢ pelo plano z = a{a > 0) se
§ tem densidade constante K.

16. Determine a massa da bola 8 dada por x* + y2 + 22 < g%se a
densidade em qualquer ponto for proporcional a sua distincia
ao eixo z.

17-28 . Utilize coordenadas esféricas.

17. Calcule {[], (x* + y* + z?)dV, onde B € a bola unitdria
X+ yr s

18. Calcule [ff, (x* + y*)dV, onde H ¢ a regido hemisférica que
estd acima do plano xy e abaixo da esfera x> + y> + z2 = 1.

19. Calcule |f[, zdV, onde E estd contido entre as esferas
x*+y*+ 22 =1lex?+ y* + z? = 4 no primeiro octante.

20. Caleule [[f, xe™™"*7" 4V, onde E € o s6lido que estd
entre as esferas x* + y> + 22 = lex* + y* + 2 =4 no
primeiro octante.

21. Caleule |[], +/x* + y? + z2dV, onde E € limitado abaixo pelo
cone ¢ = 7/6 e acima pela esfera p = 2.

22. Calcule [[], xyz dV, onde E estd entre as esferas p = 2 e p = 4
¢ acima do cone ¢ = 7/3.

23. Determine o volume do sélido que estd acima do cone
¢ = 7/3 e abaixo da esfera p = 4 cos ¢.

24, Determine o volume do sélido que estd dentro da esfera
2 2 2 . .
x®+ y° + z° = 4, acima do plano xy e abaixo do cone

7= /x> + y2
25. Determine o centrdide do s6lido do Exercicio 23.

26. Seja H um hemisfério de raio a cuja densidade em qualquer
ponto € proporcional a distdncia ao centro da base.
(a) Determine a massa de H.
{(b) Determine o centro de massa de H.
(¢) Determine o momento de inércia de H em relagdo a seu

. eixo.
PO
@ia) Determine o centréide do hemisfério sélido homogéneo de
raio a. :

(b) Determine o momento de inércia do sélido da parte (a) em
relacdo ao didmetro de sua base.

28. Determine a massa e o centro de massa do hemisfério sélido
de raio a se a densidade em qualquer ponto for proporcional a
sua distincia & base.

2332 7 Utilize coordenadas cilindricas ou esféricas.

29. Determine o volume e o centréide do s6lido E que estd acima
do cone z = /x? + y2 e abaixo da esfera x* + y* + 2> = 1.

30. Determine o volume da menor cunha esférica de uma esfera de
raio a cortada por dois planos que se interceptam ao longo de
um didmetro com um 4ngulo de 7/6.
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31. Calcule [[f, z dV, onde E estd acima do parabol6ide
z = x” + vy’ e abaixo do plano z = 2y. Utilize ou a Tabela de
Integrais (veja a confracapa) ou um sistema computacional
algébrico para calcular a integral.

(a) Determine o volume contido pelo toro p = sen ¢.
{b) Utilize um computador para desenhar o toro.

32-34 . Calcule a integral transformando para coordenadas
cilindricas.

%
IS

" cVT—o “ 2—x'—y

S I |

RES BN s

(x?F y2)2 dz dy dx

LI

" “\/W p ITTTTE

JO g

34-38 = Calcule a integral transformando para coordenadas
esféricas.

35. [i z/x2+ y2 + 22dz dy dx

“\W ;‘\m
o3 g x2

0

%, {3 J‘\/ryl ‘RW (x* +y* + 22 dz dx dy

0 3

0 JxTey?

» v « v v

37. No Projeto de Laboratério do Capitulo 12 investigamos a
famnilia de superficies p = 1 + £ sen m0 sennd que foram
usadas para modelar tumores. A "esfera rugosa” comm =6 ¢
n = 5 estd mostrada. Utilize um sistema de computacio
algébrica para determinar seu volume.
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40.

(A integral improépria tripla € definida como o limite da Integry
tripla sobre uma esfera solida quando o raio aumenta -
indefinidamente.)

(a) Utilize coordenadas cilindricas para mostrar que o volume
do sélido limitado por cima pela esfera r* + 22 = g2, por

baixo pelo cone z = cotg ¢, (ou ¢ = ¢q), onde

0< o< m/2,¢

2ma’

V=

{1 — cos )

(b) Deduza que o volume da semicunha esférica dada por
PLSEp=p, OSSOSO, << ¢hé

3_ 3

AV = &3—'01 {cos ¢, — cos $2)(6; ~ i)

{c) Utilize o Teorema do Valor Médio para mostrar que o vo-
lume da parte (b) pode ser escrito como

AV = pPsendp Ap AG AP

onde p estd entre p; e pa, ¢ estd entre ¢, e b7,
Ap=pr = p, A8 =0, — 6, e Adp = ¢ — ¢.

Quando estudam a formacéo de cordilheiras, os gedlogos esti-
mam a quantidade de trabalho requerida para levantar uma
montanha do nivel do mar. Considere uma montanha que tem
essencialmente o formato de um cone reto circular. Suponha
que a densidade de peso do material na vizinhanga de um
ponto P & g(P) e a altura € h(P).

(a) Determine a integral definida que representa o trabalho
total exercido para formar a montanha.

(b) Assuma que o Monte Fuji no Japao tenha o formato de um
cone circular reto com raio de 62.000 pés, altura de 12.400
pés e densidade constante de 200 Ib/pé’. Quanto trabalho
teria sido exercido para formar o Monte Fuji se a terra
estivesse inicialmente ao nivel do mar?

&

Projeto Aplicado

Suponha que uma bola sélida (de gude), uma bola oca (de squash), um cilindro sélido (um

Corrida na Rampa

a barrd

g . v S
de aco) e um cilindro oco (um cano de chumbo) rolam em um plano inclinado. Qual desse
objetos chegard mais depressa em baixo? (D€ seu palpite antes de continuar.)

Para responder a essa questdo consideramos a bola ou o cilindro com massa #1, raio '€

momento de inéreia I (em relagio a seu eixo de rotagfio). Se a queda vertical € /, a energté
cial no topo € mgh. Suponha que o objeto chegue embaixo com velocidade v € veloct

w; eassim v = wr.




= cos ¢

R

59 Exercicios

X = psenccos H

sen ¢ cos 6
dx, v, 2)
————— = isen ¢ sen b
(p, 6, ¢)
cos ¢

—psen psen 6 pcos ¢pcos 6
psengcos f pcos dsen b

a(—x7 )’, Z)
a(p, 0, ¢)

e a Férmula 13 nos da
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SOLUCAO Aqui a mudanga de varidveis € dada por

™~
It

y=psendsen = p COS ¢

Calculamos o jacobiano como se segue:

—psengsend pcos Pcos b
psengcos 8 pcos psend

0 —p Sen ¢

sen¢pcos @ —psenchsend
seng sen 8

psendg cos 0

= c0s ¢ (—p”sen P cos ¢psen’d — p’sen ¢ cos P cos’h)
— psen ¢ (psen’¢p cos’f + psen’dsen’o)
= —p’sen ¢ cos’p — p’sen psen’p = —p*sen ¢

Como 0 = ¢ = 7, temos sen ¢ = 0. Portanto

=|—p’sen¢| = p’sen

J‘J‘J‘f(x’ y,z2)dV = m’f(PseﬂchOs 0, p sensen 6, p cos ¢) p*sen dp d6 dp

que equivale a Férmula 15.8.4.

Determine o jacobiano da transformagio.
Lrx=u+dv, y=3u—2

p 2 2
cx=ygt -t y=yt 4t

1
1 S={u,n|0<su<3 0<v=<2}
X=2u+3w, y=u—v

s € 0 quadrado limitado pelasretasu =0, u = 1,v = 0,
v=1; x=up y=ull + %)

Y 5¢q regido triangular com vértices (0, 0), (1, 1), (0, 1);
xo= 2 y=y

¥~ Determine a imagem do conjunto S sob a transformacio dada.

10. Séodiscodadoporu® + v’ <1; x=au, y=>by

11-18 7 Utilize a transformac8o dada para calcular a integral.

11. |f, (3x + 4y) dA, onde R € a regido limitada pelas retas y = x,
y=x—2,y=—"2xey=3—2x;
x=3(u+v), y=3( — 2u)

12. ||, (x + y) dA, onde R é o quadrado com vértices (0, 0), (2, 3),
5. 1)e(3,-2); x=2u+30 y=3u—2w

13. ||, x*dA, onde R € a regido limitada pela elipse
Ox? + 4y? =36, x=2u, y =3y

1. [, (x> — xy + y*)dA, onde R é a regido limitada pela
e ! p

elipse x> — xy + y* =12,

x=2u—2/30, y=2u + J2/30

15. ||, xy dA, onde R é a regidio do primeiro quadrante limitada
pelas retas y = x e y = 3x e pelas hipérboles xy = 1, xy = 3;
x=ufv, y=v
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16. [, ¥*dA. onde R € a regido limitada pelas curvas xy = 1,
xy =2, xy" = 1,xy" = 2; u=xy, v = xy”. lustre utilizando
uma calculadora gréfica ou um computador para tracar R.

i7. (a) Calcule [[f, 4V, onde E € o sélido contido pelo elipséide
x¥a® + ¥¥b* + z%/¢* = 1. Utilize a transformacio
X =qau, y= by, z = cuw.

(b) A Terra nfio ¢ perfeitamente esférica; como resultado da rotagdo
os polos foram achatados. Assim seu formato pode ser aproxi-
mado por um elipséide com a = b = 6378 km e ¢ = 6356 km.
Use o item (a) para estimar o volume da Terra.

18. Calcule {|f, x*y dV, onde E € o sélido do Exercicio 17(a).

18-2%  Calcule a integral fazendo uma mudanca de varidveis
apropriada.

19. [f, xv dA, onde R € a regido limitada pelas retas 2x — y=1,
2x—y=-33x+y=1e3x+y=-2

1. Suponha que £ ¢ uma fungio continua definida sobre um retin-

gulo R = [a, b] X {c, d].

(a) Escreva uma expressdo para a soma dupla de Riemann de
f-Se f(x,y) = 0, 0 que essa soma representa?

(b) Escreva a defini¢do de HR f{x, y) dA como um limite.

(¢) Qual € a interpretagdo geométrica de ([, f(x, y) dA sc
S{x,y) = 07 E se f tem valores positivos e valores
negativos?

(d) Como calcular ([, f(x, y) dA?
(e) O que a Regra do Ponto Médio para integrais duplas diz?
(f) Escreva uma expressdo para o valor médio de f.
2. (a) Como vocg define [|, f(x,y) dA se D é uma regido
limitada que nfo € retangular?
(b) O que € uma regifio do tipo 1? Como calcular
II, (x,¥) dA se D é uma regio do tipo I?
(c) O que € uma regido do tipo 11?7 Como calcular
HD f(x, y) dA se D é uma regido do tipo 11?7
(d) Quais as propriedades de uma integral dupla?
3. Como transformar nma integral dupla em coordenadas retangu-

lares para uma integral em coordenadas polares? Por que vocé
faria isso?

4. Se uma lamina ocupa uma regido plana D e tem densidade
p(x, y), escreva expressdes para cada um dos seguintes itens
em termos de integral dupla.

(a) A massa.

(b} Os momentos em relaciio aos eixos.
(¢) O centro de massa.
(d) Os momentos de inércia em relagiio aos eixos e 4 origem.

x + 2y

20. ” ———"—dA, onde R € o paralelogramo limitado
" cos(x — ¥)

pelasretasy = x, vy =x — 1, x + 2y=0ex+ 2y=7

P y—x
21, ” cos<” ) dA, onde R € a regido trapezoidal
e y+x

com vértices (1, 0), (2, 0), (0, 2) e (0, 1)

22. [[,sen(9x7 + 4y?)dA, onde R é a regido do primeiro
quadrante limitada pela elipse 9x2 + 4y> = |

23. [ e dA, onde R € dada pela inequacéio [x]+]y] =1

28. Seja f uma funcéo continua sobre [0, 1] e seja R a regido -
angular com vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 1). Mostre que

H flx + y)dA = ‘01 uf{(u) du

R

VERIFICACAO DE CONCEITOS

5. Seja f um fungdio densidade conjunta de um par de varidveis
aleatdrias X e Y.
(a) Escreva uma integral dupla que represente a probabilidade
de X estar entre a € b e Y estar entre ¢ e d.
(b) Que propriedades f possui?
(¢) Quais so os valores esperados de X e ¥?

6. Escreva uma expressio para a drea de uma superficie com
equagdo z = f(x, y), (x,y) € D.

7. (a) Escreva a defini¢fio da integral tripla sobre uma caixa
retangular B.

(b) Como calcular ( ” iy, z)dv?

B
(¢) Como definir ’H F(x,y,2) dV se E for uma regido sdlida
limitada diferenEte de uma caixa retangular?
(d) O que € uma regido sélida do tipo 1? Como calcular
Jﬂ f(x, y,2) dV se E é tal regido?
E

(e) O que € uma regido sélida do tipo 2?7 Como calcular

H[ f(x, 9, 2) dV se E € tal regifo?
E

(f) O que € uma regido sélida do tipo 3? Como calcular

Hf F(x, ¥, 2) dV se E é tal regido?

X4

8. Suponha que um objeto sélido ocupe uma regiio E € tenhim
fungdo densidade p(x, y, z). Escreva expressoes para cada
dos seguintes itens,

(a) A massa.




(b) Os momentos em relagdo aos planos coordenados.
(c) As coordenadas do centro de massa.
(d) Os momentos de inércia em relagdo aos eixos.

g, (@) Como, numa inte.gral tripla, trocar de coordenadas retangu-
lares para cilindricas?
(b) Como, numa integral tripla, trocar de coordenadas retangu-
lares para coordenadas esféricas?

petermine S sdo falsas ou verdadeiras as seguintes afirmaces. Se verdadeiras,
giplique por que. Se falsa, explique_por que ou d& um contra-exemplo.
N

1. ' ‘06 x*sen(x — y) dx dy\='\.. ‘: {2; x*sen(x — y) dy dx
Jor \\.‘_

5,

2. J'[ i‘[ e seny dx dy = 0
JO
3. Se D é um disco dado por x*> + y* < 4, entdio

3
D

1. A figura mostra um mapa de contornos de uma fung¢fo f sobre o
quadrado R = [0, 3] X [0, 3]. Utilize a soma de Riemann com
nove termos para estimar o valor de |, f(x, y) dA. Tome os pon-
tos amostra como sendo o canto superior direito dos quadrados.

}7
3 e . -
~ e -
~ . ™ 10
h \ A
N ~ 8
2PN e S
RN N, S N ™ \
\ . . i
A N ™\
\\ 3 \\ . AN AN
5N
i d N
\\ ‘ \\
Loy \ \\
\\ \‘ \\ \: \\
a\) ‘«‘ } \: \‘ b
N S R A R
0 i 2 3 x

2 Utilize a Regra do Ponto Médio para estimar a integral do
Exercicio 1.
= Calcule a integral iterada.

3 J‘: j: (y + 2xe”) dx dy L Jo ! JO 1 s d dy

EXERCICIOS
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(¢} Em que situagOes vocé deve trocar para coordenadas cilin-
dricas ou esféricas?

10. (a) Se uma transformacio T ¢ dada por x = g(u, v),
v = h(u, v), qual € o jacobiano de T?
(b) Como vocé muda de varidveis em uma integral dupla?
(¢) Como vocé muda de varidveis em uma integral tripla?

TESTES FALSO-VERDADEIRO .

4 ”14 JOI (x2 + y)sen(x2y2)dx dy < 9
5 5. A integral
J‘Zﬂ' “2 JZ dz ([;- d@
0o Jo Jr

representa um volume contido pelo cone z = /x? + y2 e pelo
plano z = 2.

6. Aintegral |||, kr*dz dr df representa 0 momento de inércia
em torno do eixo z de um sélido E com densidade constante k.

5, Jol JO‘ cos(x?) dy dx 8. JOI ‘[:X 3xy*dydx

O s

3-18 = BEscreva {[, f(x, y) dA como uma integral iterada, onde R &
a regidio mostrada e f € uma fungfio arbitréria, continua em R.

9. 10.
¥y y
4 I ;}1
4 R /"J
/ /’5 ™ SR
[ A il
4 2 0] 2 4 x 4 0 4 x

11. Descreva a regido cuja drea € dada pela integral
i {"i+send
j J rdrdf
0 Ji

12. Descreva o sélido cujo volume € dado pela integral

)

Lﬁ/é J': p*sencp dp de d

J0

e calcule essa integral.
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13-14 T Calcule a integral iterada primeiro invertendo a ordem de
integracio.

13. [1 {‘l e dy dx

14, ‘o] ‘l ysen(x?) dx dy

15-28 — Calcule o valor da integral multipla.
an 1

15. ” —?dA, onde
W=y

R={ny|0<x=

16. [, x*dA, onde

D={(%)’)|-l$xsl, _xz—]gygx_*_l}

11. ([, xydA, onde D é limitada por y> =x ey = x

18. [[ xe’dA, onde D € limitada por y = 0,y = x% x = 1

19. [[, (xy + 2x + 3y) dA, onde D € a regisio do primeiro

quadrante limitadaporx =1 — y2 y=0,x =0

20. [f,ydA, onde D é a regido do primeiro quadrante que estd
acima da hipérbole xy = 1 e da reta y = x ¢ abaixo da reta
y=2

. {[, (x> + y*)*’*dA, onde D é a regido do primeiro quadrante
limitada pelas retas y = O e y = +/3x ¢ pelo circulo
x+y*=9

22. [fp+/x*+ y2dA, onde D é o disco fechado de raio 1 e centro
©,1)

23. [[f,x’zdV, onde
E={xy2|0=sx=

24. {[.ydV, onde T € o tetraedro limitado pelos planos x = 0,
y=0,z=0e2x+y+z=2

2,0<y=2x0=<:z<y

25. [{[.y*z*dV, onde E ¢ limitado pelo parabol6ide
x=1—y?— z*epeloplano x = 0
26. {[|.zdV, onde E ¢ limitado pelos planos y = 0, z = 0,

x + y = 2e pelo cilindro y* + z> = 1 no primeiro octante

27. ({].yzdV, onde E estd acima do plano z = 0, abaixo do plano
z = y e dentro do cilindro x* + y* = 4

28. [[],,2’v/x* + y? + z2dV, onde H € 0 hemisfério s6lido com
centro na origem e raio 1, que estd acima do plano xy

28-34 © Determine o volume do sélido dado.

29. Abaixo do paraboldide z = x* + 4y” ¢ acima do retangulo
=[0,2] % [1, 4]
30. Abaixo da superficie z = x*y e acima do tridngulo do plano xy
com vértices (1,0), (2, 1) e (4,0)

31. O tetraedro sélido com vértices (0, 0, 0), (0,0, 1), (0,2,0) e
(2’ 2’ O)

32. Limitado pelo cilindro x> + y* = 4 e pelos planos z = 0
ey+z=3

33

34.

35,

36.

37.

38

39.

40.

a.

42,

44,

45,

Da cunha obtida pelo corte do cilindro x” + 9y? = 2 pelog
planosz =0ez = mx
Acima do paraboléide z = x? + v* e abaixo do semicone

Considere uma lamina que ocupa, no primeiro quadrante, 5

regido D limitada pela pardbola x = 1 — y* ¢ pelos eixoq

coordenados, com funcfo densidade p(x, y) =

(a) Determine a massa da ldmina.

(b) Determine o centro de massa.

(c) Determine os momentos de inércia e raio de rotacio em
relagdo aos eixos x e y.

Uma ldmina ocupa a parte do disco x* + y*

primeiro quadrante.

(a) Determine o centrdide da IAmina.

(b) Determine o centro de massa da Jdmina se a fungéo dengi-
dade for p(x,y) = xy>.

2 -
= a7 que estd no

(a) Determine o centréide de um cone circular reto com altura
h e raio da base a. (Coloque o cone de forma que a base
esteja sobre o plano xy com o centro na origem e seu eixo
esteja sobre o eixo z.)

(b) Determine o momento de inércia do cone em relagio a seu
eixo (eixo 2).

Determine a drea da parte do cone 22 = a*(x? + y?) entre 0s

planosz = [ ez = 2.

Determine a drea da parte da superficie z = x* + y que esta
acima do trifingulo com vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 2).

Trace o grafico da superficie z = xseny, ~3 = x = 3,

—7 < y = 77, e determine sua drea com precisdo até a quarta
casa decimal.

Utilize coordenadas polares para calcular

ol e

Jo\_ [\ o ﬁx_lzi“y_z dx dy

Utilize coordenadas esféricas para calcular

1 WV1-x2 1 —x2=y?
(o | f (x? + y2 + 2V dz dy dx
Jodo o

="
Jize um

. Se D & uma regifio limitada pelas curvas y = 1 — 1~ ey

determine o valor aproximado da integral {f, y*dA. (Ud
dispositivo gréfico para estimar os pontos de intersecgdo 02°

curvas.)

tices
Determine o centro de massa do tetraedro sélido com ver

(0,0,0), (1,0,0), (0, 2, 0), (0, 0, 3) e funcdo densidade

plx,y,2) = x>+ y> + 2

.

~ . . L, o e
A funcio densidade conjunta das varidveis aleatérias X

oy) = {C(x +y) se0s<

0 €m caso contrario

xgg,ogyé2

(a) Determine o valor da constante C.




46.

41.

48

49.

50.

51.

52.

(b) Determine P(X < 2,Y = 1).

(c) Determine P(X + Y = ).

Uma lampada tem trés bulbos, cada um de um tipo com vida
média de 800 horas. Se modelarmos a probabilidade de falha
dos bulbos por uma fun¢io densidade exponencial com média

800, determine a probabilidade de todos os trés buibos virem a
fathar dentro de um intervalo de 1000 horas.

Reescreva a integral
U ey
J ’ ‘0 “flx, vy, 2y dz dy dx
—lJx?

como uma integral iterada na ordem dx dy dz.

D& outras cinco integrajs iteradas iguais a

‘: jo\ ‘o\f (x,y,2)dz dx dy

Utilize a transformagdo u = x — y, v = x + y para calcular
[12 (x = ¥)/(x + y) dA, onde R é o quadrado com vértices
0,2), (1, D, (2,2) e (1, 3).

Utilize a transformagfio x = 1% y = v*, z = w’ para determi-
nar o volume da regido limitada pela superficie

vx H+z=1e pelos planos coordenados.

Utilize a férmula de mudanga de varidveis e a transformagéo
apropriada para calcular ||, xy dA, onde R € o quadrado com
vértices (0,0), (1, 1), (2,0) e (1, —1).

O Teorema do Valor Médio para Integrais Duplas diz que se

f € uma func8o continua num regifio plana D do tipo I ou

53.

54,
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do tipo II, entdo existe um ponto (xo, y») em D tal que

|| £(x, ) dA = f(xo, y0) A(D)

D
Utilize o Teorema do Valor Extremo (14.7.8) ¢ a Propriedade
15.3.11 das integrais para provar esse teorema. (Utilize a prova
da versio unidimensional da Se¢éo 6.5 do Volame I como guia.)

Suponha que f seja continua sobre um disco que contém o
ponto (a, b). Seja Dr um disco fechado com centro em (g, b) e
raio r. Utilize o Teorema do Valor Médio para integrais duplas
(veja o Exercicio 52) para mostrar que

R
lim — || f(x.y) dA = f(a, )

>

A 1 . .
(a) Calcule H ——=5 dA, onde n € um inteiro e D
JJ (x_ + y_)n/_
D
€ a regifio limitada por circulos com centro na origem e
raios re R, 0 < r < R.
(b) Para que valores de # a integral da parte (a) tem limite

quando r — 0%?

A 1
¢) Determine j JJ ——————5 dV, onde F € a regido
( ) J (xz 4 yZ + Zz)”/h g
limitada pelas esferas com centro na origem ¢ raios re R,
0<r<R
(d) Para que valores de n a integral da parte (c) tem limite

quando » — 07?7



