Exercicio 6f da Lista 1:

Dado a > 0, calcule o volume do sélido delimitado pelos cilindros x2 + y? = a? e y? + 22 = a2

Solugdo 1: O volume pedido, que chamaremos de V', é igual oito vezes o volume da regiao abaixo do grafico
da fungéo f(z,y) = /a? — y? e acima do dominio
D = {(xvy)? .’172 +y2 S a27 x 2 an Z O}a
isto é,
V=8// Va2 —y?dA.
D

Usando coordenadas polares, temos
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Para cada 6 diferente de zero no intervalo de integracao, isto é, para cada 6 satisfazendo 0 < 6 < 7/2, temos

a 1 asin @ 1 (CL2 — 82)3/2 asinf a3(1 — cos® 9)
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6 dr = ds = =
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(na primeira passagem, fizemos a mudanga s = rsen d; é preciso supor 6 > 0 para poder dividir por sen#). Dali:

/2 ra 3 pm/2 _ 3
(1) / / (a® — 12 sen20)Y%r dr df = a7/ {1~ cor CO; %) df.
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Calculemos agora a integral indefinida:
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Para calcular a integral definida do segundo membro de (1), devemos observar que tanto o integrando quanto a

primitiva que encontramos néao estao definidos para 6 = 0, mas ambos tém limites finitos quando § — 0. Dai:

™2 (1 = cos? 0) 1 — cos(m/2) 1 —cosf 1 —cos®
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(esse ultimo limite se calcula pela regra de 'Hopital).

Substituindo de volta, obtemos V = 13—6a3.

Solugdo 2: Calculemos o volume do sélido delimitado pelos cilindros 22 +22 = a? e y?+ 22 = a? (claro que isso é
igual ao volume pedido, pois s6 trocamos os nomes das varidveis). A projecao desse sélido no plano zy é igual ao
quadrado delimitado pelas retas x =1,z = —1, y = 1 e y = —1. O volume pedido, V, é igual a dezesseis vezes o

volume abaixo do gréfico da funcao f(z,y) = Va2 — 22 e acima do dominio D = {(z,%); 0 <z < a, 0 <y < z},
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V:16// \/aQ—deydlefi/ x\/a2—x2dx:—8-§(a2—x2)3/2 = —ad’.
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