308 o o o Algebra Linear com Aplicagdes

’ y=x
o sen 2y sen A gen dv
6l y=m 2(senx+—z4——] H
: ."/ y= :r-Z(senx'r——“’;:' +-—5"gl‘j
/ -.:I| 3':7!'42(59” X smlz:}
4 £ S y=m-2s5enx
./'r.
3 7 V=1
2

F

T
o ——————— e

(%)
(]
-
n
b

Figura 9.4.4

E natural esperar que o erro quadritico médio va diminuir a
medida que aumentar o ndmero de termos na aproximagio de
minimos quadrados

"
filx)= % + Z(m- coskx + by senkx)
- k=1
Pode ser provado que para fungoes fem C [0, 27], o erro
quadrdtico médio tende a zero quando n — oo, 0 que € denotado
por
ay

flx) = 2

+ Z{‘“ coskx + by senkx)
k=1

O lado direito desta equagdo € chamada a série de Fourier de f
sobre o intervalo [0, 27]. Tais séries sao de extrema importin-
cia nas Engenharias, nas Ciéncias ¢ na Matematica. &

] Conjunto de Exercicios 9.4

1. Encontre a aproximagio de minimos quadrados de f (x) = 1 + x sobre o intervalo [0, 2] usando

(a) um polinémio trigonométrico de ordem 2 ou menor
{b) um polindmio trigonométrico de ordem n ou menor

2. Encontre a aproximacio de minimos quadrados de f (x) = x? sobre o intervalo [0, 2a] usando

(a) um polindémio trigonométrico de ordem 3 ou menor
(b} um polindmio trigonométrico de ordem n ou menor

b

(b) Encontre o erro quadritico médio da aproximacio.

(a) Encontre a aproximagiio de minimos quadrados de x sobre o intervalo [0, 1] por uma fungio da forma a + be ™.

4. (a) Encontre a aproximagio de minimos quadrados de ¥ sobre o intervalo [, 1] por um polindmio da forma a, + a x.

(b) Encontre o erro quadritico médio da aproximagio.

5. (a) Encontre a aproximagiio de minimos quadrados de sen my sobre o intervalo [ 1, 1] por um polindmio da forma a,+ a,x + a,x°.

(b) Encontre o erro quadritico médio da aproximagio.

2

6. Use o processo de Gram-Schmidt para obter a base ortonormal (5) a partir da base (3).

~

Efetue as integragbes em (9a). (9b) e (9c¢).

8. Encontre a série de Fourier de f(x) = m— x sobre o intervalo [0, 2x].

B o
9.5 FORMAS QUADRATICAS

Nesta secdo nds iremos estudar funcdes cujos termos sao quadra-
dos de varidveis ou produtos de duas varidveis. Estas funcdes
surgem em uma variedade de aplicacdes como vibragoes de sis-
temas mecdnicos, bem como na Geometria, Estatistica e
Engenharia Elétrica.

Formas Quadraticas A€ aqui nds estivemos especial-
mente interessados em equacoes lineares, ou seja, em equacdes
da forma

Xt + oo aay=b

A expressdo no lado esquerdo desta equagdo, a saber,

apxy +axxy + e+ apxy

¢ uma fungio de n varidveis, chamada forma linear. Numa
forma linear, todas as variaveis aparecem na primeira poténcia e

nio hd produtos de varidveis na expressiao. Aqui nds estudare-
mos formas quadrdticas, que sao fungoes da forma

» . . [ todos os wermos possiveis
ax daxs vl e (N
Fes do tipo XX, para i < f
Por exemplo, uma forma quadritica nas varidveis x, e x, ¢
(.t|.'l‘|2 + agxzz + 13X (2)
e uma forma quadrdtica nas varidveis x;, x; ¢ x; é
(i'|)(“|2 + (!21'; + d;.l‘; 4 daxy X 4 asy s + apxaxa (3)

Um termo de uma forma quadrdtica que envolve um produto de
varidveis diferentes ¢ chamado termo com produte misto ou, s
vezes, termo cruzado. Assim, o Gltimo termo em (2) é um termo
com produto misto ¢ os dltimos trés termos em (3) sdo termos
com produto misto.

Se nds usarmos a convengiio de omitir os colchetes em
matrizes 1 X 1, podemos escrever (2) em forma matricial como

] [m ﬂ'_‘;fﬁ}[,‘(l]
bzl ay/2 a4y | |x: (4)



e (3) como

ay oayf2 oas/2| | x
lx; x2 x3) {l'.;fe az ag/2 X2 (5)
as/2 agf2 @3 x3

(verifique isto, efetuando os produtos). Observe que os produtos
em (4) e (5) sio ambos da forma x” Ax, onde x ¢ o vetor-coluna
das varidveis e A € uma matriz simétrica cujas entradas na dia-
gonal sdo os coeficientes dos termos com quadrado e cujas
entradas fora da diagonal sio a metade dos coeficientes dos ter-
mos com produto misto. Mais precisamente, a entrada na dia-
gonal na linha i ¢ na coluna { ¢ o coeficiente de x7 ¢ a entrada
fora da diagonal, na linha i e na coluna j, ¢ a metade do coefi-
ciente do produto x; x,. Aqui estao alguns exemplos.

EXEMPLO 1 Representacio Matricial de Formas
Quadraticas

5 2R3
2 +oxy—Tyr=x ¥l [3 _?]

o e i e 4 0
dxs — 5y° =[x _\-I[u _5]

=[x ¥ 0 ?l =
H=il J l! 0 ¥
1 2 -1
:rf+7.l.'§—3.r§+4_r|x3—2.&'[_\'3+6,r3x;=|_1'| X x3] 2 7 3
-1 3 -3
*

As matrizes simétricas s3o dteis, mas ndo essenciais, para
representar formas quadriticas. Por exemplo, a forma quadrati-
ca 2.7 + 6xy — 7y?, que nds representamos por x’Ax no Exemplo
| com uma matriz simétrica A, também pode ser escrita como

by =Tyl =[x ¥] [2 5} [A}
I =7y

onde o coeliciente 6 do termo com produto misto foi repartido
em 5+ 1 em vez de 3 + 3, como ocorre na representacdo simétri-
ca. No entanto, as matrizes simétricas siio, em geral, mais con-
venientes de usar, de modo que deve ser entendido que A € sem-
pre simétrica quando escrevemos uma forma quadritica como
x"Ax, mesmo se isto ndo for explicitamente dito. Quando for
conveniente, nés podemos usar a Formula (7) da Se¢iio 4.1 para
expressar uma forma quadritica em termos do produto interno
euclidiano como
xTAx = Ax - x ou, por simetria do produto interno, x"Ax = x + Ax

Se preferirmos, poderemos usar a notagio u - v = {u, v} para o
produto interno e escrever estas expressies como

xAx = xT(Ax) = (Ax. x) = (x, Ax) (6)

Problemas Envolvendo Formas Quadraticas O
estudo das formas quadraticas € um topico extenso que somente
podera ser tocado nesta se¢do. Os seguintes sio alguns dos
problemas matemadticos importantes relacionados com formas
quadriticas,

e Encontre os valores mdximo ¢ minimo da forma
quadrdtica X" Ax se x for restrito ao vinculo
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Ixll = {.rf . .rf b xB =

o Quais condi¢cbes deve satisfazer A para que a forma
quadritica satisfaga a desigualdade x"Ax > 0 para gual-
quer x = 07

¢ Se x’Ax ¢ uma forma quadritica em duas ou trés va-
ridveis e ¢ é uma constante, como & o grifico da
equacio x'Ax = ¢?

e Se P ¢ uma matriz ortogonal, a mudanga de varidveis x
= Py converte a forma quadritica x’Ax em (Py) A(Py)
= y" (PTAP)y. Mas PTAP ¢ uma matriz simélrica se A
for simétrica (verifique), de modo que ¥y (PTAP)y é uma
nova forma quadritica nas varidveis de y. E importante
saber se podemos escolher P de tal modo que esta nova
forma quadratica nao tenha termos com produto misto.

Nesta sec@o nos vamos estudar os primeiros dois problemas
e, na proxima, os dois dltimos. O seguinte teorema fornece uma
solugdo para o primeiro problema. A prova € adiada para o final
desta seciio.

Sefa A uma matriz n X n simétrica cujos autovalores em

ordem decrescente de tamanho sdo &y 2 by = -+ 2}, Se x

for restrito a ||x|| = 1 relativamente ao produto interno

euclidiano de R", entdo:

(@) A, 2xTAx= ) .

(b) xTAx =X, se x & um autovetor de A associado a ), e
xTAx = X, se x é um autoveior de A associado a L.

Segue desle teorema que, sujeita ao vinculo
Ixll = (xf + x5 +---+xh =1

a forma quadréitica x"Ax tem um valor médximo de A, (0 maior
autovalor) e um valor minimo de A, (0 menor autovalor).

EXEMPLO 2 Consegqiiéncias do Teorema 9.5.1

Encontre os valores maximo e minimo da forma quadritica
_1.']2 + \3 + dxyxa

restrita ao vinculo +f 4 x} = 1, e determine os valores de x, e x,
nos quais o miximo ¢ minimo ocorrem.

Solucdo.
A forma quadrética pode ser escrita como
2 I
drdtann=xAx= xl [2

10

}:;3—2,1—3={1—3)(1+n=n

A equagdo caracteristica de A é
-2

. A—1
(kl(.r..‘—A)_d.cl|: Zh aei

Assim, os autovalores de A sdo A =3 e A = -1, que siio os va-
lores méximo ¢ minimo, respectivamente, da forma quadritica



310 o o s Algebra Linear com Aplicagdes

restrita ao vinculo. Para encontrar os valores de x, e x, nos quais
estes valores extremos ocorrem, nés devemos encontrar autove-
tores associados a estes autovalores e depois normalizar estles
autovelores para que satisfagam X7 +x3 = 1.

Nos deixamos para o leitor mostrar que

s [} 2o L]

sdo bases dos auto-espagos. Normalizando estes velores, oble-

mos
/42 1/+/2
[uﬁ] [—Iffz]

Assim, sujeita ao vinculo xf + x} = 1, o valor mdximo da forma
quadritica é A = 3, que ocorre se X, = 1/4/2, x;= 1/+/2; e o valor
minimo da forma quadrdtica é A = -1, que ocorre se x;, = 1/42,
Xy = —1;/2. Além disto, obteremos bases alternativas para os
auto-espacos se multiplicarmos os vetores acima por — 1. Assim,
o valor mdximo A = 3 também ocorre se x; = —1/v/32, x,= —1/4/3,
¢ o valor minimo A = — 1 também ocorre se x; = <1//2, x, =

1/4/2. ¢

Uma forma quadritica x" Ax é chamada pesitiva se x” Ax >
0 para qualquer x # 0 e uma matriz simétrica A ¢ chamada
positiva se x” Ax é uma forma quadrética positiva.

O seguinte teorema € o principal resultado sobre matrizes posi-
tivas.

Uma matriz simétrica A € positiva se, e somente se, todos os
autovalores de A sdo positivos.

Prova. Suponha que A € positiva e seja A um autovalor qualquer
de A. Se x é um autovetor de A associado a A, entdo x # 0 ¢ Ax
= A X, portanto

0 < x"Ax =x"ax = ax"x = Ax|* (7

onde ||x|| é a norma euclidiana de x. Como ||x
A >0, que € 0 que queriamos mostrar.

Reciprocamente, suponha que todos os autovalores de A siio
positivos. Nés devemos mostrar que x” Ax > 0 para qualquer
x # 0. Mas se x # 0, nés podemos normalizar x e obter o vetor
y = x/ ||x|| com a propriedade ||y || = I. Agora, pelo Teorema
9.5.1, segue que

|2 > 0, segue que

yAyzh >0
onde & , é o menor autovalor de A. Assim,

r X \r X |
5:,4)-:(—) A(—):—‘XA‘,K:-(]
Ixll (1%l lIx[1*

Multiplicando todas as expressdes por ||x||%, obtemos
XAx>0

que € 0 que querfamos mostrar. |

EXEMPLO 32 Mostrando que uma Matriz é
Positiva

No Exemplo 1 da Seg¢io 7.3 nds mostramos que a matriz
simétrica

o

2
2
4

=
|
[ERNS]
SR N

tem autovalores k= 2 e A = 8. Como estes sfio positivos, a matriz
A ¢ positiva e, para qualquer x # 0 temos
xTAx = dof 4+ 4xF + i+ dyn F Ao 4oy = 0 &
Nosso proximo objetivo é obter um critério que possa ser
utilizado para determinar se uma matriz simétrica € positiva sem
precisar encontrar seus autovalores. Para alcangar isto, € dtil
introduzir um pouco de terminologia adicional. Se

LRI ) R T
S H-3| daza - g
gy @zt gy

¢ uma matriz quadrada, entdo as submatrizes principais de A
sdo as submatrizes formadas pelas primeiras r linhas e » colunas
de A, para r= 1, 2,.... n. Estas submatrizes sio

Ay = [an], z"-z?[ﬂn ﬂlz]-

ay  axn

i @ o e
ay) dpp dja
221 a2 v A
Ax=|an an anliis Ag=A= : 3 ‘ar
dy a3 i ! " 7
Hul Gy2 o0 dag

aegrema %
Uma matriz simétrica A € positiva se, e somente se, o deter-
minante de cada submatriz principal é positivo.

Nds omitimos a prova.

EXEMPLO 4 Trabalhando com Submatrizes

Principais
A matriz
2 =1 =3
A=|-1 2 4
-3 4 9
€ positiva pois
2 -1 -3
2 -1
I = — &=, 2 =
|_|2.|_|2‘3 1 2 A=1



todos os quais sdo positivos. Assim, nds também sabemos que
todos os autovalores de A sfo positivos e que x"Ax > 0 para
qualquer x = 0, &

OBSERVACA0. Uma matriz simétrica A ¢ a forma quadrélica x"Ax
siio chamadas

néo-negativa  se x"Ax > 0 para qualquer X

negativa se Xx"Ax < 0 para qualquer x # 0
néo-positiva se x"Ax < 0 para qualquer x
indefinida se x”Ax toma ambos valores positivos ¢

negativos

O Teorema 9.5.2 pode ser modificado de maneira dbvia para
aplicar a matrizes destes quatro tipos. Assim, uma matriz
simélrica A € ndo-negaliva (negativa, ndo-positiva) se, ¢ somente
se, todos seus autovalores sio ndo-negativos (negativos, nio-
positivos) e € indefinida se, e somente se, existem autovalores
positivos e negativos. Por outro lado, a extensio do Teorema
9.5.3 a estes quatro casos ¢ mais sutil; por exemplo, uma matriz
simétrica A é nlo-negativa se, e somente se, fedos os determi-
nantes menores (¢ ndo s6 os principais) sdo ndo-negativos.

Opcional

Prova do Teorema 9.5.1a. Como A ¢ simélrica, segue do
Teorema 7.3.1 que existe uma base ortonormal de R" consistin-
do de autovetores de A. Suponha que § = {v,, v,,..., v,} ¢ uma
tal base, onde v; é o autovetor associado ao autovalor A, Se
{u, v) denota o produto interno ecuclidiano, entdo segue pelo
Teorema 6.3.1 que, para qualquer x em R",
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x = (X, vi)vi + (x, vahva e (X ¥ bWy
Assim,
Ax = (X, VAV + (X va)Avz + - (X Ay,
= (X, VA v+ (X va)hava 4 oo 4 (XL V) A
= A{X, viive F Ao vahvz - Al Yl
Segue que os vetores de coordenadas de x e de Ax em relagiio a
base S sdo
() = ({x, vih, {6, vah, ooy (X0 V)
(Ax)s = (Rpdx, vl Azdx, vab, oo Apdx, ¥ D)
Assim, pelo Teorema 6.3.2¢ ¢ lembrando que ||x]| = 1, obtemos
IxIZ = {x, i) + {6, v2)2 4o (x wa) P =
(%, AX) = (X, v1)2 4 Aol va) + oo R (X W)

2

Usando estas duas equagdes e a Férmula (6), nds podemos
provar que X" Ax < A, como segue:
AN = (X, AX) = 2 (6 v (x valt e R Al v
<y A (xva)? 4 A vt
= 2P+ (X vl e (X))
=
A prova da desigualdade A, < x"Ax € similar e deixada como
exercicio,

Prova do Teorema 9.5.1h. Se x € um autovetor de A associado a
A e|lx|| =1, entdo
XAX = (x, Ax) = (X, LX) = M (x, x) = M x]” =4

Analogamente, X’Ax = A, se [|x|| = 1 e x é um autovetor de A
associado a A, . |

' Conjunto de Exercicios 9.5

1. Quais das seguintes sio formas quadriticas?
(a) x?—/2xy (b) 5xf — 223 + 4,
(d) xf — 723 + 33 +dxox (8) Xxixs — 3x.x5 4+ 2003
(g) (v —3x)? () (x) — x3)% +2(x; + 4x2)?

(¢) 4xf — 33 4+ 23 — Sxpxs
(f) xf — 6x23 +x;— 5%

2. Expresse as seguintes formas quadrdticas na notagiio matricial x” Ax, onde A € uma matriz simétrica.

(@ 3x+7x  (b) 4] —9x3 —6xix2  (€) 5¢F +5xxs

(d) —7x1x2

3. Expresse as scguintes formas quadriticas na notagdo matricial x” Ax, onde A € uma matriz simétrica.

(@) 9xf — aF + 453 + 6x102 — Bz + X3
(c) xpxz+ xpa3 + X203
(e) af +x2 —x? —x2 + 2w — 100,24 + 4xsxy

(b) 7+ x3—3xf — Sxyx0 4+ 9xyx3

(d) \/EJ.': —_ \/5.1% + 2\/5.‘“13 - 8\/3.1‘1.1’3

4. Em cada parte, enconire uma expressio para a forma quadritica que nio envolve matrizes.

1 0 Of|x
2 =3« 7 2|]x

(@) Ix y{_z' 5] [‘J (b) [x X:l[; tﬂ [xl} ©Ix » z1lo =3 o]y
/ 2 : 0 0o s||z

-3 % ,i; < 0 | 1 | X

2 2 ¢ 1 a4l

() Ixp x xl| 3 0 6]|x @ x oxnowll,
1§ 3| | 2
E 1 1 1 0 Xy

5. Em cada parte, encontre 0s valores mdximo e minimo da forma quadrética sujeita a0 vinculo x + x3 = 1 ¢ determine os valores de x; ¢ x,
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NOS qUAIS OCOTTem 08 MAXIMos ¢ Minimos.
(a) Sxj—x} (b) Txi+4xd+xx; (c) 5x7+2xi—x 1% (d) 2xf+x3+ 300
e P e .. ’ 9 ] -
6. Em cada parte, encontre os valores méximo e minimo da forma quadritica sujeita ao vinculo x? + x? + x2 = 1 e determine os valores de
X, X, € X5 NOS qUais ocorrem os maximos ¢ minimos.
) ) )
(a) xf 423 + 2x5 — 2x3x7 + dxpx; + 4xox; (b) lez + .T% =+ 1% + 2xpx3 + 231,
(c) 31,2 +2x22 + 3.‘(_,2 + 2x)x3

7. Use o Teorema 9.5.2 para determinar quais das seguintes matrizes sio positivas.

2 3 y 5 o] 7 =
@ils 8] ®ia s B2

. Use o Teorema 9.5.3 para determinar quais das matrizes do Exercicio 7 siio positivas.
. Use o Teorema 9.5.2 para determinar quais das seguintes matrizes sio positivas.
3 -1 0 [0 1 1 12 1
(@ |-1 2 -1 b |1 0 1 © |2 1 1
0 -1 3 |1 10 1 1 3

L=~ -]

10. Use o Teorema 9.5.3 para determinar quais das matrizes do Exercicio 9 siio positivas.
11. Em cada parte, classifique a forma quadritica como positiva, ndo-negativa, negativa, ndo-positiva ou indefinida.

(a) xf+x? (b) —xi — 313 (c) (x; —ux2)?
(d) —(x;—x2® (&) xf —x (f) x1x2
12. Em cada parte, classifique a matriz como positiva, ndo-negativa, negativa, nio-positiva ou indefinida,

[3 0 0 (-5 0 0 [6 7 1]

(a) |0 =2 1] (b) 0 0 0 ©) |7 9 2
_(] 0 1 L 0 0 1 _I 2 l_
[—4 7 8 (0 0 0 [1 0 o]

@ 7 -3 9| (|0 0 0 |0 1 0
i 8 9 -1 _0 0 0 _0 0 l_

13. Scja x" Ax uma forma quadrditica em x,, X,,..., x, ¢ defina T: R" — R por T (x) = x"Ax.
(a) Mostre que T(x +¥) =T (x) + 2 x" Ay + T (y).
(b Mostre que T (kx) = &* T'(x).
(c) Serd T uma transformacéo linear? Explique.

14. Em cada parte, encontre todos os valores de k para os quais a forma quadritica € positiva.
(@) xi+kxi—dxxa (D) Sxf 43+ kxd + dran — 2o — 2000
(€) 3x7 + x3 + 2x3 + 2xy x5 + 2kxaxs

15. Expresse a forma quadrdtica (c,x, + €,v, + + + ¢,x,)* na notagiio matricial x"Ax, onde A é uma matriz simétrica.
16. Seja x = (x;, x;....,.x,). Em Estatistica, a quantidade

= 1
= ;{x. +x2t-o )

¢ chamada a média amostral de x|, X,,.... x, ¢

]

2 I -} -y -}
He o IJ(Jn =X+ =i+ & — X

¢ chamada a varidncia amosiral.
(a) Expresse a forma quadritica s? na notagio matricial X" Ax, onde A ¢ uma matriz simétrica.
(b) Serd 52 uma forma guadritica positiva? Explique.
17. Complete a prova do Teorema 9.5.1 mostrando que &, < x"Ax se lIxll = 1 e &, = x" Ax se x é um antovetor de A associado a A .
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9.6 DIAGONALIZAGCAO
DE FORMAS QUADRATICAS:
SECOES CONICAS

Nesta segdo nos iremos mostrar como remouver o termo com pro-
duto misto de uma forma quadrdtica com uma mudanca de va-
ridveis e veremos como usar nossos resultados no estudo de grd-
ficos de secoes conicas.

Diagonalizacdo de Formas Quadraticas Seja

ay @iz e g A

ax  an [ X2
xAx=[v x - oml| S : (1)

Gyl @yx e gy Xn

uma forma quadritica, onde A € uma matriz simétrica. Nos
sabemos pelo Teorema 7.3.1 que existe uma matriz ortogonal P
que diagonaliza A, ou scja,

A0 o 0
3 0 4 - 0
PAP=D=| .| ; :
0 s

onde A, A,...., A, sd0 os autovalores de A. Denotando

Ry

onde y,, ¥...., ¥, 30 as novas varidveis, e fazendo a substitu-
icio x = Py em (1), obtemos
XTAX = (PY)A(PY) = Y'PTAPY = ¥'Dy

onde
A0 o 0
0 A 0 0 |]|w
yDy=[n y - ] : Al Il |
o 0 . A ¥n

o AN o s
=¥ Fhays oAy

¢ uma forma quadrética sem termos com produto misto.
Resumindo, obtivemos o seguinte resultado.

Seja x"Ax uma forma quadrdtica nas varidveis x,, X,,..., X,
onde A ¢ simétrica. Se P diagonaliza A ortogonalmente e se
as novas varidveis y,, Yas..., ¥, sdo definidas pela equacdo
X = Py entdo, substituinde esta equagdo em x'Ax, obtemos

XTAX = y7Dy = Ry + havi + .+ Ryl

onde h, A,,..., &, séo os antovalores de A e

A 0 - 0

r 0 d - 0
D=FAP=|., . .
0 0 - A
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Dizemos que a matriz P neste teorema diagonaliza ortogonal-
mente a forma quadritica ou que reduz a forma quadrdtica a
uma soma de quadrados.

EXEMPLO 1 Reduzindo uma Forma Quadratica
auma Soma de Quadrados

Encontre uma mudanca de variaveis que reduz a forma quadrati-
ca J:]2 o J.'% —4xyx2+4xax3 a uma soma de quadrados e
expresse a forma quadritica em termos das novas varidveis.

Solugdo.

A forma quadrdtica pode ser escrita como

1 -2 01 x
|x| Xz .l‘_\] =2 0 2 X2
0 2 —1|]|x

A equagio caracteristica da matriz 3 x 3 ¢

=1 2 0
2 A =2 =A== +A-3=0
0 =2 A+l

de modo que os autovalores sio A =0, A = -3, A = 3, Nés dei-
xamos para o leitor mostrar que

~
Il
e
= e sl

A= h=-=3:

Ll = sl
Lt Ll =

s$d0 bases ortonormais para os trés auto-espagos. Assim, a subs-
tituigdio x = Py que elimina os termos com produto misto é

2 1 2
X 3 T3 T [0
1 2 2
X | = 3 -3 3 ¥
X1 2 2 1w
ou, equivalentemente,
M= - in-in
v =iy —in+in
Xz = %,‘l 0= %,\'2 + _—:}'3
A nova forma quadritica é
0 0 0 ¥
[ ¥ m]lo =3 0f»
0 0 3w
ou, equivalentemente,
—3}'22 + 3y§ *

OBSERVACAO. Existem outros métodos para eliminar os termos
com produto misto de uma forma quadritica, que nés néo dis-
cutiremos aqui. Dois destes métodos, a reducédo de Lagrange e
a redugdo de Kronecker, s3o discutidos em textos mais avanga-
dos.

Secoes Conicas Agora nés iremos aplicar nosso trabalho
ao estudo de equagdes da forma
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ax® + 2bxy + eyt +dxtev+ £ =0 ()

onde a, b,..., f sio nimeros reais e pelo menos um dentre a, b e
¢ € ndo-nulo. Uma equagio deste tipo ¢ chamada uma egquagdo
quadrdticaemx ey e

ax’ + 2bxy + oy’

é chamada a forma quadridtica associada.

EXEMPLO 2 Os Coeficientes de uma Forma
Quadratica
Na equacio quadritica
a4 Sy -y 420 +7=0

0s termos constantes de (2) sao

a=3 b=xs

ralim
Il
I
-]

EXEMPLO 3 Exemplos de Formas Quadraticas
Associadas

Equagio Quadritica

x4 Sy =Ty 42x4 7= 0
4x? =577+ By +9= 0
xx+y=0 Xy

Forma Quadrética Associada

Os grificos de equagbes quadriticas em x e y sao chamadas
conicas ou se¢des conicas. As cOnicas mais importantes sfio as
elipses, os circulos, as hipérboles e as paribolas, que sdo
chamadas cOnicas ndo-degeneradas. As demais conicas sio
chamadas degeneradas e incluem pontos isolados e pares de
retas (veja o Exercicio 15).

Dizemos que uma cdnica nido-degenerada estd em posigdo
padrdoe em relacio aos eixos coordenados se sua equagio pode
ser expressa em uma das formas dadas na Figura 9.6.1.

EXEMPLO 4 Trés Conicas

Pela Figura 9.6.1, a equagiio

¥

|
9

v
+

="

¢ a de uma elipse com k =2 e I = 3. Assim, esta elipse estd em
posigio padriio, intersectando o eixo xem (-2,0) e (2,0)e 0
eixo vem (0,-3) e (0, 3).

A equagdo x* — 8)? = — 16 pode ser reescrita como y* / 2 —
X /16=1,queédaformay’/ k2 —x>/1>=1comk=+2 ¢
I = 4. Seu grafico, portanto, ¢ uma hipérbole na posicio padrio

cortando o eixo y em (0, —v/2) e (0, V2).

: 2
A equagiio 5x° + 2 y= 0 pode ser reescrita como x> = —3y,
- 2 P

que é da forma x> = ky com k= —5. Como k < 0, seu gréfico é

uma paribola na posi¢io padrio abrindo para baixo. #

O Significado do Termo com Produto Misto
Observe que nenhuma cénica em posigio padriio tem um termo
em xy (ou seja, um termo com produto misto) em sua equagio;
a presenga de um termo xy na equagio de uma conica nio-
degenerada indica que a conica estd girada para fora de sua
posiciio padrao (Figura 9.6.2a). Também nenhuma conica em
posigiio padriio tem ambos 0s termos em x° e x ou ambos os ter-
mos em ¥* ¢ y. Se niio hd termo com produto misto, a ocorrén-
cia de qualquer um destes dois pares na equagio de uma conica
nio-degenerada indica que a cOnica estd transladada para fora
de sua posicio padriio (Figura 9.6.2b). A ocorréncia de qualquer
um destes pares e de um termo com produto misto indica que a
conica estd tanto rodada quanto transladada para fora de sua
posigiio padrio (Figura 9.6.2¢).

Uma técnica para identificar o grafico de uma cdnica ndo-
degenerada que niio estd em posigio padrio consiste em rodar e
transladar os eixos coordenados xy para obter um sistema de
coordenadas x'y' em relagio ao qual a cdnica estd em posigiio
padrdo. Uma vez feito isto, a equagiio da cénica no sistema x'y'
terd uma das formas dadas na Figura 9.6.1 e pode, entio, ser
facilmente identificada.

EXEMPLO 5 Completando o Quadrado e
Transladando

Como a equagio quadritica
24y = 12x =4y 4+ 18=0

contém termos x°, x, ¥> € ¥ mas ndo um termo com produto
misto, seu grifico é uma conica que estd transladada para fora
de sua posigiio padrio mas nio rodada. A conica pode ser colo-
cada em posi¢do padrio por uma translacio conveniente dos
eixos coordenados. Para fazer isto, primeiro coletamos os ter-
mos em x ¢ 08 termos em y. Isto da

Q7= 1200+ (T —dy)+ 18=0 ou 2(x7—6x)+ (37 —dy) =18
Completando os quadrados’ nas duas expressdes entre parénte-
ses, obtemos

2=+ N+ (VP —dy+H =—18+18+4
ou
2x =3+ (-2 =4 (3)

Se nés transladamos os eixos coordenados pelas equagbes de
translacio

¥=x-3 y=y-2
a equacio (3) passa a ser
24— e
234y =4 ou 2+¢_I
que ¢ a equagdo de uma elipse em posi¢ao padrao no sistemna
x'y". Esta elipse estd esbogada na Figura 9.6.3. %

! Para completar o quadrado numa expressio da forma x* + px,
somamos e subtraimos a constante (p / 2) % para obter

epr=atapet (B (8 = (r+5) - (&)



el
42
o=
k?

Elipse ou Circulo

(a)

2
Lo Lkis0
!|2
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k<! k=1 k=1
b
x'.! 2 ’ _k\ / -
) Fh-%:l.k.-‘:a() (-k, 0) (h0)
Hipérbole / \
£ o 0, k)
(C} #-F—l.k.fbﬂ X
Hipérbole /_w-\m
¥ LY
e /;|r \ )
@ |’
Parabola \ /
k=0 k<0
y ¥
= ky k=0 . X: X
(e) 4
Parabola
Figura 9.6.1 k=0 k<0
y ¥ ALY
X X X
{a) Rodada (b) Transladada
Figura 9.6.2

{c) Rodada e transladada
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| 1 1 1 | -
-

" '3

X" ¥-

i 6.3 —+—=1

Figura 9.6.3 3 7
Eliminando o Termo com Produto Misto Agora
iremos mostrar como identificar as conicas que estio rodadas
para fora de sua posi¢io padrio. Se nds omitirmos os colchetes
de matrizes | x 1, entdo poderemos escrever (2) no formato

matricial
] i | M MR
ou
xTAX+ Kx4+ =0
onde

x:['t]. A:{“ b]_ K= ¢
¥y b ¢

Agora considere uma cdnica C cuja equagiio em coorde-
nadas xy é

xAx + Kx+ [ =0 (4)

Nos gostarfamos de girar os eixos coordenados xy de tal maneira
que a equagiio da conica no novo sistema x' y' nfio tenha termo
com produto misto. Isto pode ser feito como segue.

Passo 1. Encontre uma matriz
pP= I:Pu Pllj|
P P
que diagonaliza ortogonalmente a matriz A.

Passo 2. Permute as colunas de P, se necessdrio. para ter
det (P) = 1. Isto garante que a transformagio ortogonal de
coordenadas

X ]."
x = Px', ou seja, [‘] =P [}] (5)
¢ uma rotagio.
Passo 3. Para obter a equagio de C no sistema x' y', substitua
(5) em (4). Isto dd
(PXYA(PX)+ R(PX)+ =0
ou
() (PTAP)Y + (KPIX 4+ f =D (6)

Como P diagonaliza A ortogonalmente,

a0
T =
PAP_[U l}]

onde A, e A, sdo os autovalores de A. Assim, (6) pode ser
reescrito como

PR P U o [x .
x ' { i =0
ozl [ 0 ?-2] [v} i o [mr mz] [3} L

mat oyt rdx Y+ =0

ou

(onde d' = dpy, + e p,, € €' = dp,, + ¢ p.,). Esta equagiio nio
tem termo com produto misto.
O seguinte teorema resume esta discussio,

Teorema dos Eixos Principais em
RZ
Seja
ax® +2bxy+ oy +dx+ ey + =0
a equagdo de uma conica C e seja
xTAx = ax® + 2bxy + ¢)*
a forma quadrdtica associada. Entdo os eixos coordenados

podem ser girados de tal mode que a equacdo de C no novo
sistema x'y' tem a _forma
AP+ Ay +dx +ey' +f=0
onde A, e L, sdo os autovalores de A. A rotacdo pode ser efe-
tuada pela substituicdo
x=Px
onde P diagonaliza A ortogonalmente e det (P) = 1.

EXEMPLO 6 Eliminando o Termo com Produto
Misto

Descreva a conica C cuja equagdio € 5x* — dxy + 8y* — 36 = 0.

Solugdo.

A forma matricial desta equagéo é
X AX=36=0 (7

5 =2
A= [_2 3i|

A equagio caracteristica de A é

onde

T
det(Af — A) = det {" + :|=(.x-9m—4}=0
2 A—8

de modo que A =4 e A =9 siio os autovalores de A. Deixamos a
cargo do leitor mostrar que

L=4 vy = {Tjﬁ] A=9 wv= I:_‘;::ﬁ]

sdo bases ortonormais para os auto-espagos. Assim,

e 25 —1/45
TlLis 25



diagonaliza A ortogonalmente. Além disto, det (P) = 1, de modo
que a transformagdo ortogonal de coordenadas
X =Px' (8)
¢ uma rotagiio. Substituindo (8) em (7). obtemos
(PX)APX)Y—36=0 ou (xXHV(PAPN —36=0

Como
Tam |4 0}
PA.P_[O 9

esta equagfo pode ser escrita como

I -
[z _;JLJ o [r|-36=0

47402 —36=0 ou

ou

que € a equagio da elipse esbogada na Figura 9.6.4. Naquela
figura, os vetores v, € v, sfio 0s vetores-coluna de P. &

xrz },‘2
i 6.4 — =1
Figura 9.6 5 + m

Eliminando o Termo com Produto
Misto e Transladando

EXEMPLO 7

Descreva a conica C cuja equagiio é
Sxl—dxy + 837 + 4v5x — 1685y +4 =0

Solugdo.
A forma matricial desta equagiio é

XAx+ Kx+4=0 (9
onde

A=[_§ _z] e K=14v5-16v5]

Como mostramos no Exemplo 6,
2 1

NS

- %

V3
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diagonaliza A ortogonalmente e tem determinante 1.
Substituindo x = Px' em (9), obtemos

(PXYAPY) + K(PX) +4=0

ou
XV(PTAPIX + (KP)X' +4=0 (10)
Como
"
npa|t O [0 _8307|¥5 V| _ .
PAP—[OQ e KP= % =1 = =[-8 -36]
V5 5

a equagao (10) pode ser escrita como
(11)

Para colocar a conica em posi¢ao padrao, devemos transladar os
eixos x'y'. Procedendo como no Exemplo 5, nds escrevemos
(11) como

47 49y =8y =36y +4=0

4x? =2y + 907 -4y = —4
Completando os quadrados, obtemos

4?7 2+ DO -y 4D = -4+ 4436

ou

A = 1P +90" - 27 =36 (12)

Se nds transladamos os eixos coordenados pelas equacbes de
translacao

M=r=1, Y =y=2

entdo (12) passa a ser

2 gm

9 4

43" ‘)_\-"3 =136 ou

que € a equacio da elipse esbogada na Figura 9.6.5. Naquela
figura. os vetores v, € v, sdo 0s vetores-coluna de P. i

= xrrz yul
Figura 9.6.5 — + — = |
. e
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Conjunto de Exercicios 9.6 '

1. Em cada parte, encontre uma mudanga de varidveis que reduz a forma quadrética a uma soma ou diferenga de quadrados e expresse a forma
quadritica ecm termos das novas varidveis.,
(@) 207+ 2 — 2002 (b) Sxl+2xF +4vxs (€) 2yxa (d) —3x7 +5xF +2xx;
2. Em cada parte, encontre uma mudanca de varidveis que reduz a forma quadritica a uma soma ou diferenca de quadrados e expresse a forma
quadritica em termos das novas varidveis.
(a) 3xi +4x7 + 525 + dxx0 — 4rax; (b) 2x7¥ 4 5x3 + 5xf + a2 — dxyx; — Bxaxs
(c) —5xf +x3 —x} + 6xyx3 + 4102 (d) 2x,x3 + 6x2x3
3. Encontre as formas quadriticas associadas as scguintes equagoes quadriticas.
(@) 23 =3xy+4y’ = Tx+2y+7=0 (b) XX —ay+5x+8y—-3=0 (c) Say=8
(d) 42 —2y2=7 (@) vV +7x—8y—5=0
4. Encontre as matrizes das formas quadréticas no Exercicio 3.
5. Expresse cada uma das formas quadrdticas no Exercicio 3 na forma matricial X" Ax + Kx + f=0.
6. Identifique as seguintes conicas.
(a) 22+ 57 =20 B 4x2+97 =1  (c) x2=y'=8=0 (d) 4?=5x2=20
() x?4+3y1—=25=0 (f) 7y*—2x=0 (g) —x*=2y (h) 3x—11y*=0
@ y-¥x*=0 () #=3==-
7. Em cada parte, a conica é colocada em posigio padrio por uma translagio. Identifique a conica e dé sua equagiio no sistema de coordenadas
transladado.
(a) 9x2 +4y? —36x — 24y +36=0  (b) x> —16y* +8x + 128y =256
(c) y* —8x— 14y +49=0 (d) ¥+ 3y +6x—10y+18=0
(e) 2x? —3y% + 6x + 20y = —41 f) 224+ 10x +7y=-32
8.

As seguintes cdnicas nio-degeneradas foram rodadas para fora de sua posicio padrio. Em cada parte, rode o sistema de coordenadas para
remover o termo xy. ldentifique a conica ¢ dé sua equagiio no sistema de coordenadas rodado.

(2) 2x% —dxy -y +8=0 (b) 5x% +dxy+5yt =9

() a4+ 2day+4*—15=0

Nos Exercicios 9-14, translade e rode o sistema de coordenadas, se necessirio, para colocar a cénica em posigio padrio. Identifique a conica ¢
dé sua equagiio no sistema de coordenadas final.

9. Ox? —dxy+ 6y — 10x — 20y =5
11. 2x? —dxy — 3> —4x — 8y = —14
13. > =6y =Ty + 10x +2y+9 =0

15.

9.7 SUPERFICIES QUADRICAS

10, 3x% —8xy — 129> —30x —6dy =0

12, 2107 4+ 6xy + 1337 — 114y + 34y + 73 =0

4. 4x =20xy +25y" = 15x =6y =0

O grifico de uma equagio quadritica em x ¢ y pode, em certos casos, ser um ponto, uma reta. ou um par de retas; estas conicas sao chamadas
degeneradas. Também ¢ possivel que a equagdo nio seja satisfeita por nenhum valor real de x e y. Nestes casos, a equagiio ndo possui gri-
fico e dizemos que representa uma ednrica imagindria. Cada uma das seguintes equagdes representa uma conica degenerada ou imagindria.
Quando possivel, faga um esbogo do grifico.

(@ x*—=y'=0 b X*+3y+7=0

(d) x2=2xy+3*=0 (¢) W+ 12xy+4y?—52

{c) Bx?+T7y* =0

=0 (f) ¥4y —2x—4y=-5

T onde a, b,..., f ndo sao todos nulos, é chamada uma equagao
quadrdtica em x,y e z e a expressio
ax® + by* + bzl + 2dyy + 2exz + 2z

¢ chamada a forma quadrdtica associada.

Nesta segido nds vamos aplicar as técnicas de diagonalizagdo
desenvolvidas nas secdes anteriores a equacdoes quadrdticas em
trés varidvels e veremos como usar nossos resultados para estur-
dar superficies quddricas.

Superficies Quadricas Uma equagio da forma

ax® + by 4 ozt + 2dxy + 2exz + 2f v+ gx F hy + i+ j =0 (1)

A Equagdo (1) pode ser escrita no formato matricial

a d e X X
[x ¥ zl|d & f||¥|+lg & il|¥|+j=0
e f ¢ z £

ou
KAX +Kx+=0
onde



X a o e
X=|y¥ A=|d b K=lg h i]
z e f «

EXEMPLO 1 A Forma Quadratica Associada

A forma quadratica associada a equagio quadritica
2y - Ay + 3z —8yz 4+ Tx 4+ 2y 4+ 32 -7=0

-+ dxy 4 3xz —8Byz &

Os grificos de equagdes quadriticas em x, y e z sdo chama-
dos quadricas ou superficies quddricas. As equagdes mais sim-
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ples de superficies quddricas ocorrem quando estas superficies
sdo colocadas em certas posi¢des padriio relativas aos eixos
coordenados. A Figura 9.7.1 mostra as seis superficies quddricas
bdsicas e as equagdes para aquelas superficies quando as super-
ficies estdo na posi¢io padrio mostrada na figura. Se uma qué-
drica ¢ cortada por um plano, chamamos a curva de intersegiio
o frago do plano na superficie. Para ajudar a visualizar as super-
ficies quddricas na Figura 9.7.1, nés mostramos e descrevemos
0s tragos feitos por planos paralelos aos planos coordenados. A
presenga de um ou mais dos termos com produto misto xy, xz e

vz na equagio de uma quédrica indica que a quadrica esta roda-

da para fora da posi¢do padrao; a presenga de ambos o0s termos
em x* e x, > e y ou 22 e z numa quddrica sem termo com pro-
duto misto indica que a quadrica foi transladada para fora de sua
posi¢io padrio.

Os tragos nos planos coordena-
dos sfio elipses. bem como os
tragos naqueles planes que sio
paralelos aos planos coordenados
€ que inersectam a superficie
em mais de um ponto.

Superficie Equagiio Superficie Equagiio
Elipside Lz ,y_l z_i = Cone eliptico 7 P
| 3 + 3 + 3 = | iy e

! m- n ? o om?

O trago mo plano vy € um ponto (3
origem) ¢ os tragos nes planos
paralelos ao plano xy sio elipses.
Os tragos nos planos vz e xz sdo
pares de retas que se cortam na
arigem £ os tragos nos planos para-
lelos a estes planos coordenados
sao hipérboles.

=
a2
IN:
03
*a
o

Hiperboldide
de uma folha

e

-
[x]
+
(¥
1
|
—

n

o

O rago no plano xy ¢ uma elipse,
bem como os tragos nos planos
paralelos ao plano xy. Os tragos
nos planos vz ¢ xz sdo hipérboles,
bem como os tragos nos planos
paralelos a estes ¢ que ndo pas-
sam pelos cortes da superficie
com os eixos x e v. Nestes pontos
de corte, os tragos dagqueles
planos sio pares de retas.

tad
3

2k
i
T

I=

—
(=1
-

O trago no plano xy € um ponto (a
origem) e os tragos nos planos
parilelos ¢ acima do plano xy sdo
elipses. Os tragos nos planos yz e
%z sdo pardbolas, bem como o3
tragos nos planos paralelos a estes,

Hiperboldide | R S o

de duas folhas 12 m? n?

- Mo hd trago no plane xv. Os
tragos nos planos paralelos ao

e it lano xy e que corfam a superfi-
%’#ﬂ ! ':'r‘il"’i‘:" Cicein s dcu 1 lz.
_Hg' ";;'-L':',",’ﬂ" CI¢ ¢in TS uim ponlo sio
% S

elipses, Os ragos nos planos yz e
xz siio hipérboles, bem como os
tragos nos planos paralelos a

¥ estes.

gl
m: P

O trago no plano x & um par de
retas que se cortam na erigem, Os
tragos nos planos paralelos ao plane
xy a0 hipérboles. As hipérboles
acima do plano xy abrem na direciio
¥ e as hipérboles abaixo do plano xy
abrem na direglio x. Os tragos nos
planos vz e 4z siio paribolas, bem
como os tragos nos planos paralelos
a estes.

Figura 9.7 1
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EXEMPLO 2 Identificando uma Superficie
Quadrica

Descreva a superficie quddrica cuja equagio é
4x? 43657 — 922 — 16 — 216y + 304 =0

Solugdo.
Rearranjando os termos, obtemos
Hx? = 4x) + 36037 — 6y) — 92° = —304

Completando os quadrados, obtemos
4% — 4x +4) 4360y — 6y +9) — 92 = —304 + 16 + 324

ou
Hx =27 +36(y — 3 =95 =36
ou
(x —2)? s 2
=3 —-==1
3 +{y-3) 1
Transladando os eixos pelas equagoes de translagio
¥=x=2, Y=y-3 =7z
da
2 12
X a Z
R P |
gt
que € a equacgio de um hiperboldide de uma folha. ¢

Eliminando os Termos com Produto Misto O
procedimento para identificar as quidricas que foram rodadas
para fora de sua posi¢io padrio € similar ao procedimento para
conicas. Seja O a superficie quadrica cuja equagao nas coorde-
nadas xyz €

XTAX + Kx+j=0 (2)
N6s queremos rodar os eixos coordenados xyz de tal modo que
a equagdo da quddrica no novo sistema de coordenadas x' y' z'
nio tenha termo com produto misto. Isto pode ser feito como
segue:

Passo 1. Encontre uma matriz P que diagonaliza ortogonal-
mente a matriz A.

Passo 2. Permute as colunas de P, se necessdrio, para ter
det (P) = 1. Isto garante que a transformacgio ortogonal de
coordenadas

x X
x=Px',ouscja, |Y|=P[¥] (3)
z Z

€ uma rotagao.

Passo 3. Substitua (3) em (2). Isto ird produzir uma equagio
para a quddrica nas coordenadas x' y' z' sem termo com pro-
duto misto. (A prova é similar & de cOnicas e é deixada como
exercicio.)

O seguinte teorema resume esta discussio.

SUETE ST Teorema dos Eixos Principais em
RJ

Seja

@’ + by et + 2dvv + 2exz + 2zt gyt hy +iz +j=0
a equagdo de uma quddrica Q e seja

xTAx = a + by? + ez + 2dxy + 2exz + 2z

a forma quadrdtica associada. Os eixos coordenados podem
ser rodades de tal medo que a equagdo de Q no sistema

x'v'z' tem a forma

Ax?F Ayt Rz kg Y i+ =0
onde X, A, e h, sdo os autovalores de A. A rotagdo pode ser
efetuada pela substituicdo
X =Fx'
onde P diagonaliza A ortogonalmente e det (P)=1.

EXEMPLO 3 Eliminando os Termos com Produto
Misto

Descreva a superficie quddrica cuja equagio é
4l 44yt 4 Fdxy +dxz 44y —3=0

Solucao.
A forma matricial da equacdo quadritica é
XAx=-3=0 C)]
onde
4 2 2
A=]2 4 2
2 2 4

Como mostramos no Exemplo 1 da Segédo 7.3, os autovalores de
Asio h=2e A =8¢ A ¢ ortogonalmente diagonalizdvel pela
matriz

—1/v2 -1/ 1743
P=| I/¥Z -1/ 1143
0 2/6 13

onde os dois primeiros vetores-coluna de P sio autovetores
associados a A = 2 e o terceiro vetor-coluna € um autovetor asso-
ciadoa A =8,

Como det (P) = | (verifique), a transformagao ortogonal de
coordenadas x = Px' € uma rotagio. Substituindo esta expressiao
em (4), obtemos

(PXYAPY)Y—3=0

ou, equivalentemente,

O PTAPXY —3=0 (5)
Como
200
PAP=|0 2 0
00 3

a Equacio (5) pode ser escrita como
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Isto pode ser reescrito como

X 2 ‘,12 z!?

A g g BTy
2 32T iR

que é a equacio de um elipséide. *

| Conjunto de Exercicios 9.7

1. Encontre as formas quadriticas associadas iis seguintes equagdes quadrdticas,

@ X 4+20 -2 +dxy—5yz+Te+2z=3
(c) xy+xzt+yz=1
(e) 322 +3xz—-14y+9=0

2. Encontre as matrizes das formas quadriticas no Exercicio 1.

=

. Identifique as seguintes quédricas.
(a) 36x*+9y* +4z =36=0
(d) Ox?44y? —22=0
(g) x>+ +2° =25

(b) 2x*+6y* —3z* = 18
(e) 16x*+ y* =162

(b) 3x* +7z° 4+ 2xy —3xz +4yz —3x =4
(d) x*+y*—22=17
(F) 282 +2xz4+y* +2x—y+3z=0

. Expresse cada uma das equagdes quadrdticas dadas no Exercicio | na forma matricial x" Ax + K x + j=0.

() 6x* =3y =22 -6=0
(f) 7x*=3y*+z=0

5. Em cada parte, determine as equagdes de translagio que colocam a quédrica em posigio padrio. Identifique a quidrica.

(a) 9x2 43637 +4z2 — 18x — 144y — 24z + 153 =0
(€) 3x?=3y? -2 +d2x + 144 =0

(€) x* +16y*+2x—32y—16:—15=0

(g) X4+ +22 -2 +dy—62=11

(b) 6x% 43y —2:2 4+ 12x — 18y — 8z = —7
(d) 4x? +9y* — 22 — 54y — 50z = 544
(f) Tx2 =3y + 1260 + 72y +2+135=0

6. Em cada parte, encontre uma rotagio X = Px' que remova os termos com produto misto. Identifique a quidrica ¢ dé sua equagiio no sistema

x'y'zl

(a) 2x2+3y*+23:2 +72x2 +150=0
(c) 144x% 4+ 100y* + 812% — 216xz — 540x — 720z = 0

(b) 4x? +4y> +42> +4xy +4xz +4yz —5=0
() 2xp+2=0

Nos Exercicios 7-10, translade ¢ rode o sistema de coordenadas para colocar a quidrica em posigiio padriio. Identifique a quddrica ¢ dé sua

equacio no sistema de coordenadas final.
T.2xy+2xz+2yz —6x — 0y —4z =-9

8, Tl + 7y  + 1022 — 2xy —dwz +4yz — 12x + 12y + 60z = 24

9 2xy—6x 4+ 10y+z—-31=0
10. 2x2 + 2y + 572 —dwy = 2xz+ 2yz 4+ 10x =263y =27 =0

11. Prove o Teorema 9.7.1.

E—
9.8 COMPARACAO DOS
PROCEDIMENTOS PARA
RESOLVER SISTEMAS LINEARES

Nesta secdo nds vamos discutir alguns aspectos prdticos da re-
solucao de sistemas de equagdes lineares, da inversao de
matrizes e da obtencdo de autovalores. Embora nds jd tenhamos
discutido anteriormente métodos para efetuar estes cdleulos,
aqueles métodos ndo sdo diretamente aplicdveis 4 solucdo por
computador dos problemas de grande escala que aparecem nas
aplicacoes do mundo real.

Contando Operacdes A maioria das quantidades
numeéricas sao arredondadas ou truncadas pelos computadores,
dado o limitado niimero de casas decimais com que eles podem
trabalhar. Por exemplo, um computador projetado para
armazenar oito casas decimais poderia gravar % tanto como
0.66666667 (arredondado) quanto 0,66666666 (truncado). Em
qualquer caso, ¢ introduzido um erro que ndés chamamos erro de
arredondamento.

As principais consideragdes praticas na resolucio de pro-
blemas de Algebra Linear em computadores digitais sdo mini-
mizar o tempo de computag@o (e portanto 0s Custos) nNecessiario
para obter a soluciio e minimizar inexatiddes devidas a erros de
arredondamento. Assim, um algoritmo computacional bom usa
o minimo possivel de operagbes e efetua estas operacdes de
modo a minimizar o efeito dos erros de arredondamento.



