Espacos Vetoriais Euclidianos 4

Conteiido do Capitulo

4.1 Espacgo Euclidiano n—dimensional
4.2  Transformagdes Lineares de R” em R™
4.3 Propriedades das Transformagoes Lineares de R" em R™

pares de nlimeros para situar pontos no plano e ternos de ndmeros para situar pontos no espago

tridimensional. Na segunda metade do século dezoito, os mateméticos e fisicos comecaram a perce-
ber que ndo havia necessidade de parar com ternos, pois quadruplos (a,, a,, a;, a,) de nlimeros pode-
riam ser considerados pontos de um espaco de dimensdo quatro, quintuplos (a,, a,, a;, a,, as) de
nimeros como pontos num espago de dimensdo cinco e assim por diante, uma n—upla de nimeros
sendo pontos de um “espaco n—dimensional.” Nosso obijetivo neste capitulo é estudar as propriedades
das operacoes sobre os vetores deste tipo de espaco.

I NTRODUCAO: Em meados do século dezessete foi materializada explicitamente a idéia de utilizar
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- ST
ESPACO EUCLIDIANO
n—DIMENSIONAL

Embora nossa visualizacdo geométrica nao se estenda além do
espaco tridimensional, é possivel, mesmo assim, estender além do
espaco tridimensional muitas das idéias familiares trabalhando,
ndo com as propriedades geométricas de pontos e vetores mas
sim com suas propriedades numéricas ou algébricas. Nesta se¢do
nds iremos tornar estas idéias mais precisas.

4.1

Vetores no Espaco n—dimensional
com uma defini¢do.

Comegamos

’ '!-\:.:’ nicad

Se n é um inteiro positivo, dizemos que uma segiiéncia
(a,, a...., a,) de nimeros reais € uma n-upla ordenada. O
conjunto de todas as n—uplas ordenadas ¢é chamado o espago
n—dimensional e denotado por R".

Quando n =2 ou 3, € usual usar 0s lermos par ordenado e terno
ordenado, respectivamente, em vez de 2—upla e 3—upla. Quando
n = 1, cada n—upla ordenada consiste simplesmente de um
nimero real ¢ por isso podemos ver R' como o conjunto de
niimeros reais; neste caso, € comum escrever R em vez de R'.

No estudo do espaco tridimensional, pode haver ocorrido a
vocé que o simbolo (a;, a,, @;) tem duas interpretagGes
geométricas distintas: pode ser interpretado como um ponto,
Caso em que a,, d, ¢ a, sio as coordenadas (Figura 4.1.1a), ou
pode ser interpretado como um vetor, caso em que d,, a, € d, $40
os componentes (Figura 4.1.1b). Segue-se, portanto, que uma
n-upla ordenada (a,, a,,..., a@,) pode ser vista tanto como um
“ponto generalizado™ quanto um “vetor generalizado™—a dis-
tingiio matemdtica nio é importante. Assim, podemos descrever
a S-upla (- 2,4, 0, 1, 6) tanto como um ponto de R ¥ quanto um
vetor em R 3,
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Figura 4.1.1 O terno ordenado (a), a,, a;) pode ser interpretado
geometricamente como um ponto ou um vetor.

Dois vetores u = (1), iy ,..., it,) € V= (v}, Uy ,..., 1,) em R"
sio ditos iguais se
= Uy =V U, =

A soma u + v ¢é definida por
W+ V= (0 + Uy, Mk Uy, U+ )

e se k ¢ um escalar qualquer, o miiltiplo escalar kv de v ¢é
definido por

kv = (kuy, kv,..... kv,)

As operagfes de adicdo e mulliplicagio por escalar nesta
defini¢fio sdo chamadas as operagdes padrio em R".
QO vetor nulo ou zero de R" é denotado por 0 e € definido
como
0=(0,0,...0)
Seu=(u, tts..., u,) éum vetor qualquer de R, entdo o nega-
tive (ou inverso aditive) de u € denotado por — u e definido por
U= =ity = Uy aeey = Hy)
A diferen¢a de vetores em R ¢ definida por
y-u=v+{(—u)
ou, em termos de L‘Omponcnlcs,

V= (U= Uy Uy = My U, = 0E)

Propriedades das Operacdes Vetoriais no
Espaco n—dimensional As propriedades aritméticas
mais importantes da adi¢do e da multiplicag@o por escalar de
vetores em R" estio listadas no préximo teorema. As provas sio
todas fdceis e deixadas como exercicios.

orema 4.1.1 Propriedades de Vetores em R”

Se u = (u,, Uyeery 4,), v = (v, Vgeoey 1) € W =
(wy, ws,..., w,) sdo vetores em R" e k e | sdo escalares,
entdo:

(lu+v=v+u
(Au+0=0+u=u
(&) k(la) = ki(u)
(g) (k+Dv=kv+lv

MHu+(v+wi=(u+v)+w
(dyu+(=u)=0, ouseja,u-u=10
(Frlia+v)y=lu+liv

() Iu=u

Este teorema nos autoriza a operar com vetores em /" sem
expressd-los em termos de componentes. Por exemplo, para
resolver a equagdo vetorial X + w = v em x, nés podemos somar
— u a ambos os lados e proceder como segue:

(x+uw+ (—u)=v+(-u
X4+u—un)j=v—u
x+0=v—u

X=v—1u



O leitor achard instrutivo determinar os itens do Teorema 4.1.1
que justificam os trés dltimos passos desta conta,

Espaco Euclidiano n—dimensional Para estender as
nogoes de distancia, norma e angulo ao R*, nds comegamos com
a seguinte generalizagio do produto escalar de R* e R?
[Formulas (3) e (4) da Secao 3.3].

Sew= (i, uy,...,
quer em R”, entdo

u,)ev=_(v, v,,..., v,) sdo vetores quais-

W- V=10 U+ e 1Y,

define o produto interno euclidiane u-vdeuev.

Observe que para n =2 ou 3, o produto interno euclidiano é
o produto escalar usual.

EXEMPLO 1 Produto Interno de Vetores
no R*

O produto interno euclidiano dos velores
u=(-1,357 ¢ v=(5-4,7,0)
em R é
u-vy=(= 115+ 3)=4H+ TN+ (TN0)=18 *

Como lantas das idéias familiares dos espagos bi e tridi-
mensionais continuam vélidas no espago n—dimensional, ¢
comum nos referirmos ao R com as operagdes de adi¢io, mul-
tiplicag@o por escalar ¢ o produto interno euclidiano como o
espago euclidiano n—-dimensional.

As quatro principais propriedades aritméticas do produto
interno euclidiano sdo dadas no préximo teorema.

ema 4 Propriedades do Produto Interno
Euclidiano

Sew, vewsdo vetores em R" e | é um escalar, entio:

(u-v=v-u

(ey(fu)-v=Ilu-v)

Bu+v)-w=u-w+v-w
() v-vz0. Além disto, v-v=10
se, e somente se, v=10.

N@s iremos provar as partes (b) e (d) e deixar as demais
provas como exercicios.

Prova (D). Sejam u = (uy, u5,..., ), ¥ = (0}, Vsyee., ) EW=
(wy, w,, ..., w,). Entio
vy -w= () v, b+ vty + U ) -y, e, ...
= (uy + vdwy + (w2 + v)wa + o+ (g + v dw,
= (W + uawy 4 - W) (DU + v e )
=UuU-wWH+vV-w

s ty)

Capitilo 4 - Espacos Vetoriais Euclidianos » » » 131

2 -
Prova (d). N6s temos V-v=vl+v2+---+v2 >0, Além
disto, a igualdade vale se, e somente se, v, =v,=--=uy, =0, 0u
seja, se, e somente se, v =1, |

EXEMPLO 2 Comprimento e Distincia em R*

O Teorema 4.1.2 nos permite efetuar contas com produtos inter-
nos euclidianos praticamente da mesma maneira que as efetu-
amos com produtos aritméticos comuns. Por exemplo,

(3u 4 2v) « (du + v) = Gu) « (du + v) + (2v) « (du + v)
(Bu) - (du) + Bu) - v+ (2v) - (du) + (2v) - ¥
12(u-w)+ 3 u-v)+ 8(v-uw) +2(v-v)
12(u - u) 4+ 11{mv) 4+ 2(v-v)

O leitor deveria determinar quais partes do Teorema 4.1.2 foram
usadas em cada passo. *

Norma e Distancia no Espaco Euclidiano
n—=dimensional Por analogia com as férmulas familiares
do R* e R®, nés definimos a norma euclidiana (ou o compri-
mente euclidiano) de um vetor w= (i, u,..., u,) em R" por
full = (- w)'? = Ju? +ud - +ul (1)
[Compare esta férmula com as Formulas (1) e (2) da Secfo 3.2.]
Da mesma forma, a disfdncia euclidiana entre os pontos u
= (U, Hyyeony ) €V =(V), Vy,..., v,) do R* € definida por

du,v) = Ju—vl =V — v+ =02+ + (=) (2)

[Veja as Férmulas (3) e (4) da Seciio 3.2.]

EXEMPLO 3 Encontrando Norma e Distincia

Seu=(1,3,-2,Tev=(0,7, 2, 2) entdo temos, no espago
euclidiano RY,

flu =T+ 3P + (=22 + (70 = V63 = 37

duV =102+ (3 —T2+(2-22+(1—-22=+38 ¢

O préximo teorema fornece a desigualdade de Cauchy-
Schwarz, uma das desigualdades mais importantes da Algebra
Linear.

ema 4.1.3 A Desigualdade de Cauchy-
Schwarz em R”

Sew= (1, tts,..., 1t,) € ¥ =1{(v}, vy,..., 1) 5do vetores em R",

entio:

[u-vl=luflfivl (3)

Em termos de componentes, (3) ¢ 0 mesmo que

[oervy 4 wgvz 4 ot = (6 4 ad 4 F w2Vl v] D) (D)
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Herman Armandus Schwarz

Augustin @ Louis (Baron de) Cauchy
(1789-1857) foi um matemédtico francés. A edu-
cacio basica de Cauchy foi adquirida de seu pai,
um advogado e mestre dos cldssicos. Cauchy
ingressou na Escola Politécnica em 1805 para
estudar engenharia, mas por causa de sua satde
fragil, foi aconselhado a especializar em
Matemdtica. Seu principal trabalho matemitico
comegou em 1811, com uma série de solucoes
brilhantes a alguns dificeis e importantes pro-
blemas.

As contribuigdes matemdticas de Cauchy
nos 35 anos seguintes foram brilhantes e inacre-
ditdveis em quantidade: mais de 700 artigos, que
preenchem 26 volumes modernos. O trabalho de
Cauchy iniciou a era da andlise moderna; ele
trouxe a Matematica padroes de precisdo e de
rigor impensdveis para os matemdticos mais anti-
208,

A vida de Cauchy foi inextrincavelmente li-
gada aos tumultos politicos de sua época. Por ser
fortemente partiddrio da familia Bourbon, ele
abandonou mulher e filhos em 1830 para seguir o
rei Carlos X ao exilio. Por sua lealdade ele foi
feito um bardo pelo ex-rei. Mais tarde, Cauchy
retornou a4 Franga mas sé veio a aceitar uma
posicao universitiria quando o governo abriu méio
da exigéncia de um juramento de lealdade.

E dificil compreender Cauchy muito bem.
Profundamente catdlico, ele patrocinava trabalho

de caridade para mies solteiras e criminosos bem
como socorro para a Irlanda. No entanto, outros
aspectos de sua vida o colocam noutra luz. O
matemdtico noruegués Abel o descreveu como
*louco, infinitamente catdlico e fanitico.” Alguns
escritores louvam suas aulas, enquanto outros
dizem que ele falava incessante ¢ incoe-
rentemente ¢, de acordo com um relatério, uma
vez ele dedicou uma aula inteira 2 extracio da
raiz quadrada de dezessete até a décima casa de-
cimal por um método muito bem conhecido de
seus alunos. De qualquer forma, Cauchy ¢€ indis-
cutivelmente uma das maiores mentes da historia
da ciéncia.

Herman Armandus Schwarz (1843-1921) foi
um matemdtico alemdo. Schwarz foi o lider
matemdtico de Berlim da primeira metade do
século vinte., Por causa de sua dedicacio ao ensi-
no na Universidade de Berlim ¢ de uma propen-
a0 para tratar com a mesma dedicagio tanto fatos
importantes quanto triviais, ele ndo publicou
muito abundantemente. Sua tendéncia era con-
centrar-se em problemas concretos especificos
mas suas técnicas eram, muitas vezes. extrema-
mente engenhosas e influenciaram o trabalho de
outros matemdticos. A versio da desigualdade
que leva 0 seu nome apareceu num artigo sobre
superficies de drea minima publicado em 1885.

Nés omitimos a prova, pois adiante neste texto demonstraremos
uma versao mais geral deste teorema. No entanto, para vetores
do R* e R’ este resultado é uma conseqiiéncia simples da
Formula (1) da Seciio 3.3: Se u ¢ v siio vetores ndo-nulos do R?
e R,

lu« vl = [llulllivil cos ] = lullliviilcos ] = lullliv]| (5)

e, se u = 0 ou se v =10, entio ambos os lados de (3) sio zero, de
modo que a desigualdade vale também neste caso.

Os proximos dois teoremas apresentam as propriedades

bdsicas de comprimento e distincia no espago euclidiano
n—dimensional.

ma 4.1.4 Propriedades do Comprimento
emR"

Sew, vewsdo vetores em R" e k & um escalar, entdo:
(b) [|lul| = 0 se, e somente se, u=10

(d) |lu+ v = [|uf| + [Iv]|
(Desigualdade triangular)

() [lull =0
(e) kvl = K] [IvI]

Nés iremos provar (¢) e (d) e deixar (a) e (#) como exercicios.

kv )

i

Prova (¢). Se v = (v, v, ..., v,), entdo k v = (kv,, kv, ..
¢ portanto

lev]| = /) 4 (kug)? + <+ + (ku,)?
= Iklvl'uzl +vi++ 02

= [kllIv

Prova (d).

lutvP=@+v)-u+v)=@-u)+2(u-¥)+(v-¥)
= J[ull? + 2(u - v}y + [Iv]?
= [lull? + 20w - v + v
= [lull® + 2fulliv] + IvI?
= (flufl + lIvl)*

~f—— Propriecde do valor absoluto
—f—— Desigualkdade de Cauchy-Sehware

O resultado agora segue extraindo a raiz quadrada em ambos os
lados. |

A parte (¢) deste teorema afirma que multiplicando um
vetor por um escalar & multiplica o comprimento daquele vetor
por um fator de |k] (Figura 4.1.2a). A parte (d) desle teorema ¢é
conhecida como a desigualdade triangular por que generaliza o
resultado familiar da geometria euclidiana segundo o qual a
soma de dois dos lados de um tridngulo € pelo menos tao grande
quanto o terceiro lado (Figura 4.1.25).



kv

(a) llkvll = IkllIvll (&) llu+ vl <[lull+ vl

Figura 4.1.2

ama 4

Propriedades da Distancia em R”

Seu, v ewsdo vetores em K", entdo:

(@) d(uw, v) = 0 (D) d(u, ¥v) =0 se, e somente se, u=v
(e) dlu, v) = d(v,u) (d) d(u, v) = d(u, w) + d(w, v)
(Desigualdade triangular)

Os resultados deste teorema sio conseqiiéncias imediatas do
Teorema 4.1.4. Nés iremos provar a parte (d) ¢ deixar as demais
COMO exercicios.

Prova (d). Por (2) e pela parte (d) do Teorema 4.1.4 nds temos
d{u, ¥) = lu—=v[[ = |[{u—w) 4+ (w = v)|
< Jlu—w| + [[w—v| = d{u, w) + d{w, v) m

A parte (d) deste teorema, que também ¢ chamada a
desigualdade triangular, generaliza o resultado familiar da
geometria euclidiana que afirma que a menor distincia entre
dois pontos € obtida ao longo de uma reta (Figura 4.1.3).

W

u
d{u, w) < d{u, v) + d(v, w)

Figura 4.1.3

A Formula (1) expressa a norma de um vetor em termos do
produto escalar. O seguinte teorema ltil expressa o produto
escalar em termos de normas.

Se u e v sdo vetores em R" com o produto interno euclidi-
ane, entdo
u-v=glu+vi? - gla—vi? (6)
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Prova.
a4 v)? = (u4+v) - (u+v) = [Ju]* + 20u - v) + [v]*
lu—v]% = (u—v)«(u—v)= [[u]®> = 2(m.v) + ¥
¢ (6) decorre por dlgebra elementar. =

Nos exercicios apresentamos alguns problemas que usam
este teorema.

Ortogonalidade Lembre que nos espacos euclidianos R?
e R3, dois vetores u e v sio definidos como sendo ortogonais (ou
perpendiculares) se u » v = 0 (Secdo 3.3). Motivados por isto,
nds apresentamos a seguinte definigio.

Dois vetores u e v em R” sdo orfegonais se u-v =10,

EXEMPLO 4 Vetores Ortogonais em R*

Os vetores
u={-231.4 e v={1.2,0,- 1)

sdo ortogonais no espago euclidiano R, pois
u-v==200+ 32+ (O +E-DH=0 ¢

As propriedades dos vetores ortogonais serfio discutidas
com mais detalhe mais adiante no texto, mas agora observamos
que muitas das propriedades familiares de vetores ortogonais
dos espacos euclidianos R ¢ R? continuam valendo no espago
euclidiano R". Por exemplo, se u e v siio vetores ortogonais de
R? ou de R?, entdo u, v ¢ u + v formam os lados de um triingu-
lo retingulo (Figura 4.1.4); assim, pelo Teorema de Pitdgoras,

la+ v[I* = Jul* + (v

u+v

Figura 4.1.4

O préximo teorema mostra que este resultado estende ao R".

0O Teorema de Pitagoras em R"

Se u e v sdo vetores ortogonais em R" com o produto inter-
no euclidiano, entdo
9
[+ vll* = [lull* + [Iv]?
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Prova,

flu+vid=(u4v)-(@+vi=Jul?+2w-v)+ Iv)? = ug® + (vi* H

Notacoes Alternativas para Vetores em R"
Muitas vezes ¢ 1til escrever um vetor u = (i, #s,..., u,) de R"
em notacio matricial como uma matriz-linha ou uma matriz-
coluna:

15
53

W= ou w=/w wur o0 0yl

g

Isto € justificado da seguinte maneira: as operacdes matriciais

"y Uy wy + vy vy kuy
s Uz M1+ vz Uz ks
ut+v=| ., |+|.|= : i K=k | 5| ="
iy Un Hy + ¥y Uy kuy
ou
u+v=\u u I LT R A |
=l +uv urt ty + )
kv =Fklv, v2 vyl = [kvy kvz -+ kiyl

produzem os mesmo resultados que as operagdes vetoriais
WA V=l Hgeeens U )+ (0 Vg 1) = (04 1, lp + Ve it + 1)
kv=kiv, vy v,) = (ko koo, k)
A tnica diferenca € o formato em que escrevemos os vetores.

Uma Formula Matricial para o Produto Escalar
Se nos usarmos a notacdo de matrizes-coluna para os vetores

18] LR

153 v
u= e v=

Hy Uy

¢ omitirmos o colchete de matrizes 1 X 1, entio teremos

uy

15

viu=[y v - ul = luyvy + a2t + - F gl =uevl=u-v

Ity

Assim, para vetores na notagio de matrizes-coluna nés temos a
seguinte formula para o produto interno euclidiano:

IJ-I-':\"TU
(7
Por exemplo, se
-1 5
3 |4
u= 5 e V= 7
7 0
entio
—f
= 3
u-v=viu=[5 —4 7 0] 5 =[18]=18
7

Se A ¢ uma maltriz n X n, entdo segue da Formula (7) e das
propriedades da transposta que

Au-v=viAuw = vA= (AT u=u-A'v
Ay = (A u=(vAT m=viATu)= ATu.v

As formulas
Au-v=u.ATy (8)
u-Av=A"u-v (9
fornecem uma relagdo importante entre multiplica¢do por uma

matriz n X n A ¢ multiplicagiio por A",

EXEMPLO 5 Verificandoque Au-v=u-A"v

Suponha que

i -2 3 —1 5
A= 2 4 1], u= 21, V= 0
-1 0 1 4 5
Entido

1 =2 3| [-1] 7

Au=| 2 4 1 2| =10

-1 0 1| 4] 5

I 2 -1 [-2] -7

ATy =] =2 4 1] 0| = 4

301 1 5 =]

do que segue que
Au v =7(=2) + 10(0) + 5(5) = 11
u- ATV = (=1)(=T) 4+ 2{d) 4+ 4{~1) =11

Assim, vale A u - v = u - A'v, como garante a Férmula (8).
Deixamos para o leitor verificar que (9) também vale. +

A Multiplicacdo Matricial do Ponto de Vista do
Produto Escalar O produto escalar fornece uma outra
maneira de pensar sobre a multiplicagio matricial. Lembre que
sed =] a; JéumamatrizmxreB=] bﬁ ] € uma matriz r X n
entdo a {j-ésima entrada de A B ¢

(l,]bu + d',:gf)z; 4+ ﬂ,',.f),j
que € o produto escalar do i-ésimo vetor-linha

la;y a2 -0 airl

de A com o j-ésimo vetor-coluna

de B. Assim, s8¢ r, Iy, ..., I, 830 0s velores-linha de A ¢ se ¢,
¢y, ..., €, S0 08 vetores-coluna de B entio podemos escrever o
produto matricial A B como



rp+«€y Irj=ca ryps¢y
Iy« gy FasCa rz =€,

AB = : . ; (10)
P * €] Iy +C2 Py * €y

Em particular, podemos escrever um sistema linear Ax = b no
formato de produto escalar como

rp=x A
F2-X b

= (11)
I X By

onde r, 1y ... T

bl |

as entradas de b.

sdo os vetores-linhade A e b, b,,..., b, sd0

m
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EXEMPLO 6 Um Sistema Linear Escrito na Forma
de Produto Escalar

Um exemplo de um sistema linear expresso no formato (11) de
produto escalar €:

Sistema Forma de Produto Escalar

I —do+ xaa=1
2.1'| — 71’3 — 44’3 =3
X+ Sx3— 80 =0

(3, =4, 1)« (31, 2. %3)
(2, =7, =4) - (x}, x2,x3) | =

|
5 +
(1,5 —8) - (a1, x2..73) 0

Conjunto de Exercicios 4.1 "

1. Sgjamu=(-3,2.1,0.v=(4.7,-3, 2) ew=(5,- 2, 8, 1). Encontre

(a) v—w (b} 2u+Tv (c) —u+ (v —4w)

(d) 6(u—-3v) (e

-V —W (f) (6v—w)— (du+v)

2. Scjam u. v ¢ w os vetores do Exercicio 1. Encontre os vetores x que satisfazem Sx -2 v=2 (w -5 x).
3. Sejamu; =(-1,3,2,00,u0,=(2,0,4, - 1),u, =(7, 1, 1,4) eu, = (6, 3, 1, 2). Encontre escalares ¢ |, ¢ ,, ¢; e ¢, Lais que

€Uy + U, + e + cquy = (0, 5, 6, - 3).
4. Mostre que niio existem escalares ¢, €, € ¢, tais que

(1,0, 1,00 + 21,0, =2, 1) + 3(2,0,1,2) =(1,-2,2,3)

5. Em cada parte, calcule a norma cuclidiana do vetor.
(@) (=2,5) (b) (1.2,=-2) () (3,4,0,-12)

(d) (=2, 1,1,-3,4)

6. Sejamu=(4,1,2.3),v=(0.3,8, - 2)ew= (3, 1, 2, 2). Calcule cada expressio.

(@) flu+vl ®) lul+ vl () §—2ull +2ull

(e) —-i—-w (f) H -I—w H
(vl

(d) 13u—5v+w]| o

7. Mostre que se v é um vetor ndo-nulo em R” entdo (1 / ||v|v tem norma euclidiana 1.

e

9. Encontre o produto interno euclidiano u - v.
(@) u=1(2,5, v=1(-4,3)
€y u=0,14,-5), v=1(2,2,-4,-3)

Seja v = (= 2. 3. 0, 6). Encontre todos os escalares k tais que ||kv]| = 5.

(b) u=(4,82), v=(0,1,3)
(d) u=(=1,1,0,4,-3), v=(=2,-2,0,2,-1)

10. (a) Encontre dois vetores em K* de norma euclidiana 1 cujo produto interno euclidiano com (3, — 1) € zero.
(b) Mostre que hd infinitos vetores em R* de norma euclidiana 1 cujo produto interno euclidiano com o vetor (1, - 3, 5) € zero.

11. Encontre a distincia euclidiana entre u ¢ v,
(a) u=(1,-2), v=(2,1)
() u=,-2,-1, 1, v=1(-3,2,4,4)

(b)y u=(2,-2,2), vy=1(0,4,-2)
(d) u=(3.-3,-2,0,-3), v=(—41,-1.50)

12. Verifique as partes (b). (e). () e (g) do Teorema 4.1.1 parau=(2,0,-3, 1), v=(4,0.3.5), w=(.6,-2. 1. k=5el=-13.
13. Verifique as partes (b) e (c) do Teorema 4.1.2 para os valores de u, v, w e k do Exercicio 12,

14. Em cada parte, determine se os vetores dados siio ortogonais.
(@) u=(—1,3,2), v=(4,2,-1)
(€) u=(uy,uus), v= (0,00
() u=(,3-210, v=_5.2.-1,0)
15. Para quais valores de k os vetores u e v s3o ortogonais?
(@) u=(2,1,3), v=(1,7.k)

(b) u= (k. k, 1), v=(k,56)

b) u=(-2,-2,-2), v=(1,1,1)
(d) u=(—4,6,—-10,1), v=(2,1,-2,9)
M u=(@b, v=(-bha

16. Encontre dois vetores de norma 1 que siio ortogonais aos trés vetoresu=(2, 1,-4, 0}, v=(=1,-1, 2, 2)ew=(3. 2, 5, 4).
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17.

18.

19.

20.
21.

22,

23.

24.

25.

26.

27

28.
29.
30.
31
32
33.

Em cada parte, verifique que vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
(a) u=(3,2), v=(4 -1 B u=(310,v=(2,-13)
© u=(-42, ), v=8-4-2) (du=(0-221 v=(-L-11L1)

Em cada parte, verifique que valem as Férmulas (8) e (9).

) 2 4 =1 0
(a)A:[f _;], u=m. v=[_2] o A=| 3 1 of, u=]| 2|, v=| 2
; § -3 3 5 —4

Resolva o seguinte sistema linear em x;. .x; e x;.
(1, =1,4) - (xy, x2, x3) = 10
(3,2,0) - (x1, X2, x3) = |
(4. =5 =)= (x, x2,%3) = 7
Encontre u - ¥ sabendo que |[u + v|| = 1 ¢ [|u—v|| = 5.
Use 0 Teorema 4.1.6 para mostrar que u ¢ v sempre siio vetores ortogonais em R” se ||u + v|| = ||u = v||. Interprete este resultado geometri-
camente em R2.
As formulas para os componentes vetoriais do Teorema 3.3.3 também valem em R”. Dadosa=(-1,1,2,3)eu=(2, 1.4, - 1), encontre o
componente vetorial de u ao longo de a ¢ o componente vetorial de u ortogonal a a.
Determine se as duas retas
r=323-D+t(4.6,4-2) ¢ r=(0L.3.54D+:t(1,-3.-4.-2)
intersectam em R *.
Prove a seguinte generalizagio do Teorema 4.1.7. Se v |, v.,.... ¥, sio vetores dois a dois ortogonais em R " entio
2 2 2 2
Ivi+vat -+ vl" = Ivill® + lvall® + - -+ vl
Prove: Se u e v siio matrizes n % | e A ¢ uma matriz n# X n, entdo
(vATAuY = (u"ATAu)(vATAw)
Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz para provar que
(acos® +bsend)’ < a® +b*
para todos os valores reais de a, b e 6.
Prove: Se u., v e w 580 vetores em R " e k € um escalar, entdo
(@u-(kvy=k(u-v) (bu-(v+wl=u-v+u-w
Prove as partes (@) a {d) do Teorema 4.1.1.
Prove as partes (e) a (f1) do Teorema 4.1.1.
Prove as partes (a) e (¢) do Teorema 4.1.2.

Prove as partes (a) e (b) do Teorema 4.1.4.
Prove as partes (a), (P) e (¢) do Teorema 4.1.5.

Suponha que a,, a...., 4, $30 nimeros reais positivos. Em B2, os vetores v, = (a,, 0) ¢ v, = (0, 4,) determinam um retiingulo de drea A = q,a,
(veja figura dada) e em R, os vetores v, = (a,, 0, 0}, v, = (0. a2, 0) € v; = (0, 0, a;) determinam uma caixa de volume V = g, a, a; (veja figu-
ra dada). A drea A e o volume V sdo chamados. as vezes. a medida euclidiana do retingulo e da caixa, respectivamente.
(a) Como voct definiria a medida euclidiana da “caixa” em R " que ¢ determinada pelos vetores

vi=(a,0,0,....00, w2=(0,a2,0,....00,.... v,=(0,0,0,...,a4.)7

(b) Como vocé definiria o comprimento euclidiano da diagonal da caixa da parte (a)?

(0,0, a3)
AN
(0, a,)
= aa—
! (a1, 0) (0.a,,0)
(e, 0,0}
Area A = a,a, Volume V = a,a.a,

Figura Ex-33



Discussio e Descoberta

34. (a) Suponha que u ¢ v sio vetores em R * Mostre que
w4 vII? + flu = v = 2(all® + [Iv]I*)
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(b) O resultado na parte (a) enuncia um teorema sobre paralelogramos em R % Qual € o teorema?

35. (a) Se u e v sdo vetores ortogonais em R” Lais que
(b) Faga um desenho para ilustrar este resultado.

lu|=1ellv]l=1,entiod (u, v) =

36. Na figura dada, os vetores u, v e u— v formam um trifingulo em R * e 6denota o fingulo entre u e v. Pela lei dos cossenos da Trigonometria

decorre que

lu = vi? = fluli® + [[vlI* = 2flullfiv]| cos®

Vocé diria que esta férmula continua vélida se u e v sdo vetores em R"? Justifique sua resposta.

u FiguraEx-36

37. Decida se a afirmagdo dada € sempre verdadeira ou as vezes falsa. Justifique sua resposta dando um argumento 1dgico ou um contra-exemplo.

(a) Se |lu + v[]* = [JulP + ||¥|P. entdo u e v sdo vetores ortogonais.

(b} Se¢ u € ortogonal a v e a w, entdio u & ortogonal a v + w.
(c) Se u é ortogonal a v + w, entdio u é ortogonal a ve a w.
(d) Se Jlu—v||=0. entio u=v.

(e) Se ||k v|| = & ||v]]. entdio k = 0.

.
TRANSFOMACOES LINEARES DE
Rll EM R.f.ﬂ

Nesta secdo nds iremos comecar o estudo de funcées da forma
w = F(x), onde a varidvel independente x é um vetor em R" e a
varidvel dependente w é um vetor em R™. Estamos particular-
mente interessados em estudar uma classe especial de tais
fungdes, chamadas “transformacgées lineares.” As transfor-
macdes lineares sdo fundamentais no estudo da Algebra Linear e
tém muitas aplicagdes na Fisica, Engenharias, Ciéncias Sociais e
em udrios ramos da Matemdtica,

4.2

Fun¢oes de R" em R Lembre que uma fungiio € uma
regra f que associa a cada elemento de um conjunto A um, e
exatamente um, elemento de um conjunto B. Se f associa o ele-
mento b ao elemento a entido escrevemos b = f(a) e dizemos que
b ¢ aimagem de a por fou que f(a) ¢ o valor de fem a. O con-
junto A é chamado o deminie de fe o conjunto B ¢ chamado o
contradominio de f. A imagem de f ¢ o subconjunto de B con-
sistindo de todos os possiveis valores de f & medida que a per-
corre A. Para as fun¢es mais elementares, A ¢ B sdo conjuntos
de nimeros reais e entao dizemos que f € uma fungdo real de
uma varidvel real. Outras fungdes comuns ocorrem quando B é
um conjunto de nimeros reais ¢ A ¢ um conjunto de vetores em
R? ou R? ou, mais geralmente, em R”. Alguns exemplos sdo dados
na Tabela 1, a seguir.

Duas fungdes f, e f, sio consideradas iguais e escrevemos
f1 =/, se ambas t€m o mesmo dominio e f, (¢) = f, (a) para
qualquer a do dominio.

Funcoes de R" em R™ Se o dominio de uma fungdio £ ¢
R" ¢ o contradominio ¢ R™, entdo escrevemos f: R" — R" ¢ f¢é
chamada uma aplicagdo ou transformagéo de R" em R™ ; neste
caso, dizemos que a funcido leva ou aplica R" cm R™. As
funcdes da Tabela 1 séio transformacg@es para as quais m= 1. No
caso em que m = n, a transformagdo f: R" — R” ¢ chamada um
aperador de R". A primeira entrada na Tabela | ¢ um operador
de R.

Para ilustrar uma maneira importante pela qual podemos
construir transformagdes, suponha que f,, f,...., f,, sdo funcdes
reais de n varidveis reais, digamos

wy = fil{%1, %2, 0000 0)
wr = folXp X2, Xa)

Wy = fm(-tl- X3y e vnyXn)

Estas m equagdes associam um dnico ponto (w,, w,,..., w,) em
R™ a cada ponto (x, x,,..., x,) em R" ¢ portanto definem uma
transformacio de R* em R™. Denotando esta transformacio por
T,temos T: R" — R™ com

T (X, Xaons X ) = (g, W, 1)

EXEMPLO 1 Uma Transformacio de R?em R*

As equagdes
uw =X+ X2
wr = 3x1x2
2 2
Wi =Xy — X3

definem uma transformagio T : R? — R3. A imagem do ponto
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TABELA 1

Formula Exemplo Classificacdo Descricio

fx) flxy =2 Funcéo real de uma Funcdo de Rem R
variavel real

Sflx, y) flx,yy=x2 +32 Funcao real de duas Fungao de R® em R
varidveis reais

fle v 2) fle.y, 2)=x2+y?+ 22 | Funcéo real de trés Funcéo de R em R
varidveis reais

Fismn i) | Fapagcamx)= Fungéo real de n Funcio de " em R

xt+a5+ -+ x2 | varidveis reais

(x,, x,) por esta transformacfio € o ponto
Tixy, x2) = (&1 + x2, 3x03, .\'f — .l'g}

Assim, por exemplo, T(1,-2)=(-1,-6,-3).

Transformacdes Lineares de R” em R" No caso
especial em que as equagdes em (1) sdo lineares, a transformagiio
T: R" — R™ definida por estas equagdes é chamada uma fransfor-
magdo linear (ou um operador linear se m = n). Assim, uma trans-
formagfio linear T: R" — R™ € definida por equagdes da forma

wy = dyxy + dijaxs oo dppiy
wr = dyx) + anxz+ -+ dmdy (2)
Wy = 1 X1 + dp2Xs 4 -+ Gpp Xy
ou entdo, em notacdo matricial,
un ay) g ey Xy
wa dax  dn iy X3
=1 . . . (3)
Wy Aol B2 Trun An
ou, mais concisamente, por
wo=Ax (4)

A matriz A = [ a; ] € chamada a matriz candnica da transfor-
macio linear T e a transformagio T ¢ chamada multiplicagdo
porA.

EXEMPLO 2 Uma Transformac¢3o de R em R?

A transformagdo linear T : R* — R* definida pelas equagdes

w) = 2.T| = 3.1‘: + 13- 5.1'4

wr=dx+ x3—2na4+ xy (5)
w3 = 5x; — xp+4x;3
pode ser expressa em forma matricial como
X
wm] 2 -3 1 =57
X2
wr [=[4 1 -2 || (6)
X
s 5 -1 4 o™
X3

de modo que a matriz candnica de T ¢

2 |
A=|4 1 =2 |
5 -1 4

A imagem de um ponto (x,, X, X3, x,) pode ser calculada
diretamente das equacdes definidoras (5) ou da matriz (6) por
multiplicagio matricial. Por exemplo, se (x;, x,, Xx; x,) =
(1, -3, 0, 2) entdo, substituindo em (5), obtemos

wy=low=3m=8
(verifique) ou entio, alternativamente, por (6) obtemos
1

w 2 -3 I -5 3 |
wr | = 4 1 -2 1 0 =13 ¢
wsz 5 -1 4 0 5 8

Algumas Questoes de Notagdo SeT:R'"—> R"6a
multiplicacao por A e se € importante enfatizar que A ¢ a matriz
candnica de T, nds escreveremos a transformacgiio linear
T:R'"— R"como T, : R" — R". Assim,

T, (x)=AxX (N

Nesta equagio deve ficar claro que entendemos o vetor x em R"
como uma matriz-coluna.

As vezes € impraticdvel introduzir mais uma letra para
denotar a matriz candnica de uma transformacio linear 7: R" —
R™. Nestes casos nos denotaremos a matriz candnica de T pelo
simbolo [T ]. Com esta notacfio, a Equacio (7) assume a forma

T(x)=[T]x (8)

Ocasionalmente, misturamos as duas notagbes para a matriz
candnica, quando entdo teremos

[ry1=4 €]

OBSERVACAQ. No meio de toda esta notagiio ¢ importante nio
esquecer que nos estabelecemos uma correspondéncia entre as
matrizes m X n ¢ as transformagdes lineares de K" em R™: A cada
matriz A corresponde uma transformacdo linear T, (multiplicacdo
por A) e a cada transformacio linear T: R" — R" corresponde uma
matriz [T ] de tamanho m X n (a matriz candnica de T').



A Geometria das Transformacdes Lineares
Dependendo de como encaramos uma n—upla, se como um
ponto ou um vetor, o efeito geomélrico de um operador
T: R"— R" ¢ o de transformar cada ponto (ou velor) de R" em
algum novo ponto (ou vetor) (Figura 4.2.1).

t\'-"(!}

\ Tix) L

(a) T leva pontos em pontos
Figura 4.2.1

(b) T leva vetores em vetores

EXEMPLO 2 A Transformacdo Nula de R” em R"

Se 0 ¢ a matriz zero m X n e se 0 € o vetor nulo de R™ entdo, para
cada vetor x em R " temos

T,(x)=0x=0
de modo que a multiplicagio por zero leva cada vetor em R" no
vetor nulo de R™. Nds chamamos T}, a transformacio nula ou

zero de R" em R™. As vezes a transformaciio nula ¢ denotada por
0. Embora isto seja a mesma notagfio usada para a matriz zero,
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EXEMPLO 4 O Operador Identidade de R"

Se I ¢ a matriz identidade n X n, entdo, para cada vetor x em R"
temos
T(x)y=Ix=x

de modo que a multiplicagio por [ leva cada vetor em R" em si
mesmo. Nos chamamos 7, o operador identidade de R". As
vezes o operador identidade € denotado por /. Embora isto seja
a mesma notagio usada para a matriz identidade, a interpretagiio
correta fica, geralmente, clara pelo contexto. ¢

Entre 0s operadores lineares mais importantes de R? ¢ R?
estio os que produzem rellexdes, projecdes e rotagdes. Agora
nds passamos a estudar esles operadores.

Reflexdes Considere o operador T: R* — R® que aplica

cada vetor na sua imagem siméirica em relagio ao eixo y
(Figura 4.2.2).

Figura 4.2.2

Se escrevermos w = T(x), entdio as equagdes relacionando
0s componentes de x e de w sdo

w) = =x = =x 4 0y

a interpretag¢@o correta fica, geralmente, clara pelo contexto, ¢ wr= y=0x+ y (10)
TABELA 2
Matriz
Operador Tlustracio Equagdes Candnica
Reflexdo em torno W= —x -1 0
do eixo y W= ¥ 0 1
(x.y) = z
X

Reflexiio em torno ¥ & w= X | 0
do eixo x x/ 1 Wy = =y 0 =]

| X

I >

|

wet | My

Reflexdo em torno wp=y 0 1
daretay=x w=T(x) Wy=2x 10
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TABELA 3
Matriz

Operador Nustracio Equacies Candnica
Reflexio em torno W= X E 0 0]
do plano xy Wo= ¥ 0 l 0

Wy=-—z2 0 0 -1
Reflexdo em torno | (v, -y, 2) 2 (nyz) W= x 1 a8 g
do plano xz 1 Wa = —y 0 -1 0

W= Z | 0 0 iy
Reflexdo em torno Wy =—x -1 0 0
do plano yz W= ¥ 0 1 0

W3 = I 0 0 |

ou, em formato matricial, reflexdes. Estes operadores sio lineares. As Tabelas 2 e 3 listam

o algumas das reflexdes mais comuns.
w - X
[Irr:] = [ 0 J E\'] (] ])

Como as equagoes em (10) sdo lineares, T ¢ um operador lincar

Projecdes Considere o operador 7: R — R? que leva cada
vetor na sua projeciio ortogonal sobre o eixo x (Figura 4.2.3). As

; s 7 equagoes relacionando os componentes de x e de w = T (x) siio
e, por (11), a matriz candnica de T ¢ quac * p x)
wp=x= x+0y
[T]= = wy = 0=0x + 0y (12)
o1

ou, em formato matricial,
Em geral, os operadores em R* e R* que levam cada vetor em seu w 1 0[x
simétrico em relagdo a alguma reta ou plano $do chamados de [ ] = [g n} [ }

(13)

iy ¥

TABELA 4

Matriz
Operador Tlustracao Equagdes Candnica

wi=Xx [] 0]
wy =0 0 0

Projec¢io ortogonal
sobre o eixo x

Projecio ortogonal ¥ wy =0 00
sobre o eixo y (0, y)jr____ (x. %) Wy =y 0 1

w X

Y




Capitulo 4 - Espacos Vetoriais Euclidianos » o « 141

TABELAS
Matriz

Operador lustracio Equagdes | Candnica
Projec¢do ortogonal z Wi =X 1 0 0
sobre o plano xy Wy=y 01 0

wy =0 000
Projec¢éo ortogonal Wy =X 1 0 0
sobre o plano xz Wy =0 00 0

Wy=2 00 1
Projecdo ortogonal wy =0 0 0 0
sobre o plano yz Wy =y 010

wy=2 0 0 1

(x.¥)

7
-—————
-

| w

)
Figura 4.2.3

Como as equagdes em (12) sdo lineares, T € um operador linear
e, por (13), a matriz candnica de T ¢

mels

Em geral, uma proje¢do (ou, mais precisamente, uma projecdo
ortogonal) de R* ou R* ¢ qualquer operador que leva cada vetor em
sua projecdo ortogonal sobre alguma reta ou algum plano pela
origem. Pode ser mostrado que tais operadores sio lineares. As

as férmulas para as rotagdes de R2. Para mostrar como deriva-
mos estes resultados, considere o operador que gira cada vetor
no sentido anti-hordrio por um angulo positivo @ fixado. Para
encontrar as equagdes relacionando x com w = T (x), seja ¢ o
dngulo entre x ¢ 0 €1X0 x POSINVO € $¢ja r O comprimento comum
de x e de w (Figura 4.2.4).

w= ()

Figura 4.2.4

Por trigonometria bdsica,

. ity sl P x=rcosg, y=rseng (14)
Tabelas 4 ¢ 5 listam algumas das mais basicas projecdes em R e R°.
e
Rotacdes Um operador que gira cada vetor em R? por um
dngulo fixado @ ¢ chamado uma retagéde em R*. A Tabela 6 dd wy =reos(f +¢),  wr=rsen(d +¢) (15)
TABELA 6
Matriz
Operador llustracédo Equagdes Canénica
Rotacao pelo (wy, 105) wy =xcos 8 —ysend cos@ —send
angulo 6 Wy =xsen@+ y cos @ sen@ cos 0
(x. )
X
I
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Aplicando identidades trigonométricas a (15), resulta

w) = rcostcos¢ — rsend seng
wy = rsenf cos ¢ + reosd send
¢ substituindo (14) resulta
uy = xcost — yvsenf

(16)

wy = xsenfl + ycosé

As equaces em (10) sdo lineares, de modo que 7 ¢ um operador
linear; além disto, segue destas equagdes que a matriz candnica

deT¢
(7] = [cosrf

—send
sen i

cos fl

EXEMPLO 5 Rotacao

Se cada vetor em R? € rodado por um angulo de 7/ 6 (= 30°),
entdio a imagem w de um velor

[

Por exemplo, a imagem do vetor

o

-

I
|
et

L

z

I
+ o
by

Em geral descrevemos uma rolagdo de vetores em R em
relagio a um raio partindo da origem, chamado o eixo de
rotacdo. A medida que um vetor gira em tomo do eixo de
rotacdo ele varre uma por¢do de um cone (Figura 4.2.5¢). O
dngulo de rotacdo, que € medido na base do cone, € descrito
como sendo no sentido “hordrio™ ou “anti-hordrio” em relacéo a
um ponto de vista ao longo do eixo de rotagio olhando para a
origem. Por exemplo, na Figura 4.2.5a o vetor w resulta da
rotagdo no sentido anti-hordrio do vetor x em torno do eixo ! por
um angulo de 6. Assim como em R?, 0s dngulos sio positivos se
gerados por rotagfes no sentido anti-hordrio e negativos se ge-
rados por rotagdes no sentido hordrio.

A maneira mais comum de descrever um eixo de rotagio
geral ¢ especificando um vetor ndo-nulo u com ponto inicial na

5
. origem e apontando ao longo do eixo de rotagiio. O sentido anti-
V3 ety hordrio para a rotagfio em torno do eixo pode entdio ser determi-
o cosx/6 —senm/6][x] _[v3/2 —1/2|[x] | 2 2 nado pela “regra da mao direita™ (Figura 4.2.5b): Se o polegar
T lsenm/6  cosw/6l [v] T | 12 2| ly) T da mao direita aponta na direcdo e sentido do vetor u entdo os
St dedos da mio fechada apontam no sentido anti-hordrio.
TABELA 7
Matriz
Operador Ilustracdo Equacio Candnica
Rotagio wp=x 1 0 0
anti-hordria em wa=vycosB — zsen 8 0 cosf@ -—senf
torno do eixo.x wy=ysen@ +zcos 0 0 sen@ cos @
positivo por um
angulo @
Rotagéo wy=xcos@+zsend cos@ 0 senf
anti-horaria em Wy =y 0 1 0
torno doeixoy wy=-—xsenb +zcos@ —sen@ 0 cos@
Positivo por um
angulo @
Rotagio wy=xc0s 6 —ysenf cos® -—-senf O
anti-hordria em wy=xsent +ycosd sen@®  cos@ 0
tOl’l:lf.:! do eixo z Wy=2 0 0 1
positivo por um
dngulo @




Retagdo no sentido
anti-horério

2 (Eixo de rotag@o} 2

(@) Angulo de rotagao
Figura 4,2.5

(b)Y Regra da mao direita

Uma rotagdio em R® & um operador linear que gira cada
vetor em R* em torno de algum eixo de rotag@o por um dngulo
fixado 6. Na Tabela 7 nds descrevemos as rotagdes em R3 cujos
eixos de rolagdo sio os eixos coordenados positivos. Para cada
uma destas rotagdes, um dos componentes permanece inalterado
durante a rotag@o ¢ a relagfio entre os dois outros componentes
pode ser deduzida da mesma maneira que deduzimos (16). Por
exemplo, na rotagio em torne do eixo z, os componentes z de X
e de w = T (x) sdo os mesmos e 0s componentes x € y estao rela-
cionados como em (16). Isto fornece as equagdes de rotagio
mostradas na dltima coluna da Tabela 7.

Observamos, para completar, que a matriz candnica da
rotaciio anti-hordria por um dngulo 8 em torno de um eixo em
R3, determinado por um vetor arbitrdrio mas unifdrio u =
(a, b, ¢) com ponto inicial na origem, é

a’(1 —cosf) +cosf  ab(l —cosfl) —csenfl ae(l — cosd) + bsend
ab(l —cos®) + csent?  b*(1 —cosf) +cost  be(l —cost) — asen @
be(l —costh) +asent! (1 = cosdl) + cosd

(an
A deducio desta matriz pode ser encontrada no livro intitulado
Principles of Interactive Computer Graphics, de W. M. Newmann
e R. F. Sproull, editado em 1979 pela McGraw-Hill, de Nova
lTorque. O leitor pode achar instrutivo deduzir os resultados da
Tabela 7 como casos especiais deste resultado mais geral.

ac(l —costl) — bsent)

Dilatacdes e Contracdes Sc k é um escalar nio-ne-
gativo, entiio o operador T (x) = k x de R? ou de R* ¢é chamado
uma homotetia de razdo k; especificamente, o operador € uma
contraciio de razdo k se 0 < k < 1 e uma dilatagdo de razio k
se k = 1. O efeito geométrico de uma contragio ¢ comprimir
cada vetor por um fator k (Figura 4.2.6a) ¢ o efeito geométrico
de uma dilatagiio € esticar cada vetor por um fator & (Figura
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4.2.6b). Uma coniragiio comprime R > ou R ? uniformemente de
todas as dire¢des na diregiio da origem e uma dilatagfio expande R*
ou R? uniformemente em todas as direges para longe da origem.

T(x) = kx

T(x) = kx

() 0k <1 (b) k>1

Figura 4.2.6

A contraglio mais extrema ocorre com k = 0, caso em que
T (x) = k x reduz ao operador nulo 7' (x) = 0, que comprime cada
vetor a um unico ponto (a origem). Se k= lentdo 7T (x) =k x
reduz ao operador identidade T (x) = x, que deixa cada vetor
inalterado: isto poderia ser considerado tanto uma contraciio
quanto uma dilatacdo. As Tabelas 8 ¢ 9 listam as contragdes ¢
dilatagdes em R? ¢ R,

Composicao de Transformacdes Lineares Se
T,:R"— R*eT,: R*— R™sio transformagoes lineares ento,
para cada x em R" nés podemos calcular, primeiro, T, (x), que ¢
um vetor em R* e depois calcular Ty (T, (x)), que € um vetor em
R™. Assim, a aplicacio de T, seguida de Ty produz uma trans-
formagio de R" em R™. Esla transformagdo € chamada a com-
posi¢do ou a composta de Ty com T, e € denotada por Ty o T,
(podemos ler “Ty, bola T, ™). Assim,

(Tg o TA)(x) = Tp(T4(x)) (18)
A composta Ty o T, € linear pois
(Tg o Tadx) = Tp(Ta(x)) = B(AX) = (BA)X (19

de modo que T o T, € amultiplicagao por B A, que ¢ uma trans-
formagdo linear. A Formula (19) também nos diz que a matriz
candnicade T, o T, é B A. Isto pode ser dito pela férmula

(20)

TpoTy=Tg

OBSERVACAO. A Formula (20) captura uma idéia importante:
Multiplicar matrizes é equivalente a compor as correspondentes

TABELA 8
Matriz
Operador Tlustragio Equagdes Canénica
Contracdo de ¥ s wy=kx
g ey
fator k em R? o . wy = ky
(0<k<) i UE L X
: o 4]
Dilatacio de LY w s (kx.ky) wy = kx 0 k
fator £ em R? X 527 (x. y) wy = ky
k=1 :
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TABELA 9
Matriz
Operador Ilustragdo Equacdes Canonica
Contragio de z w, =kx
fator k em R* - ) wa = ky
Os<sk=<1) w (kx. ky. k) ws =kz
k00
. 0 kK O
Dilatagio de z (kx, ky, kz) wy = kx 0 0 k
fator k em R* .“/n wy = ky
(kz I) A (x,¥.2) wy =Kz
s ;
.t/

transformagdes lineares, formando os fatores da direita para a
esequerda.

Existe uma forma alternativa para a Fdérmula (20): Se
T,:R" = R*e T,: R* = R sdo transformagdes lineares, entiio
temos

[ToTi] =[T2]IT1] (21)

pois a matriz candnica da composta 7, ¢ T, é o produto das
matrizes canbnicas de Ty e de T'.

EXEMPLO 6 Composicao de Duas Rotacoes

Sejam T, :R* = R* e T,: R = R? operadores lineares que rodam
0s vetores por dngulos 8, e 6, respectivamente. Assim, a operagio
(e T =T, (T(xn
primeiro roda x por um dngulo 8, e entdo roda T,(x) por um
angulo 8,. Segue-se que o efeito liquido de T, = T, € rodar cada

vetor em R? por um dngulo 6, + 6, (Figura 4.2.7).

Y

TAT(x ey e
ADE) s Tt
\\
™,
N
0, A+ 0, x
72
8'

X

Figura 4.2.7

Assim, as matrizes candnicas destes operadores lineares sdo

56— sen# s iy
(1] = [cna i sen I}' ol = [cos hy

— sen fy
senfl cos ) sen fa i

COs iy
cos(ly + th)

IT'onui=[

—sen{fh + th)
sen{Hy + #1)

cos(f) + 6)

Estas matrizes deveriam satisfazer (21). Com a ajuda de algu-
mas identidades trigonométricas basicas, podemos mostrar que
isto realmente ocorre:

=senéh | [cost

cosfh | | senfh
_ [costhcosty —senfysenth —(cosdy sen by 4 sen 2 cos )
" | sen B3 cos#y + cos @ sendl; —sen b sen 8 + cos f cos ¢

cos {fy

Ao — sen f
Ih"ﬁl=[ i

senfls cos

_ cos(fy + )
= Lsen(#) + 6n)

=1Tz0T] *

—senlf) + )
cOs(hy + fh)

OBSERVACAO. Em geral, € importante a ordem pela qual compo-
mos transformacoes lineares. Isto era de se esperar, pois compor
transformag®des lineares corresponde a multiplicar as correspon-
dentes matrizes candnicas ¢ nods sabemos que € relevante a
ordem na qual multiplicamos matrizes.

EXEMPLO 7 A Composicdo ndo € Comutativa

Sejam T, : R* — R a reflex@o em torno da reta y = x ¢
T, : R* = R? a projegiio ortogonal sobre o eixo y. A Figura
4.2.8 ilustra graficamente o efeito distintoque T, ¢ T,e T, o T,
tém sobre um vetor X. Esta mesma conclusio pode ser alcanga-
da mostrando que as matrizes candnicas de T, ¢ 7, ndo comu-

tam:
0 1770 0 0 1
I?"lo?"zI=IT:IITzI=[l 0] [n I}z[{l U]
0 0]f0 1 0 0
Iif"zo?"nlzll"z]IT:I:[0 I][I 0}:[| ﬂ]
de modo que [T, o 7|1 # [T, o T,]. *



¥ ¥y
Tix) y=x y=x
L))
Ty (%) pat—— e ——
-("}A{ .
"\
X X
Ty (T>(x))
(a) Too T (b) TyoT2

Figura 4.2.8

EXEMPLO 8 A Composicio de Duas Reflexdes

Scjam T, : R* = R* a reflexdio em torno do cixo y ¢ T, ; 2 — R?
a reflexdio em torno do eixo x. Neste caso, Ty o T, € }"2 o T, sio
idénticas; ambas aplicam cada velor x = (x, ;) em seu negativo
—x=(—x,—v) (Figura 4.2.9):

(T o Ta)(x, y) = Ti(x, —=y) = (=x, —¥)

(2o T)x, ) = Ta(=x, p) = (=x. —»)

j ¥
X (x. ¥}
|
I
I x
. 15(x) |
1,(150x) i
(—=x, =) - " x-y)
(a) Ty T2
AY
Y e (x.¥)
} Tyix) X
I x
|
I
T‘s_“'|{‘))
(=x.-¥)
(b)y TT
Figura 4.2.9

Avigualdade de T, 0o T, ¢ T, o T, também pode ser deduzida
mostrando que as matrizes candnicas de T, ¢ T, comutam:

lT|cT:I=|T;II?':I=[_{1} ﬂ L'] j]”[—clj _ﬂ
1?‘:0:*'.1:|7':||'n|:[:} _ﬂ [_E', ?]:[_; _ﬂ

O operador 7(x) = = x em R? ou R® é chamado reflexdo em
torno da origem. Como mostram as contas acima, a matriz
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candnica deste operador em R* ¢
-1 0
=[]
¢

Composicdo de Trés ou Mais Transformacdes
Lineares A composiciio também pode ser definida para trés
ou mais transformagdes lineares. Por exemplo, considere as
transformagdes lineares

Ti: R" — R*,

TR > R, TuR > R"

Nés definimos a composta (73 o T, o T;): R" — R" por

(T30 T2 0 Tj)(x) = T3(N(Ti(x)))

Pode ser mostrado que esta composi¢iio ¢ uma transformacio
lincar ¢ que a matriz candnica de Ty o T, o T esid relacionada
com as matrizes candnicas de T\, T e T por

[Tz e 20 T] = [TIT2]1[Ti] (22)

que generaliza (21). Se as matrizes candnicas de T, T, e T sdio
denotadas por A, B e C, respectivamente, entao nos também
temos a seguinte generalizagdo de (20):

T(OTQOTA = TCB,.J,

(23)

EXEMPLO 9 Composicao de Trés
Transformacdes

Enconitre a matriz candnica do operador linear T : R* — R® que
primeiro roda um vetor no sentido anti-hordrio em torno do eixo
z por um éngulo 8 e depois reflete o vetor resultante em torno
do plano yz ¢ finalmente projeta este vetor ortogonalmente sobre
o plano xy.

Solugdo.
A transformacao linear T pode ser expressa como a composiciio
T=ToT,0T,

onde T, € a rota¢io em torno do ¢ixo z, T, € a reflexiio em torno
do plano yz e Tg ¢ a projeciio ortogonal sobre o plano xy. As
matrizes candnicas destas transformagdes lineares, pelas
Tabelas 3, Se 7, sdo

costl —sent 0 -1 0 0 1 0 0
[Ti] = | sen® cosf 0], I1:] = 01 0 I=|0 1 0
0 0 1 00 1 000

Assim, por (22), a matriz candnica de T € [T ] = [T5] [T5] [T,];
ou seja,

-

0 cosfl —senfl ()
0] | sen ﬂ cosfl 0
1 0 1

-1 0
ITI=|0 I 0 01
0

0 0 0

=cosfl  senfl
- w:m‘: cusf.i
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14.

15.

L Conjunto de Exercicios 4.2

. Encontre o dominio e o contradominio das transformagdes definidas pelas equagdes dadas e determine se a transformacio ¢ linear.

(a) wy =3x; — 2xs + 413 (b) wy =2xpx0 — 12 (¢) wy = 5% — X2+ 13 (d) wy = x7 —3x; + x5 — 21y
wry =5 —8x 4+ x3 = x; +3nx wr = —Xx; + X2+ Tx;z wy =3y —4x, —al 4+ xy
w3 = X -+ Xa uiy = 21’] —'41'2 - X3

. Encontre a matriz candnica da transformaciao linear definida pelas equagocs.

T R S R R R G L i s R
wy =3x; 4+ 510 —x Wy = — x4 5x e =2 mEats
b R B 2 22 gl wy = 51 — Tx2 wy =X+ X2+ x3

wi=4x) +Tx: — X3
3 ’ i 3 Wy =X+ X2+ X3+ x4

. Encontre a matriz candnica da transformacdio linear T : R* — R* dada por

wy = 3x; + 5x3 — X3
wy =4y — x4+ 13
wy =3x + 2x; — 3
¢ em seguida caleule 7' (- 1, 2, 4) por substituiciio direta nas equagdes ¢ também por multiplicagio matricial.
Encontre a matriz candnica do operador linear T definido pela férmula.
(@) Tixy,x2) = (2x; —x2,x; +x2) (b) T(xy, x2) = (x1,x2)
(e} Ti(x,x2, x3) = (3] + 2x7 + x3, X + 5x7, X3) (d) T(xy,xa, x1) = (dx;, Txa, —8x3)
Encontre a matriz candnica do operador linear T definido pela férmula.
(a) Tixy,x2) = (x2, —xp, & + 302, 0 — 22)
(b) Tixy,xz, x5, x40 = (7o) + 22 = x3 4 x4, X2 + x5, =x1)
(e) Tixp, %2230 =1(0,0,0,0,0)
(d) T{xy,x2, X3, x4) = (x4, Xq, X3, X2, X — X3)

Em cada parte é dada a matriz candnica [T ] de uma transformacio lincar T. Use a matriz para obter T (x). [Expresse as repostas em forma-

1o matricial. ]

1. 2 3 -1 2 0 e
(@ IT]= 3 4t *=| o b) [T]= 4 B 1
> 3

-2 1 4 x -1 1

@ITI=| 3 5 1|ix=|x (@ (T1=| 2 4;x=['t':|
6 0 -1 X3 TR

Em cada parte use a matriz candnica [T ] para obter T (x); em seguida, confira seu resultado calculando T (x) diretamente,

(a) T(x;,x2) = (—x;+x2,:);x=(-1,4)

(b) T(xj,x2,x3) =2y =+ a3, 024+ 23,0 x= (2,1, =-3)

Use multiplicagio matricial para encontrar a reflexio de (- 1. 2) em torno

{a) do eixo x (b) do eixo ¥ (c)daretay=x

Use multiplicagiio matricial para encontrar a reflexdo de (2, - 5, 3) em torno do

{a) plano xy {b) plano xz (c) plano yz

Use multiplicagdo matricial para encontrar a projecio ortogonal de (2, — 5) sobre o

(a) eixo x (b) eixo y

Use multiplicagio matricial para encontrar a projecdo ortogonal de (— 2, 1, 3) sobre o

(a) plano xy (b) plano xz (c) plano yz

Use multiplicagdo matricial para encontrar a imagem do vetor (3, — 4) quando for girado por um dngulo de
(a) @ =30° (b) 8 =-60° (c) @ =45° (d) 8 =90°

. Use multiplicagéio matricial para encontrar a imagem do vetor (- 2, 1, 2) quando for girado por

(a) 30% em torno do eixo x

(b) 45° em torno do eixo ¥

{c) 90° em torno do eixo z

Encontre a matriz candnica do operador linear que roda um vetor em R* por um dngulo de — 60° em torno do
{a) eixo x (b) eixo y (c) eixo z

Use multiplicagio matricial para encontrar a imagem do vetor (- 2, 1, 2) quando for girado por

(a) = 30% em torno do eixo x
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(b) = 45% em torno do eixo y
{c) — 907 em torno do eixo z
Encontre a matriz candnica para a composiciio dada de operadores lineares de R*.
(a) Uma rotagéo de 90° seguida de uma reflexio em torno da reta y = x.
(b) Uma projecio ortogonal sobre o eixo y seguida de uma contragio de raziio k = % ‘
(¢) Uma reflexiio em torno do eixo x seguida de uma dilata¢ao de razao k = 3.
Encontre a matriz candnica para a composi¢io dada de operadores lineares de R%,
(a) Uma rotagao de 607, seguida de uma projegdo ortogonal sobre o ¢ixo x, seguida de uma reflexdo em torno da reta y = x.
(b) Uma dilataco de raziio & = 2, seguida de uma rotacio de 45°, seguida de uma reflexiio em torno do eixo y.
{c) Uma rotagio de 15°. seguida de uma rotagao de 105°, seguida de uma rotagio de 60°.
Encontre a matriz candnica para a composiciio dada de operadores lineares de R,
(a) Uma reflexdo em torno do plano yz. seguida de uma proje¢iio ortogonal sobre o plano xz.
(b) Uma rotagiio de 45° em torno do eixo y. seguida de uma dilatagio de razio k= /2.
(¢) Uma proje¢do ortogonal sobre o plano xy, seguida de uma reflexiio em torno do plano yz.
Encontre a matriz candnica para a composigio dada de operadores lineares de R*.
o3 . . 5 . . =% - I
(a) Uma rotagio de 30” em torno do eixo x, seguida de uma rotagio de 30° em torne do eixo z, seguida de uma contragio de razio k= 3.
(b} Uma reflexao em torno do plano xy, seguida de uma reflexao em torno do plano xz, seguida de uma projegio ortogonal sobre o plano yz.
(¢) Uma rotagiio de 270° em torno do eixo x, seguida de uma rotagio de 90° em torno do eixo y, seguida de uma rotagio de 180° em torno
do eixo z.

Determinese I, c 1, =T, 0 7).
(a) T,:R*— R’ ¢ a projeciio ortogonal sobre 0 eixo xe T, : R* — R? € a proje¢dio ortogonal sobre o eixo y.
(b) 7, :R* = R*é arotacio por um dngulo 6, e T, : R* = R é a rotagio por um dngulo 6,
(c) T,: R*— R*¢ a projecdo ortogonal sobre o eixo xe 751 B2 — R € a rotagdo por um angulo 6.
Determinese T\ o 1, =1, 0 7).
(a) T,: R — R éadilatagio de razio ke T, : R* — R* € a rotagiio em torno do eixo z por um dngulo 6.
(b) T,:R*— R*¢ arotagio em torno do eixo x por um dngulo 8, ¢ T, : B* — R* € a rotagio em torno do eixo z por um dingulo 8,.
Definimos as projecées ortogonais de R* sobre os eixos x, y e z, respectivamente, por

Ti(x, v, 2)=(x,0,0, Tax,y»2)=(0,50, Tix, y,2=(00z

{a) Mostre que as projecdes ortogonais sobre os ixos coordenados sdio operadores lineares ¢ encontre suas matrizes candnicas.

(b) Mostre que se T : R* — R* & uma projeg¢iio ortogonal sobre um dos eixos coordenados. entiio os vetores T (x) € x = T (x) sdo velores
ortogonais, para cada vetor X em R

(c) Faga um esbogo indicando x e x — T (x) no caso em que T € a projeciio ortogonal sobre o eixo x.

Deduza as matrizes candnicas para as rotagdes em torno do eixo x. do eixo y e do eixo z de R* a partir da Férmula (17).

Use a Férmula (17) para encontrar a matriz candnica de uma rotagao de 90° em torno do cixo determinado pelo vetor v = (1, 1, 1)

[Observaciio. A Férmula (17) exige que o vetor que define o eixo de rota¢io tenha comprimento 1.]

Verifique a Férmula (21) para as transformagdes lincares dadas.

(a) Tilxp,x2) = (X1 4+ x2.x1 —x2) e Talx, x2) = (3x,, 2x; +4x2)

(b) Tixp, x2) = (dx), =2x, 4+ x2, —x; = 3x2) e Talx), X2, x3) = (0 + 26— 23, 41, — 13)

(€) Ti(x;.x2, x3) = (=X 432, =X 4+x3, —x3+%) e Talxy, X2, x3) = (—2x;, 3x3, —4xa)

Pode ser provado que se A ¢ uma matriz 2 X 2 com det (A) = 1 e tal que os vetores-coluna de A sdo ortogonais e tém comprimento 1, entio
a multiplicagdo por A € a rotagio por algum dngulo 8. Verifique que

—1/v2 —1/2
1/vZ2 —1/2

satisfaz as condigbes enunciadas e encontre o ingulo de rotagio.
O resultado enunciado no Exercicio 26 também vale em R*: Pode ser provado que se A ¢ uma matriz 3 X 3 com det (A) = 1 ¢ 1al gue os vetores-
coluna de A séo dois a dois ortogonais e tém comprimento 1, entéio a multiplicagiio por A ¢ a rotagiio em torno de algum eixo de rotagio por
algum dngulo 8 Use a Férmula (17) para mostrar que se A satisfaz as condigdes enunciadas, entdo o ingulo de rotagio satisfaz a equagio
tr{A) — 1

2
Seja A uma matriz 3 % 3 (nao a identidade) que satisfaz as condi¢Ges enunciadas no Exercicio 27. Pode ser mostrado que se x é um vetor nao-
nulo qualquer em R entiio 0 vetor u=A x + A" x + [1 = tr (A)] x determina um eixo de rotagio quando u € posicionado com seu ponto ini-
cial na origem. [Ver o artigo The Axis of Rotation: Analysis, Algebra, Geomerry, por Dan Kalman, em Mathematics Magazine, Vol, 62, No.
4, Outubro de 1989.]
(a) Mosire que a multiplicagdo por

A=

cosd =
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b Ee ==
E BT F e
Sl Sl= Sl

¢ uma rotacio.

(b) Encontre um vetor de comprimento 1 que define um eixo da rotagio.
(¢) Use o resultado do Exercicio 27 para encontrar o dngulo de rotaciao em torno do eixo obtido na parte (b).

Discussao e Descoberta

29. Descreva em palavras o efeito geométrico de multiplicar um vetor x pela matriz A.

@A=| A=

[2 0] (2 0]

30. Descreva em palavras o efeito geométrico de multiplicar um vetor x pela matriz A.

> o

{a) A= _0 3— by A=

(V312 —172
112 /372

31. Descreva em palavras o efeito geométrico de multiplicar um vetor x pela matriz

[{:as1 # — sen*d
A

—2senficosf
2senf cost

:
cos® @ — sen” 8

32. Se a muliiplicagiio por A roda um vetor x do plano xv por um ingulo @, qual é o efeito de multiplicar x por AT ? Explique seu raciocinio.

4.3 PROPRIEDADES DAS
TRANSFOMACOES LINEARES DE
R"EM R”

Nesta secdo nds vamos investigar a relacdo entre a invertibili-
dade de uma matriz e propriedades das correspondentes trans-
formacdes matriciais. Nés também iremos obter uma caracteri-
zacdo das transformacdes lineares de R" em R™ que serd a base
para as transformacdes lineares mais gerais que serdo abordadas
em secoes subseqiientes e discutiremos algumas propriedades
geométricas dos autovetores.

Transformacdes Lineares Injetoras  As transfor-

magdes lineares que aplicam vetores (pontos) distintos em
vetores (pontos) distintos sio de especial importincia. Um
exemplo de uma tal transformagio € o operador linear 7: R? —
R? que roda cada vetor por um dngulo 8. E obvio, geometrica-
mente, que se u e v sio vetores distintos em R* entiio também os
vetores girados T (u) e T (v) sao distintos (Figura 4.3.1).

¥

Figura 4.3.1 Os vetores distintos u e v sdo girados em vetores
distintos T{u) e T(v).

Contrastando com este efeito, se T: R — R? € a projeciio
ortogonal de R* sobre o plano xy, entfio pontos distintos na
mesma reta vertical s@o levados num mesmo ponto do plano xy
(Figura 4.3.2).

Figura 4.3.2 Os pontos distintos P e @ siio levados no mesmo
ponto M.

lefinicac

Uma tranformagio linear T : R" — R™ ¢ dita injetora se T
aplica vetores (pontos) distintos de R" em velores (pontos)
distintos de R™.

OBSERVACAO. Segue desta defini¢iio que para cada vetor w na
imagem de uma transformagiio linear injetora T existe exata-
mente um tnico vetor x tal que T (x) = w.



Na terminologia da defini¢io que acabamos de dar, a rolagao da
Figura 4.3.1 € injetora mas a projegio ortogonal da Figura 4.3.2
nio o é, *

Sejam A umamatrizn X n e T R" — R" a multiplicacio por
A. Agora vamos investigar as relagdes entre a invertibilidade de
A e propriedades de T,.

Lembre do Teorema 2.3.6 (com w no lugar de b) que as
seguintes afirmacdes sio equivalentes:

e A ¢ invertivel.

s Ax =w ¢ consistente para cada matriz n x 1 w,

¢  Ax =w lem exatamente uma solugdo para cada matriz
nxlw,

No entanto, a dltima destas alirmagses € mais forte do que €
necessidrio. Podemos mosirar que as seguintes afirmagdes sio
equivalentes (Exercicio 24):

s A ¢ invertivel.

e Ax=w ¢ consistente para cada matriz n X 1 w.

* Ax=w tem exatamente uma solugfio quando o sistema
¢ consistente.

Transladando estas afirmagdes para o contexto do operador li-
near T,, deduzimos que as seguintes afirmaces sio equiva-
lentes:

s A éinvertivel.

»  Para cada vetor w em R" existe um vetor x em R* tal que
T,(x) = w. Dito de outra forma, a imagem de T, € todo
R,

e Para cada vetor w da imagem de T, existe exalamente
um vetor x em R" tal que T,(x) = w. Dito de outra
forma, T, ¢ injetora.

Resumindo, estabelecemos o seguinte leorema sobre operadores
lineares de R".

Afirmacdes Equivalentes

Se A é uma matrizn Xne T, : R" = R" é a multiplicagdo
por A, entdo as seguintes afirmagdes sdo equivalentes.

(ci) A € invertivel.
(b)Y A imagem de T, é R".
(c) T, € injetora.

EXEMPLO 2 Aplicando o Teorema 4.3.1

No Exemplo 1 nds observamos que a rotagio T: R — R? ilustra-
da na Figura 4.3.1 ¢ injetora. Segue pelo Teorema 4.3.1 que a
. v . - -

imagem de T deve ser todo o R® e que a matriz canonica de T
deve ser invertivel. Para mostrar que a imagem de T € todo o R?,
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nés devemos mostrar que cada velor w em R é a imagem de
algum vetor x por 7. Mas isto claramente ocorre, pois o vetor X
obtido girando w por um dngulo de -8 é levado em w quando
girado por um dngulo 6. Além disto, pela Tabela 6 da Segio 4.2,

l

a matriz candnica de T ¢

(7] cosfl  —senfl
| sen® cos 0
que € invertivel, pois
cosfl  —send) i iy
det]T] = =cos 4 sen“f=1#0 *
sen#t  cos#

EXEMPLO 2 Aplicando o Teorema 4.3.1

No Exemplo 1 nds observamos que a projegio T : R* — R®
ilustrada na Figura 4.3.1 ndo € injetora. Segue pelo Teorema
4.3.1 que a imagem de T ndo pode ser todo o R* e que a matriz
candnica de T ¢é ndo-invertivel, Para mostrar que a imagem de T
nfio ¢ todo 0 R?, nés devemos encontrar um vetor w em R? que
ndo é imagem por T de nenhum vetor x. Mas qualquer velor w
fora do plano xy tem esta propriedade, pois todas as imagens por
T estdo no plano xy. Além disto, pela Tabela 5 da Segfio 4.2, a
matriz candnica de T ¢

1 00
[T]=]|9 1 0
000
que niio € invertivel, pois det [T] = 0. ¢

Inversa de um Operador Injetor Se 7, R" > R ¢
um operador linear injetor, entdo a matriz A € invertivel pelo
Teorema 4.3.1. Assim, T,.: R" — R" também ¢ um operador li-
near, chamado inverso de T,. Os operadores lineares 7, ¢ T,
cancelam-se mutuamente, no seguinte sentido: para todo x de R"
Ta(Ta-(xN =AA 'x =Ix=x
Ta-(Ta(xN =A"Ax = Ix =x

ou, equivalentemente,
TaoTh-1 =Tyan =T
Tami 0Ty =Taay =T

De um ponto de vista mais geométrico, se w ¢ a imagem de x
por Ty, entdo T,. leva w de volia em x, pois

Th-1(W) = Ty (Ta(x)) =x

(Figura 4.3.3).

Antes de passar a um exemplo, € 1itil mencionar um assun-
to de notagdo. Quando um operador linear injetor em R" ¢
escrito como T': R" — R" (em vez de T, : R" — R"), entiio o ope-
rador inverso de T € denotado por 7' (em vez de T,.). Como a
matriz candnica de T-' ¢ a inversa da matriz canonica de T,
temos

[T =[r (n
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g
v Xemw
a w

X

-

w e

T, leva
X

Figura 4.3.3

EXEMPLO 4 A Matriz Canénica de T!

Seja T: R* — R? o operador que gira cada vetor de R* por um
ingulo de 6; pela Tabela 6 da Secio 4.2,

cosf!
17| "[

" |send

— sen
msﬁ} (2)

E geometricamente evidente que para desfazer o efeito de T nés
devemos girar cada vetor de R* por um dngulo de —8. Ocorre que
isto ¢ exatamente o que o operador 7' faz, pois a matriz candni-
cade T é

T = 7] = [ cos scnrﬂ]

—send cosd

[cos (—&

— sen{—#)
sen(—d)

cos(—)

(verifique), que € idéntica a (2) exceto que 6 € rocado por —6.#

EXEMPLO 5 Encontrando 7!

Mostre que o operador linear 70 R*> — R? definido pelas
equacoes

W =2x + 1

wr = 3x) + 4x;

& injetor e encontre T~ (w ;, w,).
Solugdo.

A forma matricial destas equagdes ¢é

)=l o]

de modo que a matriz candnica de T €

nef

Esta matriz é invertivel (e portanto T'€ injetor) e a matriz candni-
cade T™'é

(rli=[r'=

et —

Assim,

(r) [”"] =
wy o

pelo que concluimos que

Al Al
|

M fwn — g
| T |c3 2
w2 =W+ sun

talte al—

T Wy, un) = (_%un - _%w:. —_%im + _%u-‘:) Y

Propriedades da Linearidade Na se¢iio precedente
nos definimos uma transformacio T : R* — R™ como sendo li-
near se as equagdes relacionando x com w = T(x) sdo equagdes
lineares. O teorema a seguir dd uma caracterizagiio alternativa
da linearidade. Este teorema ¢é fundamental e serd a base para
estender, mais adiante neste texto, o conceito de transformagio
linear para contextos mais gerais.

Propriedades de Transformacdes
Lineares

Uma transformagdo T: R" — R ¢ linear se, e somente se, as
seguintes relagdes valem para todos os vetores u ¢ v em R"
e qualguer escalar c.

(@OTm+v)=T )+ T(v) (BT (ev)=cT (v)

Prova. Suponha primeiro que T ¢ uma transformagio linear e
seja A a matriz canbnica de T. Pelas propriedades aritméticas
bésicas de matrizes segue que

Tu+v)=Alu+v)=Au+ Av =T(u)+ T(v)

(]

Tiev) = Alev) = cAlv) = cTiv)

Reciprocamente, suponha que as propriedades (a) e (b) valem
para a transformacdo 7. Nos podemos provar que T € linear
encontrando uma matriz A tal que

T(x) = Ax (3)
para cada vetor X em R". Isto mostrara que T € a multiplicacio
por A e portanto ¢ linear. Antes de encontrar uma tal matriz A
nds precisamos observar que a propriedade (@) pode ser esten-
dida a trés ou mais parcelas; por exemplo, se u, v € w sao
vetores quaisquer em R”, entfio agrupando primeiro v e w e apli-
cando a propriedade (a), nés obtemos

Tudv4+w) =T+ (v+w)) =T+ Tiv+w) =T+ Tivi+ TFiw)

Mais geralmente, dados quaisquer vetores v, V,,..., v, em R,
temos

Tivi+vet o +v) =TI+ T2+ +T(w)

Para encontrar a matriz A, sejam e |, e,,..., e , 0s velores

1 0 0
] | ]
e = |0 e=|0],..., e, = |0 (4)
0 ] 1
e seja A a matriz cujas colunas sucessivas sio T{(e,), T(e,), ...,
T(e,); ou seja,
A=IT(ei) | Tler) |- | Ties) (5)
Se
X
X2
X= .
Arﬂl



¢ um vetor qualquer em R” entdo, como vimos na Secfio 1.3, o
produto Ax é uma combinagfio linear dos vetores-coluna de A
com coeficientes vindo de x, de modo que
Ax = x T (e) + x2T(ez) + -« + x, T(e,)
=T{xe)) + Tloe)+ -+ Tlxee,) —€— propriedade ()

—of—— Propricdade {a) para n
parcelas

= T{xje) + x2¢2 + - -+ X, 8)
=TI(x)

0 que completa a prova, =

A cexpressio em (5) ¢ individualmente importante pois
fornece uma férmula explicita para a matriz candnica de uma
transformacdo linear T: R* — R™ em termos das imagens dos
velores e, e,,..., e, por T. Por razoes que serio discutidas adi-
ante, os vetores e,, e,,..., e, de (4) sio chamados vetores da base
candnica de R". Em R® ¢ R® estes sdo os vetores de comprimen-
to 1 ao longo dos eixos coordenados (Figura 4.3.4).

(0.1}

X

e 7 (1,0)

{a) A base candnicade R®  (b) A base candnica de R*

Figura 4.3.4

Por causa de sua importincia e para referéncia fulura,
vamos enunciar (5) como um teorema.

|.- :' A -.!lI.IIF-; :: >

Se T:R"— R™ é uma transformagdo linear ee |, e,,.... e,
sdo os vetores da base candnica de R", entdo

[T] = [T(e,) | T(ey) | -+ | T(e,)] (6)

é a matriz canonica de T.

A Férmula (6) ¢ uma ferramenta poderosa para encontrar
matrizes candnicas e para analisar o efeito geométrico de uma
transformacio linear. Por exemplo, suponha que T: R > R*é a
projeciio ortogonal sobre o plano xy. Olhando para a Figura
4.3.4, é geometricamente evidente que

1 0 0
Tiey)=e = |0}, Tle)=ea=| 1], Tey)=0=10
0 0 0

de modo que, por (6),
1 0
T]= [0 1
00

=2 o o

o que concorda com o resultado da Tabela 5 da Segéo 4.2,
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Usando (6) de uma outra maneira, suponha que 7, : R* =
R* ¢ a multiplicagdo por

-1 2 1
A=
[ 30 6]
As imagens dos vetores da base candnica podem ser lidas dire-
tamente das colunas da matriz A:

1 0 0

nol|=[3} ={[1])=[} =([o|)=[d)

EXEMPLO 6 A Matriz Canonica de uma Projecio

Seja [ a reta do plano xy que passa pela origem e faz um dngulo
6 com o ¢ixo x positivo, com 0 £ 8 < x. Conforme estd ilustra-
do na Figura 4.3.5a, seja T: R? — R* o operador linear que leva
cada vetor em sua proje¢iio ortogonal sobre /.

(a) Encontre a matriz candnica de 7.
(b) Encontre a projeciio ortogonal do vetor x = (1, 5) sobre a
reta pela origem que faz um dngulo 8= /6 com o eixo x

positivo.
14
X
1
(a)
(e)
Figura 4.3.5

volucdo (a). Por (6),
[T1=1[T{e) | T(ex)]

onde e, e e, sio os vetores da base candnica de R*. Nés consi-
deramos o caso 0 £ @< w/2;0caso n/ 2 < 8 < é similar.
Olhando para a Figura 4.3.5b, vemos que || T (e,)|| = cos 6, de

modo que
1T (el cos @ cos? @
T(e)) = 2
A [||'-"(C'l)||=ii!n H] [-“‘-‘"” CusﬂJ
¢ olhando para a Figura 4.3.5¢, vemos que |7 (e,)|| = sen 6, de

modo que
T(ea)| cosd sen ff cos i
rm;:[““”’ }z[ j
sen<

[IT(e2)]l sen ¢t



152 o o s Algebra Linear com Aplicagdes

Assim, a matriz candnica de T €

2
cos-
ITI=[

sen fl cos
senfcosf

sen®d

Solugdo (b). Comosen r/6=1/2¢ecos /6= \/5/2, segue
da parte (a) que a matriz candnica desta projegio ¢

e 34 /34
VA4 14
Assim,
3+543
(TN | 34 V3T P
’([SD‘[ﬁ;¢ !;4} M‘ Sit5
4

ou, em notagdo horizontal,

34+ 543 3+5
T“'SJ=(+TJ_‘ \/_: )

+

Interpretacdo Geométrica dos Autovetores
Lembre que na Secfio 2.3 vimos que se A € uma matriz n X n
entdo A € chamado um autovalor de A se exisle um vetor nio-
nulo x tal que
Ax =Xx ou, equivalentemente, (Af-=A)x=0

Os velores nio-nulos x satisfazendo a equagio sio chamados
autovetores de A associados a A.

Autovalores e os autovetores também podem ser definidos
para operadores em R"; as defini¢des sdo similares as relem-
bradas para matrizes.

Se T: R" — R" ¢ um operador linear, entio um escalar A ¢
chamado um autovalor de T se existe um vetor ndo-nulo x
em R" tal que

T(x) = Ax (7)
Os vetores ndo-nulos x que satisfazem esta equagio sio
chamados os autovetores de T associados a A

Observe que se A ¢ a matriz candnica de T, entdo (7) pode
Ser reescrilo como
Ax = Ax
¢ obtemos:

e  Osautovalores de T sdo precisamente os autovalores de
sua matriz candnica A.

e x ¢ um autovetor de T associado a A se, ¢ somente se, X
¢ um autovetor de A associado a A.

Se A € um autovalor de A ¢ x ¢ um autovetor associado,
entdo Ax = Ax, de modo que a multiplicac¢@o por A leva x em um
miiltiplo escalar de si mesmo. Em R2 e R isto significa que a
multiplicagdo por A leva cada autovetor X enm win vetor que estd
na mesma reta que X (Figura 4.3.6).

Lembre que na Sec@io 4.2 vimos que se A 2 0, entdo o ope-
rador linear Ax = Ax comprime x por um fator Ase 0 <A< 1 ou

estica x por um fator A se L 2 1. Se L < 0, enldo Ax = Ax inverle
a dire¢fio de x e comprime o vetor invertido por um fator [A] se
0 < |A| £ 1 ou estica o vetor invertido por um fator |A| se
|| = 1 (Figura 4.3.7).

e

Ax = Ax x

X
/--.Ax=Ax
(@) A20 () A<0
Figura 4.3.6
TJu:
X
(@) Dgr <1 )y Az21
X X
L= Ax ,'_.-,Ax
(c) -1=A<0 (d) A = -1

Figura 4.3.7

EXEMPLO 7 Autovalores de um Operador
Linear

Seja T: R — R? o operador linear que gira cada vetor por um
angulo 6. E geometricamente evidente que, a menos que 6 seja
um miiltiplo de &, T néo aplica nenhum vetor nido-nulo x na
mesma reta que contém x; conseqiientemente, T ndo tem auto-
valores reais. No entanto, se # ¢ um miiltiplo de « entdo cada
vetor ndo-nulo x € levado na mesma reta que contém x, de modo
que cada vetor ndo-nulo ¢ um autovetor de 7. Vamos verificar
algebricamente estas observagOes geométricas. A matriz candni-

cade Té
—sent
cos

Como foi visto na Seciio 2.3, os autovalores desta matriz sio
solugdes da equacio caracteristica

cos
= |sen#

A= cosf sen

—send

det(Af — A) = ‘ A



ou seja,
(. —cosd)® +sen’0 =0 (8)

No entanto, se 8 ndo ¢ um miltiplo de 7, entdo sen 2@ > 0, de
modo que esta equagiio nfio tem solugdo real para A e conse-
qiientemente A ndo tem autovalores reais.'! Se 8 ¢ um miiltiplo
de m entdo sen @ =0ecos @ =1 oucos 8 =~ 1, dependendo
do particular miltiplo de 7. No caso em que sen8 =0e cos 8 =
1, a equagdo caracteristica (8) ¢ dada por (A — 1)* = 0 e portanto
A =1 ¢ o tinico autovalor de A. Neste caso, a matriz A € dada por

N

Assim, para cada x em R?,
TX)=Ax=M=x

¢ portanto T aplica cada vetor em si mesmo e portanto na mesma
reta. No caso em que sen 8 = 0 e cos 8 =— |, a equagiio carac-
teristica (8) € dada por (A + 1)2 =0 ¢ portanto A=— 1 ¢ o finico
autovalor de A. Neste caso, a matriz A € dada por

-1 0
in[0 Key
Assim, para cada x em R,
TXy=Ax=—-Ix=-x

¢ portanto T aplica cada vetor em seu negativo ¢ portanto na
mesma reta. &

EXEMPLO 8 Autovalores de um Operador Linear

Seja T: R — R* a projeciio ortogonal sobre o plano xy. Os
vetores do plano xy sdo levados em si mesmos por T, de modo
que cada vetor ndo-nulo do plano xy € um autovetor associado
ao autovalor A = 1. T aplica cada vetor X ao longo do eixo z em
0, que estd na mesma reta que x, de modo que cada vetor nio-
nulo no eixo z é um autovetor associado ao autovalor & = (.
Vetores que ndo estdo no plano xy ou no eixe z ndo sao aplica-
dos em mdiltiplos escalares deles mesmos e portanto nio hd ou-
tros autovetores ou autovalores.

Para verificar algebricamente estas observacdes geométricas,
lembre que pela Tabela 5 da Segio 4.2 a matriz candnica de T ¢

100
A=|0 1 0
0 00
A equagao caracteristica de A €
=1 0 0
det(if —A)=| 0 A—1 0|=0 ou (A—1*A=0
0 0 A

! Existem aplicagdes que requercm o uso de escalares complexos e de vetores
de componentes complexos, Nestes casos sio permitidos autovalores comple-
x0s ¢ autovetores de componentes complexos que, ndo obstante, ndio @m
releviincia geométrica imediata para o nosso caso. Em capitulos posteriores nos
iremos discutir tais autovalores e autovetores mas, até mengio explicita em con-
trédrio, nds consideraremos somente autovalores reais e autovetores de compo-
nentes reais.
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que tem as solugdes A = 0 e A = | antecipadas acima.
Como foi visto na Segio 2.3, os autovalores da matriz A
associados a um autovalor A sdo as solugdes nido-nulas de

A=1 0 0 Ay 1]
0 -1 0|[x|=]0 ()]
0 0 2| 0

£

Se A =0, este sistema ¢

-1 0 0 Xy
0 -1 0l [xm]|=
0 0 0][xn

(== R e T

que tem as solugdes x | =0, x, =0, x; =1 (verifique) ou, em for-
mato matricial,

Como antecipamos, estes sio os vetores ao longo do eixo z. Se
A =1, entdo o sistema (9) ¢

00 0f[x 0
00 Of[xz|=|0
00 1]]|x 0

que tem as solucdes x, =5, x, =1, x5 =0 (verifique) ou, em for-
mato matricial,

X ¥
nl=|t
X3 0
Como antecipamos, estes séio os vetores do plano xy. *

Resumo No Teorema 2.3.6 nés listamos seis resultados que
sfio equivalentes & invertibilidade de uma matriz A. Nds con-
cluimos esta se¢do juntando o Teorema 4.3.1 dquela lista para
obter o seguinte teorema que relaciona todos os principais topi-
cos que estudamos até aqui.

Afirmacdes Equivalentes

Se A é uma matrizn xnese T, : R — R" é a multiplicagdo
por A, entdo as seguintes afirmacdes sio equivalentes.

(a) A ¢ invertivel.

(b)) Ax = 0 admite somente a solugdo trivial.

(¢) A forma escalonada reduzida por linhas de A € 1.

(d) A pode ser escrita como um produto de matrizes
elementares.

(e) Ax = b é consistente para cada matriz b de tamanho
nxl,

() Ax =b tem exatamente uma solugdo para cada matriz
b de tamanho n X 1.

(g) det(4) =0.

() AimagendeT, é o R".

(i) T, éinjetora.
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1 Conjunto de Exercicios 4.3 __- -

1. Determine. por inspegiio, se o operador linear € injetor,
(a) uma projegio ortogonal sobre o eixo x em R*
(b) ura reflexio em torno do eixo y em R
(c) uma reflexdo em torno da reta y = x em R*
{(d) uma contra¢iio de razio k> 0 em R?
(&) uma rotagfio em torno do eixo z em R?
(f) uma reflexdo em torno do plano xy em R?
(g) uma dilatacio de raziio k > 0 em &?
2. Encontre a matriz candnica do operador linear definido pelas equacdes e use o Teorema 4.3.4 para determinar se o operador € injetor.
(a) w, = 8x; + 4x> (b} wy =2x; — 3x; (c) w)=—x, + 312+ 23 (d) wy= x4+ 2x;+ 323
wr=2x + 12 wr =55+ 1 wr = 2x + 4y wy = 2x; + 5x2 + 3x3
w3 = X + 3x2 4 6x3 W= X + 8x;3
3. Mostre que a imagem do operador linear definido pelas equagoes
wy) =4x — 20
ws =2xy — 1
nio € todo o R* e encontre um vetor que nio estd na imagem,
4. Mostre que a imagem do operador linear definido pelas equagdes
wy= x—2x+ x3
wy =351 — x2+3x;
wy=4x; 4+ x+2x
niio € todo o R? e encontre um vetor que niio estd na imagem.
5. Determine se o operador linear T: R? — R* definido pelas equagdes € injetor; se for, encontre a matriz candnica do operador inverso e encon-
tre 11 (wy, w,).
(@ w= xi+2xn (b)) w= 4r—-06x; (¢)w =—1x; d) wy = 3x
Wy =—X 1+ X wy = —2x; 4 3x» Wy = —Xy wy = —5x

6. Determine se o operador linear 7': B* — R? definido pelas equagdes € injetor; se for, encontre a matriz candnica do operador inverso e encon-
tre T (w,, wy wy).

(a) wy= X —2x2 4+ 2x3 (by wy = x;— 3x: + 4xs {e) wy = x4 4xs — X3 (d) wy= x4+ 2x2+ x5
wr=2x+ o+ 1 w=-—x+ 0+ X wy =2x) + Txz + 23 un = —2x, + X+ dxy
W= X+ X2 Wi = —2x + 5x3 wy= A + 3 wy= Tx +4dx: — 5x5;

7. Determine. por inspeciio, a inversa do operador linear injetor dado.
(a) a reflexiio em torno do eixo x em K2
(b) a rotagfio por um dngulo /4 em R*
(c) a dilatagio de razdio 3 em R’
(d) a reflexdio em torno do plano xy em R?

- ——
() a contragdo de raziio 5 em R?

Nos Exercicios 8 e 9 use o Teorema 4.3.2 para determinar se T': R — R? é um operador linear.
8.( T, )=02x,y) M T, »N=aL» (€ TEe,n=>=yx) @ Txy=x0
9. (@) T, )=QC2x+y,x—y) O Tx,=c+Ly (© Tx=0, @ Ty =X

Nos Exercicios 10 e 11 use o Teorema 4.3.2 para determinar se 7 : R — R* ¢ um operador linear.
10. (a) T(x, ¥, 2)=(x,x+y+2) (b) Tix,y,z)=(1,1)
1L (a) T(x,y,2) = (0,0) (b) T(x,y, z) =(3x—4dy,2x = 5z)
12. Em cada parte use o Teorema 4.3.3 para encontrar a matriz candnica do operador linear a partir das imagens dos vetores da base candnica.
(a) as reflexdes em R* da Tabela 2 da Secdo 4.2
(b) as reflexdes em R® da Tabela 3 da Seciio 4.2
(¢) as projegdes em R? da Tabela 4 da Secdo 4.2
(d) as projegtes em R da Tabela 5 da Segfio 4.2
(¢) as rotaghes em R* da Tabela 6 da Segio 4.2
() as homotetias em R’ da Tabela 9 da Segdo 4.2



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22,
23.
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Use o Teorema 4.3.3 para encontrar 4 matriz candnica de T : R* — R? a partir das imagens dos vetores da base candnica.

(a) T:R?*— R projeta os vetores ortogonalmente sobre o eixo x e em seguida reflete estes vetores em torno do eixo ¥

(b) T:R>— R*reflete os vetores em torno da reta y = x ¢ em seguida reflete estes vetores em torno do eixo x.

(c) T:R*— R dilata os vetores por um fator 3, em seguida reflete estes vetores em torno da reta y = x e finalmente projeta estes vetores
ortogonalmente sobre o eixo y.

Use o Teorema 4.3.3 para encontrar a matriz canonica de T : R* — R* a partir das imagens dos vetores da base candnica,

(a) T:R*—= R reflete os vetores em torno do plano 1z ¢ em seguida contrai estes vetores por um fator ‘: ;

(b) T:R'— R’ projeta os vetores ortogonalmente sobre o plano xz e em seguida projeta estes vetores ortogonalmente sobre o plano xy.

(c) T: R — R reflete os vetores em torno do plano xy. em seguida reflete estes vetores em torno do plano xz e finalmente reflete estes
vetores em torno do plano yz.

Seja T, : R* — R* a multiplicagio por

=i 3 4]
A= 2 1 2
4 5 =3

¢ sejam e |, €, ¢ e, 08 vetores da base candnica de R*, Encontre os seguintes vetores por inspegio,
@7 (e)TiledeT,(es)
()T (e, +e,+e,)
©T,(7Tey)
Determine se a multiplicagiio por A ¢ uma transformagio linear injetora.
||
0 by A=
3 —4

1 2 3

[3*]

Use o resultado do Exemplo 6 para encontrar a projegio ortogonal de x sobre a reta pela origem que faz um dngulo 8 com o eixo x positivo.
(@) x=1(—1,2); 8 =45° (by x=1(1,0); # =30° (c) x=(1.5) # = 120°

Use o tipo de raciocinio utilizado no Exemplo 8 para encontrar os autovalores e autovetores associados de T. Verifique suas conclusdes cal-
culando os autovalores e autovetores associados a partir da matriz candnica de 1.

(a) T: R* — R* ¢ a reflexiio em torno do eixo x.

(b) T: R* — R* ¢ areflexdo em torno da reta y = x.

(c) T: R* — R* é a projeciio ortogonal sobre o eixo x.

TR R €a contragio de raziao % .

Repita o Exercicio 18 nos seguintes casos,

(a) T: R = R € areflexdo em torno do plano vz

(b) T : R? — R* € a projeciio ortogonal sobre o plano xz.

(¢) T: R® = R é a dilatagiio de razdo 2.

(d) T: R* — R* € arotagio de 45° em torno do eixo z.

(a) Serd injetora a composta de transformagoes lineares injetoras? Justifigue sua resposta.

(b} Pode ser injetora a composta de uma transformacio linear injetora com uma transformagao linear que ndo € injetora? Permita ambas
ordens de composicio e justifique sua resposta.

Mostre que T (x, ¥) = (0, 0) define um operador linear em R* mas ndo T (x, y) = (1, 1).

Prove que se T': R” — R™ ¢ uma transformagio linear, entdao T (0) = 0. ou seja, T leva o vetor nulo de R" no vetor nulo de R™.

Seja f a reta do plano xy que passa pela origem e gue faz um dingulo 8 com o eixo x positivo, onde 0 < 8 < & SejaT: R* = R? o operador

linear que reflete cada vetor em torno de / (veja figura dada).

{a) Use o mélodo do Exemplo 6 para encontrar a matriz candnica de 7.

(b) Encontre a reflexio do vetor x = (1, 5) em torno da reta / pela origem que faz um dngulo de 8 = 30° com o eixo x positivo.

AY

|
FiguraEx-23
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24. Prove: Uma matriz A n x n € invertivel se, e somente se, o sistema linear A x = w tem exatamente uma solugiio para cada vetor w em R " para
o qual o sistema ¢ consisiente.

Discussdo e Descoberta

25, Decida se a afirmagiio dada € sempre verdadeira ou as vezes falsa. Justifique sua resposta dando um argumento légico ou um contra-exemplo.
(a) Se Taplica R" em R™ e s¢ T(0) =0, entdo T € linear,
(b} Se T: R*— R™¢ uma transformagio linear injetora ent@do nao existem vetores distintos w e v.em R” tais que T(u = v) =0,
(¢) SeT:R*"— R"¢um operador linear e se 7(x) = 2x para algum vetor X, entdo A = 2 é um autovalor de T.
(d) Se T aplica R" em R™ e se T{c\v, + c,v5) = ¢, T(v,) + ¢,T(v,) para quaisquer escalares ¢, e ¢, e todos os vetores v, e v, de R”, entdo T ¢
linear.

26. Seja A uma matriz n X n tal que det (A) =0 e seja T: R — K" a muliplicagio por A.
{a) O que voce sabe dizer sobre a imagem do operador 77 D& um exemplo que ilustra sua conclusio.

(b) O que vocé sabe dizer sobre o nimero de vetores que T aplica em 07

Requisito: Recurso Computacional

Exercicios Computacionais do Capitulo ¢

Os seguintes exercicios foram elaborados para serem resolvidos utilizando um recurso computacional. Em geral, este recurso é 0 MATLAB,
Mathematica, Maple, Derive ou Mathcad, mas também pode ser um outro tipo de saftware de Algebra Linear ou uma caleuladora cientifica com
funcionalidade de Algebm Linear. Para cada exercicio vocé devera ler a documentagao pertinente do recurso que estiver utilizando. O objetivo
destes exercicios é fornecer uma competéncia bédsica na utilizagdo do seu recurso computacional. Uma vez dominadas as técnicas nestes exerci-
cios, vocé deverd ser capaz de usar seu recurso computacional para resolver também muitos dos problemas nos conjuntos de exercicios regulares.

Secdo 4.1 Secdo 4.2

T1. (Operacdes com vetores em R") Na maioria dos recursos, os  T1. (Rofagdes) Encontre a matriz candnica do operador linear em R ”
comandos para operar com vetores em K" s0 05 mesmos que para que efetba uma rota¢io anti-hordria de 45° em torno do eixo x,
operar com vetores de R* ¢ R* ¢ 0 comando para calcular um pro- seguida de uma rotacdo anti-hordria de 60° em tomo do eixo y,
duto escalar fornece o produto interno euclidiano de R”. Use seu seguida de uma rotagiio anti-hordria de 30° em torno do eixo z. Em

recurso para fazer as contas dos Exercicios 1, 3 ¢ 9 da Segiio 4.1. seguida obtenha a imagem do ponto (1, 1. 1) por este operador.



