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Gabriel Cramer (1704-1752)
ol um matemdtico  suigo.
- Embora ele ndo scja classificado
como um dos grandes matemdii-
¢os de seu tempo., mereceu seu
ligar na historia da Matemtica
‘pele swa contribuicio como um
‘divulgador de iddias matemédli-
cas, Cramer viajor muito e
EnControu-se com muios cdos

onhecido de Cramer, chamado
ottrhes algébrigues, de 1750, 6 um
gébiricas: a regra de Cramer aparece

agraddvel, demonstando amplos inte-
losoffa da lel e do governo ¢ sobre a

ortificagtes ¢ da artilbaria do governo,
strugiio sobre wéenicas de restauraghio de

Multiplicando as matrizes, resuita

Gy e b Bl
t LT S ST I B IRy

X= — .
clotg A : : !
h] C:,, + I);C;,, RS S bucam

¢ portanto a cutrada na j-ésima tinha de x ¢
N by CU + -’?3‘:2]: R bucnj
;=

det Ay ()
Seja, agora,
a1 ez oo .y I dgga oo @
dy gz -ty by odapa o oy
A= . . B . . .
Ayl b L R (1

Capitlo I - Determinaites © » o 95

Como A; difere de A somente na j~sima coluna, segue que os
co-tatores das entradas by, by, ..., b, de A, coincidem com os co-
fatores das correspondentes entradas da j~€sima colung de A, A
expansio em co-fatores de det (A)) ao longo da j-&sima coluna
¢, portanto,

det{A ;) = MOy 4 Gy + - 4 by Gy

Substiluindo esta expressic em (11), resulta

det{A )

T Ty =

e Cramer para

EXEMPLO 87 :Us
R

Use a regra de Cramer para resolver

ty b2y = G
—3x; 3 dxg ok By = M)
—xy = 2xg 4 Jxa = §

Solugdo.
| 0 2 6 0 2
A= -3 4 0. Ay = | 30 o o,
-1 =2 3 & -2 3
1 6 2 | 0 6
Ay =1{ -3 30 4], Ay={ -3 4 30
-1 8 3 - -2 8
Portanto,
det{A;) 40 —10 det{Asy 72 1R
Ny = e = S e X3 TS oo mr— e —
der{A) et 1k : det{A) LX) 1

_det(Ay 152 3%

TRy TR T

OBSERVACAOD. Para resolver um sistema de # equagdes lincares
em # incégritas pela regra de Cramer, ¢ necessdrio calcular
n -+ | determinantes de matrizes 2 5, Para sistemas com mais
de trds equagdes, a eliminagho gaussiana € muito mais eficiente,
pois somente requer a redugiio de wmi mattlz aumentada
A X (n+ 1). No entanto, a regra de Cramer did uma formuia para
# solucio se o determinante da matriz de coeficientes € niio-
nulo.

L Seja

I 3
Am | 6 -~ |
-3 1 4

{a) Encontre todos os menores de A.
{b) Encontre todos os co-latorcs.

.
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2. Seja
4 =} 1 6
0 n -3 3
Al PR R B
4 | 3 2
Encontre
() M, e Cps h) Mose Csy {c)Mae Oy (dy My e Oy
3. Caleule o determinante da natriz do Exercicio | usande uma expansiio de co-falores 3o longo di
{a} primeiva finha (h) primeira coluni (e} segunda linha
{d) segunda cohma {e) tereeira tinha (Y tereetra colena

4. Para a matriz do Exemplo 1, encontre
(w) adjtAy by A 1 usando o Teorema 2.4.2

Nos Exercicios 5-10, cateute det (A) usando uma expusio om co-Etores a0 longo de algama linha ou coluna de sua preferdneia.

m3 o0 7 303 | Ik &
5. A = 205 | B A= 0 — LA=|1 &k &
B3 0 5 P! -3 3 _i k&
s o s 40 0 10D
Cee ) ki 7 ) ) 3003 3 -1 0
2 0 2
“RAm 2 k3 4 G, A e 4 | 3 a 10 A=|l 2 4 2 3
|5 ket k zmiz 9 4 6 2 3
L 2 2 4 2 3
Nos Fxercicios 11-14, encontre A7 usande o Feoremiy 242
T2 05 s 2 o 3
1f A= [ 0 2. A= 0 3 2
2 4 3 -2 G -4
2 -3 5 "2 0 0
[3. r". w0 f - 14, A = 8 1 0
|0 ] 2 |- 33 6
15, Seja
1 3 1
205 2 2
1 o=
i T T
1 3 2 2
() Calcule A™! usando ¢ Teorema 2,42
(k) Caleule A7 usando o mélade do Exemplo 4 iy Segiio 1.5,
&) Qual método envolve menos contas?
Nos Exercicios 16-21, reselva pela regra de Cramer, onde aplicivel,
16, 7xy — 252 =3 t7. dx -k Sy =2 18. x—dy+ = O
Irp b =5 {tr -+ 2 dy — y+2z= —I
NSy -k 2z 2x 4 2y — 3z = —20
9. | | R 4y F 28+ = —32 H., Iy~ o+ oxy e 4
Xy o~ I+ ovr= < vy — xp b Txy + Sy = 14 wxy o Ty — 2= |
2,\'; - X3a = 2 —x + oAz Ed 3.\‘3 Xy = i1 2.\'1 -+ G.\'g — N3 = 5
4.\'1 - 3‘\'3 = 0 X — ?..l‘_g -} Ny o 4,\'4 g

22. Mostre que a matriz

cosdd  sendd O
A=1-senll cosd 0
0 0 H




3.

27
28.
29.

k1

31.

32

26.

Capitifo 2 - Determinantes o o o Q7F

ortfvel para todos os valores de & em seguida. encontre A usando o Teorema 2.4.2.
| regra de Cramer para resolverem y sem cesolver ey, z e w.

& iny

s €
drd vk oo = 6

+Ty— 24w
e+ 3y =52+ Bw =
XY+ v+ oA 2ws 3

H

]
1
e

Seja AN = b o sif:tcma do Exereicio 23.

(a) Resolva o sistema pela regra de Cramer.

(b Resolva o sistema por vliminagiie de Gaoss-Jordan,

¢y Quat método envolve menos contas?

prove que Se det {A) = 1 ¢ todas as entradas de A sio ndmeros inteiros, entfo odas as entradas de A~ também sio inteiros.

Seja Ax = b um sistema de v equages lincares em n inedgnitas com coeficientes ¢ constantes nimeros inleiros. Prove que se det (A) = 1,
entdo as entradas da soluglo x sio inteiros.

Prove que se A ¢ uma matriz giangular inferior invertivel, entiio A" € triangnlar inferior.
Obrenhia a expansiio e co-fatores listada na dldma linha da Farmula (4).

Prove: A equaclio di reta que passi pelos pontos distintos {ary, By} € (g, B) pode ser eserita como

ooy |
a; b 1| =10
[T

Prove: Os pontos {x, y,). (Xa, 35) © (1, ¥) sdo colineares se, ¢ somente se,

a v o1
Ty b I} =0
Ty b ! |

A” Ap .
() Se A = TTA ¢ uma malriz em blocos “triungular superior” onde A, ¢ Ay, siio matrizes quadradas, entio det (A) =
2

det (4),) deitfA ). Use este resultade para caleular det (A} pura a matriz

2 | 2 6
4 3| -1 3 4 .
0 4 { 3 3
A=
0 0] -2 6 2

s
o
L
Lh
)

() Verifique sua resposta ta parte (a) usando uma expansio em co-fatores para Calcular det (A).
Prove que se A € uma matriz iangular superior ¢ R, € a matriz que resubta quando suprimimos a i-ésima linha e o j-Gsima coluna de A, entio
B¢ triangular seperior s § < .

Discussio e Descoberta

33,
34,

35,

Qual ¢ o nidmero miximo de zeros que wma matriz, 4 X 4 pode ter sem ter determinante nulo? Explique seu raciocinio,
Seja A uma matriz cont o seguinte formato:
* % 0 0 0
* % 0 0 0
A=1% = ¢ 0 0

*

k3
*
¥
*

£
*®
E3
&

E

Quantos valores distintos vocd consegue obter para det (A) substituindo os astetiscos por valores auméricos (nfo necessariamente todos
iguais)? Explique seu raciocinio.

Decida se a afivmaggio dada é sewpre verdadeira ou ds vezes Falsa. Justifique sua resposta dando um asgumente I6gice ou um contra-cxemplo.
(@) A adj (A) € wnu matriz diagonal para cada matriz quadrada A.
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(v En teorin, a regra de Cramer pode sor usada para resolver qualquer sistoma de cquagoes lineares. embora a quantidade de contas possg '
ST ENOFMC.

(€) Se A ¢ invertivel, entdo adj (A) também deve ser invertivel.

{dy Se A tem uma Jinha de zeros, entiio adj {A) umbém deve ter.

(. Use a regra de Cramer paca reselver ey emtermos de xe v

R R e B

X = 5.\ S-\
& i

Y= ?"\_r + ;_\‘F

2. Use avegra de Cramer para resolver X ey em emos dexe

v oosd — ¥y send

i

Ry

fi

y=x'send | ¥ cosd
3. Examinando 0 determinante da matriz dos coclicientes, mostre que o seguinte sistema tem uma solugdo ndo-trivial se, ¢ somente sg, = fi
Xk yhar=0
X oy fira
ax + By + =0
4. Seja A uma matriz 3 % 3 1l que todas swas entradas ¢ 0 ou 1. Qual ¢ o maior valor possivel para det {(A)?
5. () Para o tiinguto da figura dida, use trigonomestion pari MOsUar gue

Beosy + coon = a
Ceose b acosy = b

aeosf -k beosw = ¢

H

b ¢ em seguida apligue a regra de Cramer para moslrar que

0t ot
cose = -

2be

(1) Use aregra de Cramer para obter férmutas similares pava cos e cos ¢

h i
13 Figura Ex-5
6. Usc deterntinantes para mostrar que, para qualquer vator de A, u doiea solugio de
X — 2y e AX
X = yEAY

gx=0,vy=0
7. Prove: Se A 6 lnvertivel, entdio adj (A) & tnvertivel ¢

1
adifA b A e el A...g
i)l det (A} 3 )
8. Prove: Se A € uma matriz # 3 n, eotfo det [adj (AN = [det ()] b
9, (Para leitores que estudaram Cileudo.) Moste que se (1), [0, g,{) ¢ ¢,(x) o frungGes diferencidvels ¢ se

_Aw A dw | fi0) fé(.\')l_;_l.f';(-\') £

W L CIAD e = ) ;
gailx) iy dx gulxl gpalx) gilvy gl

10. (1 Na Rpurea dada, 2 deea do widngulo A B € pode ser expressi Como
drea ABC=frea ADECHirea CEFB-freaADF B

. " . g P |
Use isto ¢ o o conhiecido que a drea de wm wapézio € 3 da allura veres a soma dos lados paratelos para mostrar gque

|
drea ABC = 3 1% |
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cervagiio. Na dedugio desta Formula, os vértices foram denotados de tal modo que guando passamos de (v, y) para (x,. 3;) para

[b . . . , . .
0. Para uma ovientagho hordria, o detenuinante acima 8 o negative di dred.)

(X
(b} Use?

N rridngulo € percorrido no sentido anti-hordr
" Ea = L. ]
pesultado da parte (a) para encontrar a drea do tridnguto de vérdees (3, 3, (4, 03, (-2, - 1)

Clearsd

By v

|

|

|

|

|
£ £ r
Figura Ex-10

prove; S¢ @ somd das eatradas em ‘c;}cla linha de wma matriz A de tamanho 1 X ¢ senpre zero, entio o delerminanie de A ¢ zero.
j.‘i.'tge,\'{(?r;r. Considere o produto m:llI vicial A X, onde X é g mzflrlx 7% | com [otials entradas i gu:&is a k.| »
Seja A umi mattiz & X e B a matriz que resulia quando as finhas de A sdo eserttas en orden inversa (a altima Tinha passa a ser a primeira,
¢ assim por diante). Qual € a relagio entre det (A) ¢ dot (B)?
Como ¢ aletada a matriv inversi A se
(1) permutamos em A a -Esimg com a j-Gsima linha;
(b) i-dsima knha de A ¢ mebtipticadsa por wn eseakar ndo-nule ¢
te) ¢ vezes a f-osima Hnha de A ¢ somada A j-ésima linha?
§6. Seja A uma matriz # X 2 Suponba que 8, ¢ obtida somande o mesmo ndmere £ a cada entrada da i-ésinma finka de A e B, ¢ obtida subtrain-
do ¢ de cada entrada da -Ssima linha de A, Mostee que det{A) = {,-l(lci(Bl) + det( 81,
5. Seja
&y i 3
A= |an on an

. da

() Dxpresse det (A — AY como um polindmio pA =27 + B+ ch + d.
() Expressc os coeficientes b ¢ o em termos de determinantes e ragos,
6. Sem cafcular dirctmente o delerminaate. mostre que
setter cose senf{o +§)
senfi cosf sen{f+8)| =0
seny cosy  sen(y +4)

17, Sabendo que 21.375, 38.798, 34,162, 40.223 ¢ 79.154 siio todos divisiveis por 19 mostre, sem ealeuld-lo dirctamente, que o determinante

2 3 7

308 7 9 %
3 I 6 2
4 0 2 2 3
79 1 3 4

¢ divisived por 19.

18. Encontee 0% autovalores ¢ C()I‘l'('!S]‘){)ﬂ(mI'il(‘.S wlovelores pard cada um dos sistemas scguinlcs.
{Zl) X o 9,\'_\ — )\.,L‘| (b) X2k Xy A.\'|
Xk 4.‘.'3 e 7,\'7\ = )\..\‘3 X - Ny = )\.\'3
R — 3= AX Xy ok 30 4 3xy = Ax;

Requisito: Recurso Computacional

95 Seguinies excrcicios Foram claborados para serem resolvidos wtilizando um recurso computacional. Em geral, este recurso é o MATLAR,
u::i"::):w:n;n Mu‘pl’c. [)c%‘ivc‘m: I\.fh\ih(-:ad, mas taml‘a(‘:m pml:: ser u:/n m‘llm lipo de .\‘Qﬁ’li—‘m‘c cl.:: Algebra Linear o uma FillCLlli}(}{)I’ﬂ cicntiﬁc;f com
. c.| K_i]fi_(-: (Iulf-\.lgcbm Lmu’m. Para L;a(la.t cxi:rf::cm vocd dL"Vf:l‘d ter a docwmentagio per%mt:nlc do recurso que estiver lill|1:£ill1[i[). O ()I)Jclwlo
i -v ?ffliuuosl £ fornecer umi compet@neia bidsica na l.lllh'f,:igilu do seu 1‘ccursol C(}Il‘.l]].lllil{;IO!lﬂi. Uma ver (Immm}dz!s as téenicas ljcstcs axerei-

» ¥OCE deverd ser capaz de usar seu recurso compuiacional pava resolver também muitos dos problemas nos conjuntos de exereicios regulares.




