Capitilo 2 - Determinanies = o o §9

O-tr- 2D No Teorema 1.6.4 nds lListamos cinco resultados
tva- e ) equivalentes & invertibilidade da matriz A, Nods concluf-
X csta seqiio juntando o Teorema 2.3.3 2 lista para obter o
' corema que telaciona todos os principals tpicos que

Ax = 0 5¢ tem a solugdo rivial.
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A forma escalonada reduzida por linhas de A &1,
A pode ser expressa comio um prodiuto de matrizes
elementares.

(8) AX = b € consistente para cada matriz b de tameantio
alo- Afirmagées Eguivalentes ; nx L :
O em ) . . o () AxX = b tem exaramente wna soligdo para cada matriz

o A ¢ (md MAIFE 1Y, entdo as seguintes eefirmacdes sio ; P =
nente - equd valenes. det (A= 0,
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2. Verifique que det (A B) = det (A) <et (5) para
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3. Por inspegiio, explique por gue det (A) = .
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' 4. Use o Teorema 2.3.3 para determinar quats dis seguintes malrizes sio inverliveis.
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5 500 Supondo que det (4) = ~ 7, obtenha
a g d
() det(3Ay () det{A™) ) det(RAhH () de{@MhH {c} det | b h &
e i f
o 05-; .
EI“:;%_ . Sem caleular diretimente, mostre gque x = 0 ¢ ¢ = 2 satisthizem
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7. Sem caleular divelamente, MOSIEe que

“hre cda bta
det a I ¢ L]
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Nos Exercicios $-11, prove a identidade sem caleular 03 determinantes.
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‘12, Encontre ofs) valor(es} de k gue faz{em) A nio-invertivel,
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13. Use o Teorema 2.3.3 para mostrar (que
r s ]
seno sent 0 osen” y
cosie cosi B ocosty
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¢ no-invertivel para quaisquer vadores de e e ¥
14. Expresse os scguinies sistemas lineares no formato (A { - A) x =0,
(ay X+ 2= Ay by 2xy + 3y = Ax (©) 3v 4+ xp=Ay
PATIE R hxg 4y, + 3.\'3 = AXa —5.\'| — 3.\’2 = hxg
15. Para cada um dos sistemas do Txereicio 14, encontre
(i) 0 equagio caracleristicay;
{ii} os autovatores;
(i) o8 autovelores associados a cadu autovalot.

16. Sejam A ¢ B matrizes 6% Maostre que se A & invertivel, entho dek (87 = del (A “EB A
17, (a) Expresse
a4 by o+ dy
wy b by i
CcoMmg i soma de quatro determinues cujas cotradas ndie contém somas.
(b} Bxpressc
a i ootd et
Wby otdy et
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como ama soma de oito delerminantes cujas entradas ndo CONLEM SOMs.

18, Prove que uma matrkz quadrada A ¢ invertivel se, o somente se, A7 A & invertivel.
19. Prove os Casos 2¢ 3 do Lema 2.3.2.




piscussac € Descoberia

. det (A Biodet (5 A Explique seu raciocinio,

2L

Gepam A € # matrizes » % g, Voo jd sabe, pelo que ol viswe antes, que A B e
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f# A nilo precisam coincidir. Vale o mesmo para

Sejant A ¢ B matrizes # X . Voog jd sube, pelo que foi visto aites, que A B & invertivel se A e B siio invertivets. O que voed sabe dizer sobre
o invertibilidade de A 3 se nm ou ambos falores 580 singalares? Expligue sew ractocinio.

92, Decitkasead lirmagfio dada ¢ sempre verdadelra ou 3 vezes falsa. Justifique sua resposta dando wm argumento fsgico ou um contra-exempla.
22

p det (243 = 2 det {4)
by =1L

fe) det e+ Ay =1 +det (A}

() Se det (A} =10, entiio o sistema homogéneo A x = 8 em infinitas soluges.
33, Deciduse alinmagdo dada € sempre verdadeira ou &s veres Falsa. Tustifique sua resposta dando i argumento Idgico ou um contra-gxempio.
i) Se det (A) =0, entiio A pode ou pode nfio ser expressa como um produto de matrizes elementares.
(B) Se alorma excalonada reduzida por linhas de A dver uma linha de zeros, entdo det (A) = 0,
{¢} O delcrminante de uma malviz permanece inalierado se escerevenos as colunus em ordem inversa,

(d) Nio existe matriz quadrada A part a qual det (A ATy = — |,

DA EXPANSAO EM CO*FATORES*
REGRA DE CRAMER

Nesta secido nds vamos considerar wn métada pasa caleulor
determinantes que é dafil para cdlculos maneis e tmnbém 8
importarte pard o fearin. Como wma conseqiidncia do nosso fro-
halfio, #os vamos oblter wna formule pave o inoersa de wna
mafeiy fnpertivel, bem como wma formnhs para a solucido de cer-
tos sistemas de equacdes lineares emt fermios de defermingnites.

Menores @ Co-fatores No Exemplo 7 da Seciio 2.1 nés
vimos que o determinante de uma mabiz 3 x 3

oy efy2 dlpa

A== lay ta odnm

a3l i g

¢ o nidmero
A = dygogadsy b ay sy b a0
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Rearranjando os termos ¢ fatorando, (1) pode ser recscrito como

del (A) = fyeryarts — dtayete - at ittt o ana YR it o d g ) (2)

As expresstes destacadas em cor em (2) si0, elas mesmo, deler-
unantes:

iy dgy LA H] LTI U
My = . M= R ¥
1y Hay (31 dlxa LTI (X}

As submatrizes de A que aparccem nestes determinantes (ém um
tome especial.

¢ Se A ¢ uma matriz quadrada, entic o determinante menor
| de entrada a ;, on simplesmente o menor de ¢, € denota-
¢ do por My e du‘lmtlo como o deferminante da su m’ltllz’. que !
: S()hm qudndo suprimimos a {-ésima linha ¢ a j-ésima coluna |
¢ Ue A O ndmero (- l)‘ *7 M ¢ denotado por C; ¢ ¢ chama-
do o co-futer de @y '

EXEMPLO 1. Encontrando Menores e Co-fatores

Seja
3 bo—d
A=1}2 3 [§
t 4 8
O menorde a), &
lé I Y
ﬂff[; - 2, 3 61 = { ‘ 16
i 4 8 ‘

O co-fator de a1, €
Cu=En' M =M =16
Similarmente, 0 menor de ¢4, 6

3
-4
Mag == |2 %
O co-fator de a4, &
Co={-" My = - My =26 .

Note quc a diferenga entre o co-fator € o menor de wn ¢le-
mento a; & somentc de sinal, ou seja, C; = = M, . Uma maneira
rdpida de determinar se deve sor usado ou - ¢ observar que o
sinal relacionando C; ¢ M; 6 0 que estd na i-dsima linha ¢

J-€sima cohma do arranjo em forma <de tabuleiro de xadvez

+ o= b -
- .{_ — .'A -
e — -+ -— s
- 4 -
Por exemplo, Cy =M, Cy =~ My, Ciy=—M 5 Cyy= Moy e

assim por diante.

Expansdo em Co-faiores Tendo cm vista a definigio
acima, a cxpressiio cm (2) pode ser escrita em lermos de
menores ¢ co-fatores como



