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Enconlic 0 ndmero de inversdes em cada ema das seguinges permuatagdes de {1, 2, 3, 4, 5}
() (41352} ) (53421 (¢) 32541 (y 54321 () (123439 (r)

2 Classifique cada uma das permutagdes do Exercicio 1 coma par ou fimpar.

k

RerciCios 312, caleute o determinante.

pos B
3 5 4 SO E RS B 6 NN a3 5 3 —i T
3l s 4 g o2l Tl -2 4 S -3 a2 | s <
IS N B -1 1 2 300 ¢ —d4 3
0. 5 -7 Ml 30 -5 M2 -1 51 2|2 (e
6 2 ro7 2 1 9 -4 4 c—1 2

3. fncomire todos os vatores de A para 08 quals det (A) = 0.

NIV A—d 0 0
a |l 0 A 2
@ { -5 z-p4} ®)

0 3 a1

]

4. (,‘Iussiﬁquc'cad.'l permutagiio de {1, 2, 3, 4} como par ou impar,
[5. Use as respostas do Bxercieio 14 para construir uma fdrmula para o determinante de wma matriz 4 x4,
16, Usc a fGrmula obtida no Exercicto 13 para catoutar
4 -9 9 2
-2 5 6 <
| 2 -5 -3
1 -2 0 -2

17. Use a definigiio de determinante para caleular
0 0 0 0 -3 3 4] 0 0 0
0 0 0 -4 0 4] 4] 0 0 -~
{2} |0 0 -l 0 1] b 0 0 3 0 o]
0 2 ] 0 0 4] 0 0 1 o]
5 ¥ 0 0 0 [ 0 0 4]
18. Resolva em .
¢ o o -3
CRE Il L
b3 x-35
19. Mostre que o vator do determinante
sen cos 7 0
—Cosd son & 0
seul —cos@ sen@ 4 cosf |

w0 depende de 8,
2. Prove que as matrizes

# b d e
A“b J © B:b J

COMULAM Se, & SOMente s,

b od-—c
e d-f

=0

bﬂﬁu&ss;ﬁ@ e Descoberia

21 Explique por que o determinante de uma matriz # ¥ i com entradas inteiras deve ser om inteire,
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22. O que vocd pade dizer sobre o determinante de wna matriz g X # cujas entradas s@o todas 17 Explique seu raciocinio,
23, {2} Eaplique por que o determinante de uma patriz 2 X com uma dinha de 2eres deve ser zevo.
(b} Explique por que o determinante de uma mattz # % # com uma coluna de zeros deve ser vero.
24, Use a Formula (1) para descobriv wma férmula para o determinante de wma matriz s X n diagonal. Expresse sua taemula em palavras.
25, Use a Formula (1) para descobriv wma [Srmula para o determinante de wma matriz n X o tdangular superior. Expresse sua Frmula em

palaveas, Faga o mesmo para uma matriz wiangular inferion

; TR S
2.2 CALCULANDO DETERMINANTES
ATRAVES DE REDUCAO POR
LINHAS

Nesta segido nds vamos mostrar gile o defermfionte de g
mialriz quadrada pode ser colculado atravds da redicdo do mateiz
a fornm escalonada reduzidn por finhas. Fste mdtode € impor-
fante pois euita os fongos cdiculos envolvidos i aplicagdo dive-
tr da definigdo de determinante,

Um Teorsma Basice Como discutimos no final da segiio
anterior, a definigfio de determinante & diil para provar [eoremas
sobre determinantes, mas ndo fornece meios priticos para cal-
culd-los, especialmente deterntinante e matrizes maiores do
que 3 % 3. Por causa disto, comegamos com um leorema funda-
mental que nos levard s um procedimento gficiente para calcu-
lar o determinante de uma matriz de qualquer tamanho n.

Sefa A nma matriz guadrada.

{e) Se A tem wma tinha on wma colwia de zeros, eniéio
det {A) = G,
{by det {A) = det (AT

Preveat (). Como cada produto elementar com ginal de A tem um
fator de cada linha ¢ um fator de cada coluna, segue-se que cada
produto elementar com sinal necessarismente tem um Fator de
wma linha de zeros ou de uma coluna de zeros. Nestes casos,
cada produte elementar com sinal é zero ¢ portanto det (A), que
€ uma soma de produles elementares com sinal, € zero. B

Nds omitimos a prova da parte (0), mas lembramos gue um
produto clementar tem um fator de cada linka ¢ de cada coluna,
de modo que € evidente que A ¢ AY 18m precisamente o mesmo
conjunto de produtos elementares. Com a ajuca de alguns teo-
remas sobre permutaches, que nos levariam para muito longe
dos nossos propésitos, pode ser mostrado que na realidade A ¢
AT B o mesmo conjunto de produtos elementares com sined,
Isto implica que det (A = det (A7),

CESERVACAO. Por causa do Teorcma 2.2, 15, quase cada teorema
sobre determinantes que conlém a palavea “linha™ em seu enun-
ciado, também & verdadeiro se substituirmos & palavra “linha”
por “coluna” Para provar uma afivmaedo sobre colunas, basta
transpor a matriz em questiio para converter a afirmagfio sobre

colunas numa afirmagiio sobre linhay e em seguida aplicar o
resullado conhecido para as linhas.

Matrizes Triangulares O préximo teorema torna tieil
caleuluar o deferminante de uma matriz triangulay, independente-
mente de seu tamantho.

T
Bt

5

2

Se A é uma matriz tricngalar (riangular superior, triangti-
lar inferior ou diagonal) de tamatho n X n, entdo det (A) ¢
o produto das entradas na dingonal principal da imatriz; ou
seja. det (A} = )ty - G,

e B e S e

Para simplificar a notagfo, nds vamos provar este resultado para
matrizes Uiangulares inferiores

ap 00D

ey O Q0

iy dy a0

g1 gy Hay o 6

de tamanho 4 x4, O argumento no case # % o € similar. Uma
prova paranatrizes tiiangulares superiores pode scr obtido apli-
cando o Teorema 2.2.1H ¢ observando que a transposta de um
matriz triangular superior é uma matriz triangular inferior com
as mesmas entracdas na diagonal.

Prova do Teorema 2.2.2 (caso triangular inferior 4 x 4), G
trico produto clementar de A que pode ser niic-nulo &
Gyttt Para ver isto, considere win produto elementar

@y by . tipico. Como ayy = ay; = ayy = 0, precisamos ter

Ji = 1 para obter um produto elementar ndio-nulo. Se j, = [,

devemos ter j, # [, pois dois [atores nfio podem vir da mesma
coluna. Aldm disso, oMo d¢yy = ayy =0, precisamos ter j, = 2
para obter um produte elementar nio-nule. Continvandeo deste
modo. obtemos f, = 3 ¢ j; = 4. Como a, a0y, ¢ multiplica-
do por + | para formar o produto elementar com sinal, resulta

det () = eyttt a

EXEMPLO: T Det

00 6 7 6= -3GO = — 1206 s
0 0 0 9 8
00 0 0 4
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gperagcdes Elementares sobre Linhas O pidximo
feorema mostra como uma operagiio elementar sobre linhas de
amé matriz ateta o valor de seu determinante.

e s A e oy
e .x»‘é?@%;t%g@g}gy
i

i
; SEsRa
febrama 3 3

Sefa A wma matriz n X,

(@) Se B é e matriz que resuita grando wata dnica linlia ou
wne dnica coluna de A & mudtiplicada por wm escalar
k, entdo det (Y = k det (A).

(b)Y Se B é o matriz gue resulta grendo duas linhas ou dias
colunas de A sdo permutadas, entdo det () =
—det {A).

(0} Se B & amatriz gue resulta quando up niltiplo de wina
linfut de A & somado « wma ontra finda ou guande
mitthtiplo de wma coluna de A € somado « uma outra
colune, entéio det (3) = det (A).

Uma prova deste teorema pode ser obtida usando a Foérmula (1)
da Seciio 2.1 para caleular os delerminantes envolvidos ¢ depois
verificar sua igualdade, Nés omitimos a prova mas damos o
seguinte exemplo que ilustra o leorema para <eterminantes
3Ix 3

EXEMPLO: 2

SRR Lo Operngin s

ke keyy ke, Hyy fyy iy A primeirn Tinhe ele A ¢
thy gy dp ik dy oy IsRiphewta por f.
ay oAy dy ty gy thy

det{#) = fdet{Ay

A e e i segauda bl
e A slier peranitindis,

Ha) dy fpy dyy Ry fgy
gy 3oty ot
fly thyy diy Hy gty

det (M= o del{A)

tyy kay owy; key o kasg ooy dyyf| o Ui amiliplo du segunda linba
ey s Hay Sttay frh. oy de A G sommnbo # privein nda.
ty ty iy, thy thy Hy

el {3y = let[A)

Nés vamos verificar a equagiio da dltima Hnba da tabela e deixar
as duas primeiras parg o leitor. Com a ajuda do FExemplo 7 da
Seghio 2.1, nés obtemos
Set{B) = (uyy -+ Retzp Yy 1 dayy b kan)aasrn -+ (s b kadanay
— anenplen b ke — ey F kan) — apanten + e}
el AY - hfuagnraza b o) - e o
— fndaafl - B ey — i}

= det( ) -+ 0= det{A) %

oservacAo, Como estd sendo ilustrado pela primeira equagiio
no Exemplo 2, a parte {¢) do Teorema 2.2.3 permite-nos trar ym

Capitulo 2 - Determinantes = = o 83

“falor comum™ de qualquer linha (ou eeluna) para fora do sinal
de determinante.

Matrizes Elementares Lembre que uma matiz elemen-
tar € o resultado de efetuar uma dnica operaglo elementar sobre
as linhas de uma matriz identidade; assim, s¢ nds tomarmos
A =4, no Teorcma 2.2.3 [de modo que det {A) = det () =1],
cntdio a matriz # serd uma matriz elementar ¢ o teorema
fornecerd o seguinte resultade sobre determinantes de matrizes
clementares.

Seja B wane matriz elementoar i X a.

() Se E resulta de mudtiplicar wina linhe de 1 por k, entdio
det () = k.

(b) Se I resulta de permitar dugs linhas de 1, eitdo
det (£ = -1,

() Se & resulia de somar wm nuiltiplo de wma linha de [,
¢ e outra linka, enido det () = L.

Os seguintes delerminantes de matrizes elementares, que s%o
caleulados por inspeciio, Hustram o Teorema 2.2.4.

o000 00 oo 0o 7
03 0 0 0100 0100
00 1 ol” 00+ oof” " noo o1 o=t
00 o1 1000 000l

A primcira e dllinm
A seguwda linha de £y finhas de £, foram
foi muldtiplicada por 3. permutadas,

7 veses o altima iinh de
1, fd somada o primweira.

&

Matrizes com Linhas ou Colunas Proporcionais
Se uma matriz quadrada A tem duas linhas proporcionais, entio
pade ser introduzida uma tinha de zeros somando um miltiplo
convenicnte de uma das duas linlas & outra. Similarmente para
colunas, Mas somando wum maitiplo de uma linha ou coluna a
wig ouira nfio mucda o determinante, de modo que, pele
Teorema 2.2.1a, nds devemos ter det {A) = ). Iste prova o
seguinte teorena,

§ ot duas colunay proporcionais, entdo det (A) = 0.

7

H . . T
i Se A ¢ e matriz quadrada con duas linhas proporcionais
|

O proxime caleulo ilustra @ introdugio de uma linha de zeros
(uando hi duas linhas proporcionais;
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A eginda Taie & 2
vEALE O Pl

l | 3 o2 4; 3 i 3 o2 4 poliile sarastos -2
i [— [ [ S S B veres i prinkeirs

| = S F e ik A segunda para
. 0 i s i
h ) ' s 3 Y ! » ok is wn linhia
‘ 1 !4 8 1 1 I & de petins,

Cada wma das scguintes matrizes tem duas linhas ou colunas
proporcionais: assim, cada uma tem determinante #ero.
3 - ¢ —5
I ’ 6 -2 5 2
— i b -4 2
4 -4 & 51
-1 8 5 8 14

-9 3 g2 S o

Calcuiando Determinantes através de Redu-
¢ por Linhas Nos vamos dar agora um método para cal-
cular determinaes que envolve substancialmenie menos contas
que aplicando a definigio dirctamente. A idéia do mdtodo €
primeivo veduzir a matriz dada ao formaio riangular superior
por eperagdes elementares, depois caleular ¢ determinante da
matriz, rigngular superior (wma conta [4eil) ¢ finalmente rela-
cionar aguele determinante com o da matriz originad. Vejamos
wm exemplo.

EXEMPLO 5§

Calcule det (A), onde

0 1 5
A=13 -6 9
2 4] 1

Soluiéo.

N¢s vamos reduzir A a wma forma esealonada (que € trianguiar
superior} e aplicar o Teorema 2.2.3:

0 H 5 i -6 8 L
A i\rll“{.'ll'i'l I Nl:i.:ll“‘
det{A) = |3 -6 Gy= - |0 ! 5 3 Jo bl de A T
7 6 i T8 1 PeELHAIS,
I -2 3 Ulon e coamman cle
S ed preineiva Binki
PO B 1y P
A ! 5 e {oi rebiedo ravds
2 6 e aleterminte,

EXEMPLO 6

|1 3 ) o
Sweres i lnwin
=-30 ! 3 T e ol sominbe i
ot - reregiva linh,
t-2 T '
M vezes i seganda
= ~3[0 1 5  inb T3 soaeudo i
Iy b —55 Lerveisa f,
o2 3 Ul Baror somem afe
= {--3{-55 {0 | 3 tf—— <35 cla abtzema lindi
0 0 I T retirado aeneeds

o ddegermintinge.

= (—3(-53)() = 165 ®

psiERVACAO. O métado de redugdio por linhas, por ser sistenidti-
co e facilmetne programdvel, € muito conveniente para caleular
determinantes usande computadores. No entanto, em segies
subseqiicntes nds iremos desenvolver métodos que, em geral,
sfio mais ficels para cdleulos & mio.

bre Colunas

1 0 0 3
A I
fT 6 3 D

-
(%Y
'
i
h

Solugdo.

Este determinante poderia ser calculado como o anterior usandlo
operagfes elementares sobre linhas para veduzic A 3 forma
escalonads, mas nés podemos colocar A em forma trisnguiar
inferior em wm passo, somanclo -3 vezes a primeira A guarta co-
lunas para obter

!

[ ] a

70 0
0 [ 3 ol = (DTG H~-26) = =546

7003 1 =326

[ —

det{A) = det

Este exemplo ressalta & utilidade de manter a atengfio voltada as
operagiies sobre colunas que podem encurtar nossas contas, 4

“ L. Verifigue que det (A) = et (A7) para

- 2 -1 3
wAa=|2 " by A=|1 2
O I R O

5 -3 6

© 2. Caleule os seguintes determinanies poy inspegho.

(a) |0 5 () _? 01 o (©)
0 0 -2 - -2

9%}
£
]
o
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3 cadeule 08 determinantes das seguintes matrizes por inspegiio,
¢

Discussio e Descoberta

16 Em cada paric, enconlre det (A) por inspegiio, explicando seu raciacinio.

a0
a0 1

@ A=10 1 0 wa=|?"°

i = ) =
j 00 f ¢!
I 0

7. por inspegiio, resclva a equagiio

X 5 7

0 w41 6 =10
0 0 2r—1

Explique sen raciocinio,

0

!
0
0
o
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I 0 0 {} 6 0 0 i 0 0 0
0 1 0 0 b O 0 1 0 0 | 0 -9
. ) ¢
@1y o0 «5 0 o100 “lo oo 1 o
{ 0 ( l O 0 0 | 0 { { !
s [xere feios 411 caleule o determinante da mateiz dada teduzindo o matriz & forwa escalonada por Eahas,
Nos [5
T3 6 =9 w3 b3 0 3 -6 9
4 n 0 =2 T B R ] 6. | -2 4 i -2 7 -2
2 1 3 2 4 5 -2 2 0 1
| 3.0 3 3
-2 3 | 20 3 | o t 1 1 5 5 o . 5
N T (0 . 1 0 ---0 [ _0 \
Bl 2 -0 -2 e 2 1o I T ] e O,
2 ] 6 | g 1 2 3 U R -
- i A 00 0t
1(1 b o
d e f
12. Sabendo que "] = -0, cneonite
g ko
d ¢ f Ja 3 e acbg bk o —3a -3 —3e}
{ay ig H i by {~d —e —f (e} d e ! {d} o e !
a b« dg dh df g i i g—dd hede i-4af
3. Use reducio por linhas para mosiear gue
i t i
o« b oel=h-~aXe—a)e—D
gt bt et
b Use um argumento como o que foi dado ma prova do Teorema 2.2.2 para mostrar que
0 0 0 :
00 an s
. 0 4] iyt
() det {0 ty  dn | = —apdnay {h} det = d gty
0 adyy o o ol
£y [ a3
fhpp dar day e
15, Prove os scguintes casos especiais do Teorema 2.2.3,
k(i]l kfhg n(‘(!’m “ L L{FK] 451 iz fizs [£37} [{F ] i
(il] [{4]] LE5E] £y =k [257] by L{EX] (EJ) {€y LEAT] iz = = [d3 iz [{K5
[{kY] {142 @13 LTS L{RT] i L3t {1 (kK [{4]] dyz [{413
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18, () Por ingpeciio, encontre dugs solugdes da equagio

! Xt
1 | =0
P-3 9

(b) B possivel haver outras solugbes? Justilique sua resposta.

.2 PROPRIEDADES DA FUNCAO
DETERMINANTE

Nesta segiio nds vamos desenvolver algumas des propriedades
fundomentais da fungdo defenminante. Nosso trabalho aqui nos
dard uma compreensio mais profunda da relagdo entre wma
matifz quedrada e sen determinante. Uma das consegiidacios
imedintas deste material sevd um feste e determinante pora o
invertibilidade de uma matriz.

Propriedades Basicas dos Determinantes
Suponha que A ¢ B sfo matrizes # 3 e que & € um escalar qual-
quer, Comegamos considerande as possiveis relagbes entre
det (A), det (B e

det (A, del (A + By e det (A B)

Como win Fator comum de qualquer linka de vma matriz pode
ser carregado para fora do sinal det e como cada wma das o li-
nhas de A tem o fator £ em comum, obtemos

det {kA) = &7 det (A} (N

Por exemplo,

kay | kapy ke 1 s
*

kﬂgl k{f:g k(f:_\ B ey ftay g

huy kan ke asp oGy o

[nfelizmente, em geral ndie existem relagies simples entee
det {A), det {(B) e det (A + B). Em particular, enfatizamos quc
det (A + B) geralmente ndo & igual o det (A) + det (B). O
seguinte exemplo ilustra este falo.

EXEMPLE. ¥ t[5)

Considere

I 2 3 . 4 3
A= [2 Sj|" B—[l 3]. z\-i-h‘_[3 8}

Nos tentos det {(A) = [, det {(B) = § e det (A + B) = 23; assim,
det (A + B} det (A) + det (8) &

Nio obstante o aspecto negativo do exemplo precedente,
cxiste uma relagiio importante que Urala de somas de determi-
nantes & que £ muitas vezes Gtil. Para obié-la, considere duas
matrizes 2 X 2 que 6 diferem na segunda linha:

a2 &y g
A= 4 = °
[011 "1‘2] ["1.11 bz'j

Nos temos

deit A) + det{ By = (ayan -~ taaetag) -k Loy iz — afiag)

=y (etya -+ b2} — enafn ok bay)

[L3F] 2
= det
ta b b un b b

Assi,

Hpp o 4 LTI K oy s
et - tlet = clet
LTI Pa b g F by oy b by

Este € um caso especial do seguinte resultado geral

tinica linhe, digamos a r-ésima, e suponha gue  1-dsima
lintiat de C pode ser obtida somando as entradas correspon-
dentes nas 1-ésimas linhas de A ¢ B. Eniéio

et (£ = det (A) + det (5}
O mesina resuitado vale para colunas.

EXEMPLC 2

Calenlando os determinantes, o letlor pode verificar que

b 1 3 | i 5 1 P
et 2 1 3 =sder 2 0 3 rday? 0 oo
[ N A _I I 7 ] | |

Determinante de um Preduto Matricial Quando
nds consideramos a complexidade das defivigdes de multipli-
caciio matricial ¢ de determinantes, parece-nos ser improvidvel
poder haver alguma refagfio simples entre esles conceitos. Isto &
o que faz to surpreendente a clegante simplicidade do seguinte
resultado: Nos vamos mostrar que se A ¢ B sio matrizes
guadradas de mesmo tamanho. entio

det (A #) = det (A} det (B) (2}
A prava deste teorema ¢ razoavelmenle complexa, de modo que
vamos precisar desenvolver primeiro alguns resullados preli-
minares. Nos comegamos com o caso especial de (2) cm que A
& uma matriz elementar. Como este caso especial € s6 um prehi-
cio para (2), vamos chami-lo de fema,

§
i et ¢ By = det (£) det (B)
2 o o




